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Prefaclp 



A: uUli&d\i ctm fttmUl^H^^ con |« fiuidaififniu] del Aljitsbf^ ^ niJ[riL:ei 

w bku el ^cnrrvlb de l» 

El Lihpu c'cnik'ni^ mawiAl p^tt lut ikikp ito du^u£> eijlI vfi;;; 

iml w m e^Klitadl y Kpmdefi tfic!iktt do «ilimflctdil de cdUl (a IjEaius} del 

Im HprQ^hmddHc*. Bl iciric del mro iiirva «Hno icftsnndK pm ndtwhw so ccniKtclcradcn 

.Iwift ' " '" ' " ■ " " ' ■ ■ ' ' " '■ ■ ' ■ 



yateri^l prote^giido por derechos da autor 



EiTMcn viirifl!* paquclr^ ifc .t ^j/Jh^j or para pcalizar dlailoi mattinStiw^ ImlVhliuiu De 
pndominw en cl medio ocakmico t^vc, Mapte > MnJicoulica, Laa v^uoms At> 

eti deMiUMfla CMSi^w todM MCdM leiilptw wwi^ dc cdkyl6 V 

scr miir ^1 en et 

labiuiio de tit Itoiicis dft Ijpn^iii^ Lm rtiujltadc» 1^^ de nueiLit^ 

kH vAiOTff c'tiiri^u^p pm^ csto pcfmitc CKftmiiur el dc«aiqpcAo del tnCfuUv de nfroKima- 

c^culo unib6Iicd. Ademis, para iftucliu tficiliciii ilujilfdri^ajip el anUiiii d£l emr exigic 

una larca tcJiufid y pocD inilruclivB cuaiuJo ic doniinAn LcLiijE^aa del ciJculu. Lin deri* 
M p1ltid«ll OtecMT t40d*fM3lle ^ i^^ p^iiltti 
que iifi cilcula timbdlieo ayude tambi^n en el proccMi dc acuiad^n. 

cligid a Mapte ciinio p:KH)ctc tstindiir debid^ m1 uso general iiflda, pcrtj iX^rivi: a 

cjeinpvni y cjenwiwwiiiav Kfteim- n i mpmnr ipiiPwrfiiKnw oe wBem-' por iwi){n«iih' 
dnra podrfa traer bcncfidcM f^ignificalivci^ y iuiHilifajioti In^ ni^irxl^is npmiiFV^i|jCfd# 
^ lUi Oiiuidfl up m JpQf ibla JtvacjAyei im pnibkaia; dc i;eui£W cwia- 



Novedadfif en esta eilddti 

L« ^^ima edici^'ni irKhivc d^v> niicv^i^ ^jccittific^ inifH^nniT^^>. V.] iiiflod^i del gradicnlc 
^^p4k> {^pdodidon^ tc al capftuJo T i^ra pfoporvioiw un tnilATnlailo idAa 
4imik^ Qiun^flc^ linealei, Sc pfeHfiuc«^ 

nMj] iif emu dc opniKiiTuciAa iteittivft porm reiolvi^ ^istpmas lincakfl pO^ilivDx dtfii^t- 

dc jiriLn (wqiJto^ 

fiiif??^ pmpQfclafuii una l^cntci teuy distifltt^ qee en EecfMs icdefit« hfl Ikin^dffiStMfi^ 
pencil, para aproximAr M>lucioncs de t isiemas di? c^acrtoim no linoalcA. 

Ibratxl^Ji Bic aAAden en. lodo eJ libro |nuidcs liM^doa. dc c£kJi|0 Mjiple, puc^ lot^ pci^i^ 
wQi»vom^^ CvnWnfttGi n it«UK mN9ppv fiftp^ 

i;iklieo Mapk a la vmk^ 6^ que ei ti mil nxienicH Im pmsmti h^i\mi7^u cofi iiwt^ 
frast cdiLk>iics nnicnnrc;^ vcr^n que Cii^i ii^dji^ Ins priginjs mcjorarontlc :i]guna m&nem. S« 
octijallriLaron y revijaron lii rcfcrcncjM y ^ tuin agRsgado nuc^oii ejerciciw. Iisperatnot 
que mdiH 0Gili|a^^ le ptrracw bei)£Ek»i pirt ta enidlftatt y d eimdici dd Hfi^S^ 
jsuiiied^^ ^^i»r p«ite de ell» itra ^t^/a^^ 



CNic iLt[o CLiloTRJcrruasf pra^m^^^ a^i'UiiLLz.aElay canfonne CAinfaie d ii^ClwHre, ust 



Algoiftnuif 

L^ile HjlLwiin; LimplisiiTwnbe uliJiziidu piUB apliuiulmwfi-tkl iiJ^bfs IjeiciIl L^tDdc^bc ^ardn-^ 

Pcvr mo4\ty Iff* algCHicmoR h otHieiun pri^graimA dan los re^cull^dcih corrcf e^^ 
jufi ]os cyMiptod y cn d luco, peiOik fiii^gjln moda iGieni'6 ocriblr Kofiwi- 

lI^ itnj liirniii qitc c^^nituM pfci^ r^iftn m.f^ r/^^v^w CD idrmlitosi rtipEisilcw Ijcmpd' 
Bilinsicciihjiiicni:?. Cuando wurrc un cnnflicl^^ cnlre ejoibii un tl^viEmo c:clRmeid4unni- 
to fiflinx y i^fo dimini^ que ibJ«tfi& iwjor lu anci«f44ji?«8 ur^poiiiniu del indiodo^ 



ts^h Plan Cf]^^ :i]j{OrililM hay prt^gniiiU Funnn, Mapie, M.iithcinLili4.-A. MATLAK 

liAi nftwane 4 w le efnt>lee^ m^u pitigniiMitii^j^ cjcnifiimcbg con tm prebitntt M Icx^ 
tOr de idodo que el uiuaflA pk\j^&a n-^^jW-L-t^Q m d kfigujj^ d« ^ de«i^ e ldrtrtlfiqii4 
!i mrftdJ {rNPurj >■ la viNiis tOU'i'riri'>; (fsios pwdt-n i^mM^n irKKlLnc^r»ie p^n n;- 

Material protepdo po^ 



VOs. MS-DOS, WinJin^'io MiM^inCmjih. Sin cmbEtrgth, sc mguicrc un suftwiuc upropiAjdn, co- 
fiK* un E;:[Tinpil3dji;ir paj^ Pflwal, Fptu^- (J sljilcma atgcbraico pm ccimpulactora 
(MnipJc. Mulhcnuilica o MATLAB). E[ lector eiKontrai ^ ^is subdLrtfQ:loritis piirj fiidu Icn- 
^ gUije y Ui^ iLTt hivin iL^iimp]riTlfrnEarii>s. 

TodLM^ \m prugrjiiMf dsliin uR'hLvi» ASCII y hojiu- tic c^ciiIq; y pucckn mndificar- 

■ 5c mctliiinle un prciw^ador dc pilabras, c?pax cncar W] flf^hivg cstfijidar (fc ASCII (tIc 
los ibmaiidQ^ "srtto (cjiro'")^ 

Loi nrchivo:* READNfE sc pfe§enlan en fomialo ASCII y PDF, y hc incluycA don l« 

■ ^rchivpL^ del pnigrama-q, mancra que Iw HAtcmRsd* prjgramaciftn pucJan t^ccufUirseen 
romifl ijiLlivklud. 



Sugerenclas para un curso 

A/idihis Tttim^rimtfiliA dJ^icQadc [vini qur Ids prcifestiFCH pyisdw elc^ir cntnc tcman. as/ 
pmHT c| nave] Oc ri§;.or t-c<}rin> y el cnfa-^ii^ cn la-^ aplicacicNnc^. Bn concnnd^mcia con cslos 
pfopfeitTOp pmponsionamw refercncias delallscta.-^ para l^is TCBullados tiu denitetrjidoH ed 

' el ce^lfi y lu:^ aplitracjon^ft uULL^nJa!^ pani imJicor la impcttani^tii prSclica de lus iii^loiki!^ 
Lb^ Fc-fcrcncizis ^i>n las -Ljuc Eienctl nluN i^nsibi]] Jades dc scr halladiiA cn lfl.-s trihlicHccas dc 
.fes univcri^itkulcs y hc aetuali/ariin psm reftcjar la gdicifln mi^ fecU^n(e en el inoinL'tilu cn 
qu« esU! libnci $e iinprimtd. T^mbifn inclulTncis cilas cte arttculo!! origJjintes de uiH.'estiga- 

■ ci6n cuanda cf^nsiikrainmA que el material ac«9itile a n^ufscru^ k^tn. 

En cl si^uLc-nlc diii^iima dc fuj^ indicnn Icis pncrmjuiKiEns dc npEtuln. La 
iinica dc^viyeirtn dc c^tt diagrami sc dc^rjhc cn la Tiirra al pic dc pAgman aJ iFiido dc la 

; isoccLdn 1,^ rnaynr parte dc l-ns swwcnc i^^ pmitl^e^ que puc^en e^sfierarw lion esle liia: 

.. gfama. lew auloics la^ utLiiTamn cn KwJ^sft^n ft Siuie Unh'tr^iiy. 
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k1I] 



iiaiiifitt^^ Imtm^dfrn* o^twiilislid ei^^ 

IM MTtMntriM fucDTk i^modo^i tn amu y se pfMur(V jncluUr UKlin Ik tugjertnctu 

Juhr M. NeubcraerL Northern Ac i /una Ui^viei^t^ 
^mcilo dc iiUGM;ro» e&tyrdianlos tti ah pit)lc:!tiun . 

CJi nwcs[rn cditnf Gars O^LvJl . L^c^:^ll^! sAibrcsiilicTilc 6c luic^trnf^ pfojotrlm y grart amipo crt 
Id p^tionsi]. EiKtraharciiK^ gnui imdida \u diircciGil y ipcyo, y ■pTy\'KhwTi9>SL Ja o^QT- 
lunMad parn ik^^lc la nicjor tn nil pmnlo rellro die BmdkiJCplc. 

libdidiiic^ Ac Vniing^imvrt riaivc'r^ity preparer Ik ^^ptiitva rdklfio. Nue^itra hriHL 
uiiLcmc pin Cita Edku&a Tuti Luufic MadacJI^^^ e^ue ignadixtmDi w T^xobvi^ 
qummu cxp(«sar imi«Iiii graUhid « iii^^i^^ 
Wit Stiilc Uttfiri^^ 

Pte dl liiTKi^ ijiuibiirniliio^ a i^uiene^ him uUli/ado y vJup^iidU^ liu di wrHas» edi^ 

mdlod4>tt nuin^coA. E^pcram^ que e^U cdkidii etmlinik ct^a tcndcncit y ^pnyc d ^ usta 
Icn estudjjqiiri por el wdJi^» iiiuFHttka Si u$ted ti^iK iu|^rc]xiu pan fncjcrar «l map 
bifia! EiiJh^puedaii'bngqHmiiptt 

kktumi Burden 



Preliminares 
matematicos 



n \m prinieros cur^m d« quimicA h Introduce la fey tf^lfof itfih^/^ 

que irbiciaiia Vjt pmiidn /"^ d vnluinFit la tenipL'nituni cl nil- 
urrf] de nmlcis JV dc im "^^aT^ En rsLa Hiucido^ /if luu coiu- 
tantr que depcnde d«t sbteitia de cncdJdB. 

SupoDga que se nalizan dos cxperfmefitcn para couiprobiir es- 
ta ley C4A el mlsitio kb£i rn tadu casti. [!n el primer rxperimciiti^ 

N ' 0.004ZD mtil, R = UMIM. 
Por Dudili de la ley det i^as Ideal le preclice que la leinperaturv del gas 



fy ^ f!JlOV<0JOg) 



= 190.15 17 



Al mrdlr la Iftnptraiitn del evi, WinM que b iempentura r^Al 





V, 



Luti^D, repetliDos tJ rxpcrimciita cod ]as mlonoa vjilorefl dtRy 
iV, pero N« Jncrrnmitu In praJdn por un tMiM dc ctcjj^ jr h mf ure d 
voliimed por el mkiina fwrtdr. Coino ft prodiicto- ts d mismo, la 
lempeniturB pn\Lila mun m IT ""C pero nJu^nt la (cni]>rfBtura rral 
del Jttts eti 19 

Pfir supiHsLa que m mqmbii de Li k}' del «mi \dt^h pcro anivi 
de concluir que la ky no cs vdllda en esta siluacJdQ mc^wIq 
miiiar las dates para vcf ii d trw K pueik atrilmir a k)S re^iillA* 
4m riEpeflmenlalM. En Cdieo allrtniiUvci, podrfamoti ddermliuir la 
precisirifi ii«:csaria en nue^troii re^ultAdw cxpcrimentalea pura eu« 
mntf^r que JW iicurra un error de e^la nrngnhud. 

El ajiiU^is del error que sur^ en Ids talculus es uji temu impor- 
miiie en d hiuIIL^ nmn^rko y m pmmii en la %mi6a 1.2. E^-ta 
apUcacUifl partiCiiJiu- toiuddcn en eJ eltrcicm 2K de esn seccJon, 

Fj4€ capf tutA ccinl iene un lircve rtpam de tenuis de cikuli> elt« 
mental de una larlablr^ iiec:eji;a]i4i m caprtulos piKleriom, juntn 
cvn una inirodtKcKn a la eonver^cnt^a, el enitkis del error y la re- 
presenLack'm de Im numeros en kK {tl^pw^lLivos ulllizados para ta 
nalizaqion de lo5 ciicula&p 



1 .1 Repaso de cilcuto 

troncf pft>^ de ifmitr y inHiiinuiJad lie iina funcii^n ^on fundiimi-niuJci cn cl ci^UKiif^ del 
c^culo clifrnrnciEil 

Diflnfddn 1 . 1 Una funfitin / derinida en un conjunto X de niimcrt^ feak^ liene el limlte L en denuia- 
do par 

Jiiii fix} =- L 

si, dado cuaJquier ndmero real e > 0, exisile m ndiner^^ real 3 > 0 lal que l/U) - 1 1 < 
sicmprc que jl^ X y 0 < \x~x^\ < & tVfasc la [igum L L) ■ 

Defimddn Li Sen / uem TunLiiWi dcnniJa crt un ciniJyTiiii X dc ndn^em^ reatci y % € X. Entt)fKe?v/e^ con- 

■ 

La ruTid6it /c« cuntlnuo <^ el conjunto X si « conlinua cn cada nCmeto cnX, M 

Mati^n . ' u Ido par ctfir schofl de antor 




14 




runcictTK". cuailirtu.i^ ct» cl inters ocrt^^L!^^ \a.h\ hc dErooia H^'^l 

IbnJt-**!:, ^ eniuib itp^ov 

(tgniricft 1a Kiu^idii {J^^}^^ conva^ t, M 



jiil Iw mpuain elaibwiuiofl a«Ra dt una fuEiciAfi conducin a mcjorcK rtsulladoi dc 



Material pujb yiou ;]Mr derE^chos d« auior 



OtflnkiAtt 1.5 Sea f MM fliitcidn tkfiDHl* w iu> inten.ftlp abicrto qu« cott^fVA A J^ La funcidn / a 4«H* 
exifilc^ £1 niiiDCfi^/'Cx^ «i la drriv^^i de/n lint fwKidn q/K ikiK dcrivotk m cada 




Bl cnnjuniD Iaj runcimci qiie lieacn n denvadat eaniifiiui en X le dciKXa 

C{XW y d coqjuntD dc f^nciofMRi que (»tnil ddilvidiui is tc)4qii fi^^^ est Jf lo deA^* 

rfimivJS t^UHi C^iXK diwk X wn^^ia tt^dty^ ndmcit^^ para tyn que FviAn dcfinitiui 
Ia£ fijnct4iiei+ Si X ct uji intorvftio dc In mVk icH, le oniilca dc nucvo lui pardntciit cn ea^ 
ta&olaeidfi. 

Lot »i|uicnt£!i tcorenw fondlfti^^ ca li dvdu^fdn dc m^iodm piri ti nti- 
micldrt del cttoc. IhA^ rttrncwtEfjicioncs de mtw i^fircims y tie lo* cIdiniJt re^uludoi lia rfr- 
ftitociA CO cfiU sccci™ K pucdcfl cncuffilmr cn cualquict tcxio dc c&iculo. 




... ■ # fl. ■ ' ■• 




|toriM?o J. 9 (feorema de Uu valores extpsmoi} 

Si/* Clfl^ h\ entoncu uisteii fj. « |xf, *| uil« que/(t , ) i/(jt) /U-j) ^ «h^J^« 
AdcnMA, li/cs dcrivuMe en iti, b\ tMcnctt, Im n(lline(Wf|:^<|:M|^(iigi$!!|j| 

brt par cunipmiidunL. Miiffc, j^iNieruiK dc dlgcbn por compdtwfolrH sea iitilu put 

yateri^l protepdo por derechos de autor 




en k» IniieFmlDt [ 1, 2] y II. 

de jnlkiiekin Jic uciibe U intliucciOn 

A coAlinwcidfli aj}UfeGcn liu mftlncciojiei jJcL paquctCi S/c inlrpdiLKe Jii <lc3i]iicii^it <le/il 
Hits gjJincHj/en el intervals [0.^. 2J, ukc la L[MlnNX'i6n 

La frdPLca upQfwe cooiu en h lisufa J m U ituoI k puedcD deiermiiuir Lu coordcnatku 
ctulquiH punio lobi^ li gtifln ftl^ 

y lot culnemos dc ls$ fiinciwe* 

Coiii|>li;URKM cl ^n^k> uhjvJo el leuKina de vihwu nlnillcyk.frinKiv. ciwUlm- 



ivf ij I t.T I u i j :•■ u u^ijiuc i; i,! u i t,'i: Mos dc fl UJOf 




4X111 b LiinJ w 43hLLi;nc ]--15El22$S.74, y k ^:iitcu]a/{l J5fi2;^74) nmlEinlt 

Cc™o/(l) = -3.B9^.1^y^l37 y/f2) ^ -0.24 J 008124, urnemos. p^irii el luKfvakj 
II, 2 1. ytl yaltrf mitUBij Atfil} = -0-2.410011124. ciTiim mucstn cei |ij figum 1.7. y un 



Figura L7 




4 



I 




\utQr 



It 



no hay ftolucinneii en esle inten'ialo. y el Tn&xiino ocurre err un e^tnema. Pmt tanto,/* hun- 
/CI) - -3v899329037* icoemoa 




nuinn. 



lim 



1.1 Itip^iso dw ^kuto 9 

Toctm lurbcitin continua / en [o, h\ cs Riciniiinrt'inlcgniblc cn [a, b\. Eblo nos pcnniie 
clegjr, pam fines de cikulo, \m purtim unifbfmeiTKnle dislribuidias m [a, A]h X pum ca- 
dtt / • K 1 n. ck|ir Jtj. En c?itc cui^ 





En nucsiro c&LudiD del an£li?ii$ nuju^rko nccci^dtarcmos alroi dm le^iulladoi. £1 pa* 
mm una gentrali^uciAn dtl icciren^ji tic] vulor medic para Inic^gmltii, 

TnnmQ Lll (Teonrna dtl valor merdlo ponderado pira IntcgraLcs) 

Supcmga ^lue/e Cf**- f^h 'a inlcgTil Jc Ricmjinn dc j CAisic cn [tr, i^! y qiK no 
CAitihiji dc ligno cn [u, b\. HoEoncci cKbic un ndimsct^ c cit <it. tnl que 

ai - /(c) f fltc. M 

Cuancka j|ft-ir) ■ 1 , eri [eoncrjiiii IJ 1 ca cl ifel vttkir medio para inlegralcN que prupuftii^ 
no 4^1 vfllfH- pni>incdl« dc tfi funcidn/cn cl ioEcrvalo [a, b] ccpmo 

fVda^ U figum t .lO.) 



10 CAPiTULO 1 • Pniimmam 



Fligyri 1.10 
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Por lo gcncml, lu dcmD&irac]6i] dcrl icorcma IJ 1 no da cn un cu7m> b&st k-o dc cdlcu- 
lo^ pcro se puede enmntmr en W mayor pojte de kis (cxioi d£ anilii^is ( vias^, poc ejcmpk^ 
[Fu.p. 1621). 

£1 Dim ofcmj que n£C£si [oivmos y que nurmqlfrHznu no presjcnln c^n un c^r^ bd- 
&ko d« ^ dtftlucc al apliciir de nmneni ii^ce^iv3 cl leorerrui etc Rollc a//^. . . , y. 



neonemj J. J 2 (Tiorema g^neralludft de RoUi) 

Supanga que /c Qo, ^ij C3p n veces deniable cn (n; b). Si /(a) ^ onub cti lus ^ -i- ] nume- 
im diiSlinlD^ jt^ en ^j, entmms eiiistf un mumcm r cn l^i^ taJ que/'"^c] ~ 



la dcuwstmcidn « s(i fticra del alcance dc m curso asml dc dilcuta Sin epuhai^o, k pi3i<Jc 
cn(X7n[rdr cn Ui mayor pane dc lo^ ic^lo^ dc ajiili^is (v£a&£^ por cjcrnpka, [Fu, p. 6TJ]i. 

Teorema 1,13 (Teorema del vtlor fnt^rmtdfo) 

Si C[<Ji f^] y c& miiilquitr niimoo cntic fta) yf{bh cntonccs cidslc uji numcni c oa 

En b (ignni Lll mueslm una clcctridn del nunLcro gamnTiZiado par c! tETDrcnut del 
valor imennedio. En e$te cjemplci hay Pimi do^ po$iNlida4kSr 




Mai^r^al piDi&g ido pgr tie aiJlQT 



E^ifli^l Bus rnttttv que - It^ + 3ii^ - 1 



y /cs CDnlinua, {2I tccrcmu dk:1 \-iiloT ihic 



]}aiB dctcnruiiar uiic^ jitilucioiics. EsiudiMcmos ^tt tema eo eJ capitulo 2. 

El lUdmo beoremB en es.tc repaiO ck cikvlo d^ficfibc k« pglinumiw tic T;ij loc 

revf^mit 1J4 (T«or«ma de Taylor) 

Supot^ga que / e [h; ^J, que/^^'^ e^ite «ii [jiit >J y Jig « {a; ^J- Fva cuLt ji c K J^J) 



mm 




nita otrienjda al lomfir el limite tke Pjlx) izuando Ji — ^ ^ i^ la wrfe de Ikyldr para/ cn tor- 
£a cl - 0. d pulinomig dt Ia>ltx bucjp ItatfW poUimiifo dp MadBU- 



jfy = 0. y UMS cslos polinomiofi para apmximar cosfOjDti (cji^ Qip # IRP^ 



m^ u res y /"(^^ = a 




<ft99993]7. 



Lt isoia dc cnw a maii^m maycH' que d enw leal. Es4i& k debc, <n pane^a la pohn 

Material protegido por det echos da auiof 



I I 

Mi* « 1 - -Jt^ + — Jl* CM ftjfj. 



I CM 0.01 - 1 s 4,2 X 10- *^ 

a9W^WirtWJ« - 0.9!^ - 4.2 X 10 

Eb In den ptimeni partes de esU cjeinplo ■« HiutniA hn doc iiti^tlvoi'^ liilltf 
nuiUfriCD. Bl pffxnefD ti FiKontnu unn «{tn>!i>iiiiacUlui, q,liE los poliniiiiiinH tfiylbf 
propordonan en ambw paitei. E] M;guiKSo dctcrrminnr la pfvci«i6fi dc 1b aproxiiRui' 
et6fl. En este ctao, el wttsa pnUitoniio <V; Taylur Tik r^iKho nid» informuliivg fj,ge el 

6 |tJMi]Qin «^ po\wfHt^p dc Tallin pcuji (.iiMfiiKf 



.JM^IIi^'decennli^ luu eou pan d enor £ii:|ii^i|pnxlm»c^ A^||rfir^1|;$ift![^ 



^4 



Material pigL/uiuu p.ir dweNehos cte auJor 



Ik: 



lie emir, ' ii' 



ihclIk) die Ma^.Ic^ J>e define s/ canu^ 

■wfl^^T ^n»*"F^Wp^ ■w^WJW-^^^W. T^W^^ar^^ ^ — ^^^"iFP^ 

error O.S?3l4x 10'^ 

En tiA (A) y <M dtl ejcmplo k muettn c6mff djn« l^cnic»: pueden prnducir ta 
miBina 4ip[iuKlfnacid(ii peiu tlivenni |jU90i!(ibi de precikidit. Kfcueirclf tfit dcuirmiiUir 

Mateiial pi aiegido por doi achos cie autor 



1^1 Hepaso lie c6\cutD 



IS 



CONJUNTODEEJERCICIOS 1.1 

L DemMMlre que Ias tipuif nfttt «VKi!»KV Cicnra il rwm uTia ■Hctflut-iAn -en In irtim daJui,': 
k. xMiJ-i^^ -Hit- I -fK 10.2,0.3] y J 1-3] 
Ik (i-2^~LiJ = a |],2|yU.^} 
t 2i™(2ir> -Or- 2V = J3.3]y[3.*J 
i f - [Jn r)' ft, [4. 51 

\^ 4i?= - = 0 

c. - ii^ - 4ji 4 3 ^ 0 

i jT* + 4.001^-^ + 4.fmj t 1.301 - ft 
J. DtJiuuslr^ qof /'l^rj se amiJa aJ mfiK uqa vex en las inlmmkn 4uik^ 
/lOfI - 1 - + - 1 ) wn{t^>¥>r |OLl J 
Il /(ji:)^= DiflflrH- JcscQ mil IJ 
t /Kx) = xscnirx-^x-2> IriT- 1 1 . 2] 

d. (X - 2>Hai jlnfj + 2], |-J.3] 

4^ DcJmDOK mix^ ^ ^ ^ t \fW \ V^sm las vigiucnJcs funcionev c ifificf>^kr^. 
■- /is> = (2 - -r^ + ZjJ^. [ffc. ] I 
IL /(!> = j4t - JVU^ - IJi), JCL5. I J 
t /W - 2jf cori[2j> - tr - ia^. 12. -lI 

5L Use fl W^nu ^ vakir ifii^fVTudiif y el teoKtru de Rdk part Em^scrar -que Lb grificf efe jTjr) = 

fi, SQpaa^ cfuc/ E Qd-^] y que /'U> cxtfile t). DcmutF^tnc qur /"ui ^ 0 pan 1«U x en 
iju ffrtUWiCW pwJ* «ii54lif H I& isifemo UB jiflim^^ cji tal q*it/i /tj = CL 

CAkiil^ 1 J- ^ em»r fi»i al hKV P^JIOlJJ pn ^[raEiiiur /COJ >. 
CL Rq»U d ificiso Ca] ii&ajiiEfD ji^ = 1 . 

I. Obbcc^ cl trfccf poduHHnia dc Taylor j) pin Ifl fMxt^f^j^ ^ Vx + I ^ fomio ■ Xg > <^ 
Apmimc V^. vTW ^ vTS li^aadei P^U^, y CAkulc cjrorefi retileL 

M. Use P^5) para iprcNximar /(0.5|. I>elmiim!C maa n^Li furprricif para cl cmif 1/40 J| - 
I pDT media dc- la. fonnula pan cJ cnw y nMrifKirElo coci c3 f rror maL 

b. CllCTlIc UIU C^rtfl pui d HTDT l/fff}- f jS;r>l al f^rl a^is ittot i;) en el in" 

IjmalD JO, I]. 

^ Ctlcuk ufu «u uipcricif pa^^ d efw cd ic> cncdiaEilE \ Rj,i} I y ewopdnla cod cl 
Ilk Rcpfti d c|prckk> 9 c^w = f^. 

11. DclcTTTiine «l ftttrtf p.i]irwiM^* de Ta3fiof PjlD para la funcii^/U} = ii - IjEo .t ici^pcctD i 




U^^ k fil^iiuU dcJ cn^ tA tl uoremi <k] Tiylof y dcienrnne C4a clU km w\a ^^iptmiw 

Hi C«lculc cl cy«iift pnlinnmKj lIc Tuylnr P^(f) iHiti It ftfjici^ - cfl iiini" a « Dl 
^ Cikulc BH«lli I4iperic^ pjrn ^ f ^ti) L an 0 4 

14. Ihfdlfntiinodclmtrdf un^lWQdip^ 
Km J - jc para apniAliw km I'. 

15« UKuapaUrnnkidel^/JflrjeipfA)! vMp» 

JT. 5a/Cr> - taCi^ 4- 1)^ UdUn Maple pAro delmrwtf lo ilsufealk 

ii;ifiiOi a Jig, DeKRUtDa UD vddf da Jt Kcoaiio (|k ipfwJsiH »/(^] bcftii 10^^ 
■ thumAm an vilordtiiiHCtHrio ptfl^;)^ 

=JL L~ X p1 LqiU per qtld t« tdneiiadA «U dmcripcl All. 



Material pujb yiou ;]Mr dwe^chos d« aulor 



dadei il^ 1j m^\i^ lupimioiKki que kvs cnava tiOKfi una dlftrltwcite Sfinrul nn mcdli Oy 

Uki* dc nxidn que k debe iitir una li^uik« afHU&iiDAcMfL 
lb [sftEfi' Ik ttdc dc MiidMifr fMn ^ i6M:ft.' (iff IMMW 



>5 t4ii'j"*5r^i?*+IV 



:t)lM;ipd#.ipi^r''*^4 

h bKplkitK pet nai ba> <l)ricu]lidc!( il u^v li Khc del inciw ib) jfan ipioKLniitf crflJl. 

Dcmoesln 41H «i /tiitif Inn una cwldielM 4lr UjMll^ dal^#Gtil> M Mt 

Ih DcinuHin i|U0 il/iiciic uiu dehvaJA uoiAk ca [4 ft] par £««itiM)GM/iiiUfiC« um 

24t $iip(vg* ■i*'*/* CIa ^1, quo A| J' ^ cn [m, tt} y que i^^ y <^ tnutuitet p««tiv*K 

../U.J " -^^^ V. 

[p — ^ ^ i:kp[t4c \p - ^ ^1 wih«vrt^bhtLfc tk* ^|. 



ci^iiK* tlmnciado^ vLTdarfeim co^as toiruj + 2 ^ 4, 4 4 =^ 16 > * ^. Kn la firii- 

mtfticu compubsfioful ci>inijti, ^icmpcv sc (endrin lus ;iU5 ptfituccnH, pcm no ii^mprc el l£r- 

Fn nuc^tm inuiuin malcm£lico tradlcional pcrmirimm \b enisl^Kria (te liAmerof coA 
una cafiudad tivfiDiu tk cifnu. La oriundtka iLtaj[iios en CAte xoundD define 1 

efUlhu^gOt en el niiindo de lai cunipuusjdcxas^ cada niijnero i¥pf cM^ritkble liene 16b iin ndp^ 
nwm finiln, fijo. tic cifrii?^. EsSo ^fj^niricn. porcpcmplo, que ^lo ni(n>cro?i r^x^uiTiiilc^ (y 
no todo« clloi) ic pufdcn r^^resejiur con exictitud. Vnc%\Q que V 1 no «b mci^voJ. di 

no A 3 como p&n que «eii accptuhlc ea la nuyor pwte dc Im tiUiuioivcL Lv^. cn mu- 
ehm CA!^. esiM uriim^iic^ de Id ni^^um^ es ^^iJ^ficuifU j le^p^ic^^^ 
veca eiil4L dixvivpiiiKisL pii»Je jcncrar prithL&nwL 

con ntinictYM liESnlef^ puct la uiimettcft de la mAquina »d1n uLiLiza ndtnenu con una catill* 
diid rmiu de cifrafi. tm>do qtic cilculoA » realizan tEriL amenfc ecd rcpfe&cniiiciontit 
Mpro^iEuda^ dc Jo^ iiuiiKif^ vet doiieruii. En una comput^pra cxHnibii jwdlu le un sut^ 

alrmH:cnfl la ^^snc fnictmnari^. jumo cms una p^nc cxpcmcnqial. 

En 1!^B5, ol Jnstiiiuic for EloctricaJ and Elcctconic Er^uiccn, IIlEiE (InitibM pan li^ 

clohk y (xirndkla; cn £)CnG^. tos rabrlcanics d« meiwcmpiitadom utjllMct e^toa «Ein- 
dtues ]»ra el hanLwaredc pufiu» floiJUM, Pbrt^eit^^k^d cofnroc^^ laft PC 

DilMitf itttiitpnieittidite de^^^ Btfaiwro Malt HiuMdo f¥td 

hif^o El priiTKr bii un inJitadar dt sijfins, dcnoE^dn Lnwfiii 1^ ^iguc uti cupoiiciite! iJe 
II biis, dcncunifudo caractcrtstlu y uiu fraeckki birMfia^de 52 hita^/« Uamida Jiwitt* 
ta, La bfl» pan el exponeate e$ 2. 

OMH iQ^^^i^^ 16 y lidpbE^ decihiAles^ podwira 

^upf^ner qtie un nunia:tf rcpre^t^ntadn en c^fie sh^^^'n tiene al nH^nna M cirra**! decimated dc> 
ptc^hii^n. [il enpunenle ik 1 1 drgit^it^ binuiiM priipurckm^ un mlervulo Ue j'^ - jj* 
2(H7, Sin eitlbugp^ et vm t^dmtso d« uifttirtipL poditivoa pam «l «pO£it^~% 
ma npnaieMb^^ lot n(lmen)i cw iNqpilh^ pcq^irta, ftjri^^ 

c^tct^ nQmcm;^ lamliifn !i^an rcprcTicaUblcA, sc ftila 1023 dc ME|(|mtiit^>l^ 
qvc cl inlerviilo del cxpoMnie e^ en redidad de -1023 a 1Q34. 
Ito abmaf ttpacki dc aLniaccAam^^ 

0 lootinE^ tm3Mtim^ 



Mmm\m p^uK'ijiUo jxjr dui tHii ios deiuKff 



tS^HMart/a. el stgQiente nOmi^^ iaili^^ iiteiHorVi 

0 lOaODOOCOll lOlLlOOlOOOOlJllllJllllLllliHinillUillHllHl lLlL, 

tEsto significa que nucsuu itiiiiacfa mlt^binji oti^^iiLBl represcota no sdio & 27,56640625, 
mem!. Je in j<|tiiisi:ieidi3pi^^ ft[«flditA|N)<M^^^ 

[3r?,5664062499*}W983:364.1 1 605997495 J5332 1 S9331054AS75, 
27.566«Xia5000pODJ776356lt3f>4002,s0464^778l066^ 

El mcnoF numera' pasiciva noniudizado que puede icprcsentane tiene ccn» en 
partes, excepto ea el bil dei ntiemo derecbo (donde tiene ud ij y ea equiviJente a 

i^itei . (1 4 2 '''J) -"10-^, 
y eJ maj^or ueojf uo oero al pfincinio uguido uoos; es tiquivabuite a 

y, por lo general, igualan a ceiD. Loi nijineros mayom qufl2*^*^'H^'^3^P^^ 
un ik^horclamicnto* y haccn que ^ detcnjjan Ics c^culos. 

ks. Para examjiiar cstoti problcniiui. ^upondicroo^, paA miyor ckiidad, que \^Mjioai» 
nidiq^lm &e rvpresentan en I2. lorrnq <le punio flaiaiUfrJiitdmci/ nortahliiidi 

±M^.*j^^ 10^ 1 ^ d, ^ 9, 3r fl* ft 

Material pmiogi£^ par d^^ha^ de ayior 



20 CAltTHtp 1 ^ JigitbHri^^ 

La runni dc ^dith ridiaAte de ^« que deruntajuos/Z^jj se obijcfK tenmiiftiiAdo Lii rnuui» dc > 

Ait. a] redoncJear, si 4^^+ 1 - >ufn£inrw I a pan nblener « decir. vdondfiftnas ha- 
fia arriba, d^^^ < S, sLmpletsente tmcicimD* todo unpfto Idr primcros k dfjgjUMi: u£, n- 
do*id*amoi hecia sbcjf. Si d ndondm «■ hteEfc tlvja, eaianoet 6^ - pom cpdii i « 
], . ^ Siaembar^ kn iSgiioi fodtitn ^m^ti el inloadw ts budit mSbti^ 

Puntp que k jcxU cUhl M de wtuIIq iJKiQaal de ir ea li iDnna de piuilo nobinic Jic ir cgn 
: lit ittnnaw'i^ csfrn Cf ' 

Ef oror q[iu iradCif- i^liliiw w rrfmctci pw-n fiMhf 4^ 'puiittt!|ltf|it^ 
ndudH trapomrii » detcnniiud per irunomiii^ntcto rodaBdH)^)^^i^^ 

Mateiial pi aiegido por tioi achos cle autor 
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gror vmcdiK) de absoliit^vj. Cofflo ufla mcdidi dc la pnccisi6n, cl cm>r absoluio 

pucdc 11c VBT i iCOiirij&ioMTi, Linlu que cl cirur i^lativo trkifi ii'ig:niri4:aijvOp puct loitui 
^ cufiR^ il tilttifiQ dd valtf. It 

U i^iguienrc ricnnk-iAn uli]i/a el emir nibtil(«i,f^^ 
cjtivas dc fvt!ci!ii4>n para una jipmxLEDaci6ii, 

ipl * 



piira divcrsos valorcs dc la mfniin^ cota superior de Ip ^ p*^ L qtw iq idewte 
lj7 - jt^ L ctumdo jP* coincide wn p tmi^ Qu^fro dfm sifnificvUvifl^ 



p 1 


iki i^. 10 






mix jp - p*| 




2.3 





X iO-* 



Como</, 0. viilor mttikaoMdminaaitdoe MM 0,1. Bllat:iMoatmjpai0f:Mmaa^ 
tuAtt* En coniiKuciKUt 



fvr tj I t.T I u i j :•■ u u^ijiuc i; i,! u i t,'i: Mos dc fl UJOf 



Dt mantrz •i\ruilaI^ uni roiu fiiini el Errur lEJiUvq^Jliijpr Ji.«riit(t)<lKj|j^^ 

dc LucJuvicrCiiiicB, iiimiji mj&Liu sjantid^J lic puincw dccinHk^ (fc iEU(|uiiia fcpiO' 
HDlir«»Uiiiiodc }« iomapt \0A, IJ. [U lOly UO. 0« bA^dnt#4N^^]Aqt' 
l0«^tltt*VDU. ItcttttiiM da BdliMifaFUiiil»il« at^^ 

^^depii de b Rpruuladdn imprarkn de lo4 DLjiTKroa, £■ aritnKilica nralizdila en urn 

ib^CC^n nEimcni finiiln dc i;;ifF;j&. 
compuljidan. i]isiru£;i::i6ti Je Msipb^ 

>eval £ ^ aval f x ^ "^v^l Hy) ^ j- 

tjL^cu^ii^n rtc La ariUi^tHrn dc truiHrumtcn^jn a I cifrasi tiiS^ riji jci] ^ rrLtiii<^4i|M|--ic^ 
piimo 0 un prKGduniralc). En d cJcrckluN 27 ic ebtuJln c^le j^lcin^ 



pptwdHd 




Vtalor ren] 


Bifttir nlHnluta 








JtMl 


aiSHJ ?t ID-* 




























t,VT 


a,i7P ^ in-' 





Cocng cl mAJtiimj ?rrc3r relaU^y puRi JiL% aperatiune^ del cjemplo i ts 0267 x 1 0 Mj 

tajinbi£r tenemos ntimeroi w = 0.7N25 1 . v = SS765.y y = U.l 1 1 ] M x IO-^ <Jc rno- 
(loquc//(tf) = 0.71425 X nf.fiyn = 0^8765 x lO-^y/jfu-) = 0 lllll x 10 \ iEW-^ 
mm c&Los Duincrui pdra ilustr^ silguntM pnjblcirui& que pucdcn puu Ja iinimclk& 

En la labia 1 .3. J S w prsxlucc un crrdf ahM^hiK^ |>c4ucn<>. pcro mo ciruf irlaiivn i^^n- 
de* La divisitSD pusicriof en^re d ndmcro pcqucon ir u la muliiplicacidii par d aumcro 



I- ; ici; l I ii^h . 

















0.5^2»i X 10' 


0465 


0 136 


tjr e v> » L" 








li. 1 




0,93765 X 10? 


D,98766 X 10* 


aj6i X 10'' 


0J6J X 10 * 



celdCiOn ik Cifra^ h^g^i^Cilliva^ dchiJn d Id iznia. dc numcms caH igualcs. Suponjjitf^^^jliiiii^ 
ndiuQcw cwi ipN^e* JT y >, con J« > liett^ 

J 

El tlun^cru punm Jlt^^nif ulili^ado para rcpicscnur x U^nc £i lo sumo ^ - p ciffb^ 
significQftvis. Sm embnq^^ en la mayor parte de las dispo&Llivo^ <ic cilcuJo iLj^-y 
A.^\^nniin k dfimii^ d£ tooiki que Im ^tima^ p m ^ulbuM o «drlja ulgtudm nl mxM. Ei 
todos los cUculos pcMferiores con .t - v se icndrd el problcma dt contor mn - p dfipl! 

££te vmnenm il dividir e^^rre un mSmero cm migiiilud ptiqttiSirt^iift^ t<umk ^^viilfinfi^ 
dl nuillipUcar por un numcro cmi niagniiud grandc). Suponga. pi^r ej^ifiplE). qoe el nCvne- 
z ticiic li apipiijuacliift am un ni!^^ fmito dc cifms $ + 4 doDde d sm S giifjg^ [wr 



Materia] pi-Dt^gida par^49Q^'cj«Faiit9^ 



Asf. el enar absoluto en ^ta 

que b ctsCa sc ttaliu c.x}n una tritm^iioi ^i^itilfQ^^pri^'jij^j^^ 9 1 qiatni 

k sfifiHuiDackkL cb ciwifti cifrai d« r. Coiiio 

Si Jic lUA el iruncainicnio para oblcner Li& cubItq glTras^ Lb ttproxijuucioiiea dt oiattu 

I f - I - QjtW Ol f 

■ at^ - ^ ' , — —rr — - 0.375, 



la que tumbif ik ptodtitt sdio ikM i|ii^> ,^Edi£6ll. p 

ic la rcfonnulacidti del problciTuit conn mueiilra «a el Ki^uieuee ejcmjiio. 
EJEIHPLO 5 Lii fi5iftiihjJa cuadr&tiei cuiablAH r^ua Lac i^J&e* de + Jbtr + c ^ U. euofidd % ftdA 



(1.1) 



^.^r^MiJjam _ -OO4O0Q 
2.000 " 2.000 

luutuUi aptcjuoiACLda a.i, - ().0I6] I. con ct errcrrdjiUypijmode 

1-0.0161] + 0.02000 [ 



1-0.01611' 



■ 



li 

Pan olMcncf un^ uj]rafiiin»Litki mi* prcciu con redoadoD ■ cualn> dftas pari sic 



-2.000 -2.000 
-2c 

CstM fbemi w udlisarf'fl J^-ts lut ndin^ begailvo. Sin enbuigQ, cd d «Jcm()1o 5, d too 
incuncLlo de «tu fdnntUn jj, no ^lu productrfa la man dc Ddrncrw cusl Igualet, tind 

biniicidD produce, 

fk -3r -:nOft -2.000 _ 

da pA\M ruullados para A^gurAniC dc que ci oorrect^} m coticcptu ahtnuELiu cad no jiu* 



3 It 



2t capHulo t • Pnmmtf^^*^^^ 

Em^: /i4Jl} - I01.4S71 1 1 - + 15,071 + 14 

Trcif citros (imntHiniiCTiio): ^14,71} - uio-i. - i H j + + I J - -13.S; 

T>C4 ciffds inodoiidooJiL /(4.7JJ ^ ((105. I3.*5,) + 111) + 1.3 - -13A 



-14263699 I 



^ 0,03^ pan Quoctonlcnlo 



-14,2631159+14.3 



ni ;)rHtl.iiiiiciitu ncdujo ci errdr fslattvo p^ni apAiAiitMcfkt pcir inirKumicTtUi i tntnob de 

cvalu^iun, putu c%Ia [■omm ininimi/a el nuj»cn> i: jlculoa arimWtiixH;. 1^ iJi»ni1niK-l(Vii del 
cnor HI d ejemplo b %6 debt « la icducciOn de !<» c^cutoi, de cuitro niuJlipltcaciotbCk y t»t 



CpNJ|UISflPPgEJERIC]C[QS U 



(VfiJit.Titji i:'ui»,ijKJC' i,luit,'i:Mos.d6.HiJtOr 



ff. p = f^*p*-= 22000 t /r= ]JOQ 

t DflsrmLnc cL raa^cv intervaJci cm q\3c debt cstar j?* pom Bgm;iLirmr p con im error ivinJEhv^ 
i |& vumo^ lO pu^ i^hla ^^Lof d£ p. 

3l Supurh£^ que ctcbc ajwncxJn'iar i p cdq un cnxirnlQlrva a Enmd 10 '^. D^lermpne ^"1 ni^- 
^jpiHj inE^E^Ch^n q\Mi ALbc c^m p* parfl codi vilof dc/v^ 

a. 150 bL 900 t. 15EI0 90 

nuiEiHD EL tm. dfnis j- ftiik oui iwia ariCmiLiCs FC^JcirifSen n 5r*i cift^ (t^) Cal^^uLe toi. trrO' 
4 I , 4 1 

- i^T I T 

5u ClAfi una BirliiYMEEka do ti^nJorkk-D e Ism cifras pam Ide sjgukntc!^ c^culos. Cakult f nor ab- 
!^i\M\iy y ^[ ^n\r mMva E^rt t[ ^^i:^ GJ^to d^L^nnLjWBdQ a [wj Ja ftkucks cirKO- cifr^ji. 

L 133 cm > 133"04» 

■ fc t)2l -O.J27)- il9 d. fLZl - tLflj -{1.327 

— i ■ 



2£ - S.4 M 



(f)-(f) 



8^ l^tJl^l ^ 



II RcpLti d cjcficuiD 5 mcdiafilt uhei arilm^lka dc lniTi«niienKii ^ cnuEm *;'itwas. 



lOl El ntinicn] f sc pacdc dcFi nir oomOi ^ = JI^-q < I /fl l">i donde it! ™ 'rtii— I ) ■ ■ ' 2-1 patra n i* 
£ly 0! t. Caleulcd error abuduEo y cl error relidvo cn liu^ sj^uknEe^t-aprtHxirniidon^dc 



: , J COS J — sera JI 
ff — senjT 

Cflktik ICm ^l. 

k Use una arilmilirt d* rtdumJeo n cvjuo cLfrai *\'aliMf /(O. I f- 

b ^raifi^ai:^ cadj^ fumd^ UigofioiD^ca por t-criccr pofcinornkj dc M^ii^imTi y ^^tia d 
llfidsci^h]- 

d. El vfllur rrai ^s/tO-i 5 - ~ l-9^9999S_ "fetcnnirac cl ctttht leljLivD pura valLmcs 
icraidoa en Liti!^ (6> ^ Cc). 



hi Um? uru uilmetictL rednnJeo ■ ^itm pin cvbJuu- 1 ). 
miim «fi [us iiKiMJ« (i) y (bK 

1 J ^ ^ J ^ ' i . '23 I ^ 

— — —'1 + — - 0 bk - A* * jf - - - 0 

a 4 fl * 4 > 

c. n 01 1 f 1 1 1 1 1 1 1 omiooi lOOpmoooocMn^^ 
-itoiiem 4iMlo«M 

m ptmrnut que Mnfru fdrtntHtn too «igcbB<laMMliite wjri^im^ 

[ncjor ) pur qud? 

II. U pulinviiiHt Ttykit tic gtttiu a pm /Cx) U'/IT). Use tl imliiMMnio de Tk^yUw 

iiiiu ilii 1^ iimHwiiii rail iiibj ilh iili iiiifiililiii ii|^ii[niitii 



Material iy.uK-Qkiv pc)t dortusiios d& AUKyr 



l.Z trmts rfr whai^ y fifHmftite rfe ant conpvtod^ 
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■tiiiibkjr^ jw = — ^ Lbrmprc que d ^ ft 
«■! ^ » fnb^ 

/l 

ctFcts. 

a. I_l3(lj- &-*Wh = 14.20 h. l.QIZx - 6.D99_v = 14U 

t B.I1CU+ 12/2^^ = -0}>70 d, -lli.l It h- lU iy = -0.1376 

Jl^ Rfi^ili cl ejcnciirkt J9 immi 1114 vvun^ ]n lAe inmc^Lini^u £ ^^tiaanj eifiru- 

fix) = I 014^": - 4.Mf^- 3.llf^ + 12.2^ - LW. 

Ik Use inu ariUn^^M de ncdosKko a mc^ chfns, c™ cL supuctfco de qyc -^^ - 4.62 y d hc- 
ctn df que ir^ = ir'J" pom rvaJuar/-! U3> sc^d Id dxlo ni incjsn 4aa. 

&HS/1|IJS3J= -7.61- 

Hr S«a F/.:c> poliiK^fniio dc Mxlaarin ds fr^do n pan [j ftmd^ anrj? tan^iic:. iricd.ic»dt 
Mapte CDD 75 dfi£& df^inuk^ dtunDinc tl v^ly tk n ntcc^o part ^raxLnfL&r « ikfiif^P 

- 4'-(i}-.(T)] - -.(D-.l^) 



S 0.5 X 10^^ 



dcscfibc d duukid dc fonn^ p^ra cLc^lr ua iubcaijufiiQ dc k ubjciDt cn im CQfijLAfa ocu at 
dcm^jiiiK- 

iL Sapon^ que Ddmrns dcdmaJe^ de miqaina tknen ti forma 

iCwSI el ™>w vj!li.T dc m pflra cl que mcrK-icnt? Nrwinii?l 1" ^ 1. pywti culoiliFW 



Material protegido 




e autor 



Demncslre que [ tambii^A » piude calcular conu) 



]i MHckkn y una arilm^llci 6e EruncamimlCh a oiaifv cLrras pan cdlmlar el 
US. SCi/€ C[A W Wtt filil'^ dtrivada eltirit irfl ia. h). SupODfiiqiUe *e FVtlliiAFiS ji/cn % 



if x*0 tb«i 0 

^ f then f i r 

x2i -avai£ Ctiruac(x*lQ'' t Ji lE-Qi U le-tS t r 



^hK U& driu del lab^Qtninnti denim N cfiw <l6 jmc^^ k l£y del |#] iduL 




1- J* ^ 0 00653 J - 2 



1.3 AI|9'ttirno£y<»nv[ef|^^f^ 

rclai^itmadas con s^ric^a tie c^lculos. Un AlgiarllmD cs un procfdiinieitto que deMn'ibep sin 
ambit^iicdwlcs. Ma vrir fining dc pd^os a n^iZArm un urdtn cspccffico. tl obj«to del al- 
gqritniQ es pcwi ai priptica Ufi prpcedimiCTlo parn resolve up pfioWOTia o apmiiinaiie a 

UsonriDos un scndi^cddieD paradcscribir loi algorilmDs. E^te scudocMLgo c&pc^Lfic? 
1% fqnil^ to ea por pfiQfiqft(:ioiMr y la fonna de Ja salida cieseada. Ko con iodo« Ips 
|9etMl«^^ $alidi] uiifif^uri^ pan una fsf|i£adte 

dfle^rlo, indcp^^hlicnlc dc Id t&:nii;d nunl^ca, puu cViLUr di^iftfl^^ 
Ea Id& a]gaiitiiiQ^ &e das &inibQlps: dc |n^U3C]^ 

L*& Wiifii^ se lifiiB fta*b^^ 
una Golfi cntidad. 

Los t^cQicas dc tomiad6a cicb$ en los olj^ofitiaos; aoh controladu por un coau- 

Pm i * 1^2, .^.pif 

' I ■ I ^ ill ■ i ■ ■ ■ riiiJ j-ukjjjg 

Los pastis en \o% algontrrKK siguen la^ reglas de la cousmiccidn eitrvcluradn de pro- 
j^iituut, M» bunos organ i^iulu dc iTRxio que hayi pocas diik'ullatliK para iraducir el (/m- 

iJEiitH^^ 1011^^ itpaii^ inn 



EHTRADA A. Ji,, ^jf^ 
S^^CA St/Wil^ Vllijc, 

Jp4£ :?vat " 1. 2 Niaga 

ftisa J SALIDA 
PAilAR. 

y d valor dc In 1.5 cnn who dfjU;|it(i^ljfpi^.^:^ 

|lal^-l»j^Cl5>| <^i&^ 

sin usar c1 idnnino del residuu cn cl pvliituinic dc T;i}^lor. En Iuk CunjOsi dc tdkulo 
afvendimot que si ^"^^i um seric litcnuuil? cop liinitc A cuyn tenmocw dismiiuiyai 

' HHirtjfiHl d^'jSy''^' ly^&il H P JtntfeBitSt idMfe 



SALIDAtV); 

WfiS^ 

Laenlradd dc nue!>lro pn^hld^rmi j ^ 1.5, TOt ^ 10"* > Ul vez W = 15. E?ita dccci<^n 
de M proponrjapa ucui cota superiar pira cl numcrq dc cikulds que csuosofi dijpuesUu l. 

dc imponcr sobrc un algoritrno csi que (;^aJnbi^5 pcqucffcos en Ids djics iiiicLaJc& pruduz- 
CAn atSM ^xsm Ipft icsjilmck^ fifiAl^ Un oigodtiiiQ que utk£e^a »ta pro- 

Tacierizaremo^ Ils propiedadci de ir^ubllidad de I<v^ ilgontmm siefiipre que iwa pc^ible. 
Fara Qpndniiar cuie$tm aoilUii del crecimicnlo dc loa eirurei de E^dondco y 

de n Dpcr^ioneii suce^^ JUAi;d^ 

pij^i dc uperadoncff Mi4:csivas. Si CnE^ dundt: C « Liiui consianle ihdependicmc dc 
qilpiKcU se dice que d cjwijnkDU) del error ImeiiL Si ^ ^jC^f^pm A^SjiM C > 1^ 
iQtbDCH d tandmktiiD del deKxoini ■ 

MomialiWTllc cs incvitabJc cl cTOciEni-ciiLCh timral del crmr cuajidb C y soa 
pe^ieACKji^^^j^ |p general wn afep^blefi Kh [csuiudos. For otm I^q, hay que evjtar el 
e*i^iiia^ tmur, pii^et tlocniM crew incluso par* wlwe« <feii rtk- 

Ti\^inuiMrffiqui6eoA. EiitP conduce ifli^i^^ impDrtird tiiiiiltoiie 

£^ En cansA:iif ikcld, uii nlgohuno i^xhibtf un trn^cimiciito llnctJ del cnxjf C5 e^stdblo, 
pem m asf un gjgoriuno con creciniknlo cxponencial del erE«.^ tV£a$e la fi^gura Ll3> de 

/^-if pars R - 2, 



JO 



. ■' ^ ■■ ' ■t i r r r 1 I 



Ittwiuladleiac, 1,0000 -OJ2S0OX IO-\ Aiilqucla.itiKCj^ {^p^j^S^e' 




Material protegido por detechos cEs autof 



1*1 AyminKii <BfliiqgpMdV 
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* 


0.1 iim i( 


o.iiui X icp 


^ X 10 ' 




QJ70(W K 10-' 


037^ ¥ 10-' 


I X iO-' 








9 X lO--* 




0.37660 K JO 1 


0,4115: X 10 * 


8X10 




DJiJOO K JO 


0,13717 xjr^ 






-&,26«y3 X JO-1 




7 X 


1 


-0,92873X1©-! 


0.15242 X 10^' 





Si « I y /^i ~ In.*! i:uit^taiiU:.» cn c\Xn ocuaci^n ac Couvitllf Ji cii C| ' I y ' 
(k tnodo que p« ^ J - ^n. Coa uoa uitraflica dc redomka 1 dnco cifirat » dblien^ f| *^ 



■0 ' 
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aioooo X 10* 


«tooe9 X ]Q* 
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*aZ33»4 X la' 


-11.23333 X Jl}i 


4 X m-i 




HyOQOO X lot 








-0,.ViW7 X KJi 




0 


if: 


-QAiU* X lUi 







Los fftirkK dri cm»t fKtr itiJoiliko ie pucdi'n K^iucir modiBulc ittiii uitmAka de or- 



decir. con«cr¥iir ln;^ vuEiifv^ uii^lmu v nhfnamocn ciula piy^n)^ tic mudoqijc^ uE llnsl^ ^b- 
icmrmnH un jTiCnr^iiln que ^onljcne 4il valcKr real. Deiuifodun^ujiimj^iiEc, riiCCC^il^^ un 
. intcr^-ulcF moy pcLfLJcilN] para U.T13 c^^ccucidn r^Tfin^tc. 

Pk^^„^Cn f|ui? liKan cPTi fneciLcncia [as t^cniciis iiersTivan relacionattfis con Stuw^ioni^'s, 

rupiclez a la que (Kiirrc 3a wnv^^ncia cuan Jo N>e m^a l^ijfiica niu]neTiL-4i. En i^cn^oal, 
[{uiM^imi^i ijui.- Is L&^nitj] cDr^vL'T^i-rbc mliH sTapidrt puNihtL!. ?i\z uk3 I j. Hi^iirnlc f]Tii- 
■ci(5n para ccunparar rflzcme^ de wmvcrigcJHHa dc varws nnJlodoi:. 

0efini04n 1,1$ Sup^^nja que ^ ^™ succHiAn cijyo valur lie cnnvcr^^cracia c% «ro y quc {o^it-i 

cunvcr^c a m JiAmcro a. Si c^istc un^ con$4:^itL" pcn^hjva 1^ 4) tie 

. £AJkiii€i:\ ulcciinns ^M {a^}"^-! cunvcc^c a a cdn r-apjdcz. dc convrrj-cncia. ^-^C^^.!- EhEs ck- 
' pnc?;ii^n ic tec '^O majdacLJii dc Se iiulica ■cKcrihicndn = a -\- f^^J^l. M. 

AutKiiM! Uk d^ntliciAfl I.IR pctilliw contp^rilr {it^JJ,] ton una hUcjcsji^d arbilmriii 

pura al^un niimcrt? p > Ql Pot Jq ^DEivLt se licnc inCcc^s eh cI muj^or valur tic p (il que 
EJEMPIO 4 Sftpon^ que, pom u ^ I. 



B + i 



ft* ' 



macnlra cnJs-UhLa 1.7. 



l^md 1.7 



J* 
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) 
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4.00001} 


0.62500 


CIL44444 


0,1 wan 


U.IMOO 

o.owooo 




0.36327 



I „| W + I fl + fl .1 



k-ol= 



J* + 3 FT + 



MatGTial protegitfo por derechos de auLor 



ii^^ ■ $7 

cull cQimg^iiiifi'rt^ g 
Ofifittift^ lml9 Suptn^. 4ju^ Gih) 0 y ivAj^., ■ /^^l! ~ ii. Si cjuiite una coiiiituiic ppbiLivn K tail 

hxr lo ciMifil^ la» tundmef que usaitiw pan la ecan^pHraclte tleneit l|i,l^ti^ 

pvs Alsdn ni^mcfv ^ (JiJ ^nire ecru > A. lin cojiMCUfingu; 

ftTAh + ^/j* - I +0<*4 
is^A + towfCtjifi A ta Uitkiie. 1, caai tan lipulo «oq» 



CONJUtfTODEEJERCICIOS \3 

h L Cmi dnl[EH:lic4i dc IfunL^niLiP^liii -if tre^ ^ifrJi^ calculi It fMIM HSi ^ ^i^i" Uulkc pUfM^ 

b F.sfriht un AlgnriiRu para Mitin±r M ^rie finita , en wJett iftwrw*. 

Material pujb ykk. ;]Mr df^fEjchos d« aaor 



n 



» I in I 

■ *-^Pi 2p - I 



■jH .Irtj^- Jij'-^IS J ti jJ-j-- • % M jaff lb • A^m* -^-tt^ J-^ - — -u — '-n. ■ ■ f ri'Vf 1 ■ ' -l' I 'l r"t f lii" I' il' "kiiri ■ ' * ^ ii M' fr^ ■ :J^-<i^V 'Bl 

jI-.jt (B eviWa Ifl strie pari cl eii-|^ gjc^p^j^:;^^ 
& iii^litt^^ pan cii^Apr V K Fuadft jEtcdudr d« i% KSquidM * 4 «euii ^ - mao . 



Km 



\ jf / It ■>-* 

sen ".^ _ 1 - CBi-JI 

i bni — — !■ 1 It lira ^ 

ft ft 



un AlgotiEmo jMit eyaluar par medio de tuu mukipUucidfi aokkda. 

In n^;x^^^ i^fvli'jpiiiiiU medunite li tdmdm 



Material prot!?gidg por dmochofi aulor 



m 



A^f^rici^i cl mkmhm ]7)^dchii> tie k E>C^i^^ 

TiX L Siiporlsa qitt 0 < « < y ipH ft^ * It i^l^; f'Jii DcflHWIiM^ qMc ' a + OOi"^. 
fab Coiiffiniyt UM tddLooa 1^ Id tOQy lOOS; 

y Dfialictr Iji-yBiflwS^^ (iiatti.jife^ f^^ wsmmfs W !^ ^^ 

fab . fflliK^^ h\ k^yk^ pKtMmliS^ D, ] , O.OI > U.CXI I « y ui*^ 

Itiai-lii-^iMiidoiHt ea--]^^ 

DemiK^ltr Hjuc li y infn{a, ciiruticek i:u4irkk» ^ cichiJc ji i.^ro. 

pBtkukr iqiKllJi cuyos pdtiln o GKunii fMin aideiudeii en li Ksmu dc [uu apjfll tOfl- 

i^vit qud ef lemilLkk) 4iet inci^] (il H mil ptcdHi que cl del Inci^ OvK? 
d. iPKff i)ii< ? I m vuH^nJkN del int:i^ (h) v oMiCfie mk rtpido que d del ih<L^^ (^)? 
b H Qbi^iuw hI y»ai Li luttujoridB ^ini^i fy J«l d$ svvl f im. cfllculif . 

llw Uwlciiindllkt I + j + j+{ + -'d[vatfl-pc«lam**^ 1 + ^ j- — + 1 - 

Jk <] v^l^vr iw ::dci<i-rT>in.vkk de Dlf 1 &a m M^kjpmm ctimSmM iMititi^n |)ffi^|iit % 
tM 1 meiHH de 10 dc y. 



divponihlc^ cn divcr^asi formuii. Er t^Tf libro incluimus l^s prograina^ cscriEos ca C, FOft-^ 
TRAN. Maple, Malhcjn:ilic3, NTATI j^B y Pas^^^l cnn l-nv cual^^v puvden soLuciiHurh^. 

mkj^ia^pmt^^li^ prGi{i!(e?n^ que nN^stetiMlw^ 

grumas dc pmpthito ^rsp^nfu o. Vsamm csic t^nnino para distlnguLriQ.s dc liys disponiblc^ 
en la^ biblLotecas f^ubniiiiukfl imtfmitjjCai. Xo^ pgflgwaCT W estw jc llunA? 
run pfvt/i(VH/ti jfiir^i, 

dc !o« pmfmmas de pfOfkVsilo general fclo^ ofrpcen mMioFi para n? dixir Ids eirores 
huidos a] rcdcmdco dc la LJismpuLadura y al dcsburdamicrtto Lanlo dc la caparjdad minima 
como nwcijna. lainbien de^ben cl int^alo de oUTHlas qw conducira a iviultados con 
cktiQ ciive] d« sKuctib^. Cmm f$t» ton cvwieriii^cii de^secidm de iiid^uifi^ 

p:u^ucL(^-v dc prvlpo^iL1:] fi^^tural usan parbmetras quf dpescnben iM^^ptOi^^ 
flotante de la c^mp^tadfi^^ utlli74da par? r^aLi^^r los calculn^k. 

Para iliiJilrar algima,! diTaxncia^ cnlic: lusi [sugraina^ intluidu^ cn un p^ucl? dc pn>- 

CiMi fl Sft Cailcpla to ncprma ^uclidlana dc tin vreKir \ ^ (i,, v., kJ^ tie dinicn^^i^: 

U iilidnu.lia una mc^^^ Itura la distucta del woiorx i] vet^ A^Fof c^fi^il}^ 

a - 1;? * i;^ + 1^ #,tr?^ + r Vl^. 

V^'Aini')*, un ulj^(]ritmo del tipoquc prcscnlaninKH; para cMc pnjl>}rm<ii. HI itl^r^himt.) rtn 
li^dc paramctro:! qu« depcndan de ta sidc|^UDa pj gBxantw dc pnxaKna. pm) dan^ ref ull«- 



progruma podrfa no d^r Lii pnccJ^if^n sullcicnie por variji^ m^c^ncs- Hi:^ t:jc:mplL\ 3a mEigni- 
luii dt^ uLgiir^tVk riiEln^roN po^riiM ^^er demasjaito jnde o (V!i:)uefl^ para poder repfi^'^t'miirsc 
CUD pmfis^a^ra en ^Mt!uia di- punlu ll^tl^nle di= b CE)^piilidd^n~il. AdL-ni^K, Qfdcn y^ual dc 

d^l SHL>fth¥iinf iz-DmuEi [XM^n u nu ser I3 ni4y ukciiujiJii p^riL l"L prorlnlL'mii. Ljn cuL-NEir^nt^N 

d^ propimilu ^cncriiL. -Ciin frL-cuciK'j^^ t^^La^ prci^r-iunLU \x utili/iin Lt-MibO- huhf-iiti^niinsiN pil- 
n rcNuLvcr prc^hlcm^N- muy^^n:^, tk- mcMju que dtbcn ijiLXFfporaF ounLruk-N quL- nos^^LrjH nO 

Ccin-^idirrciTHiN iihuriL un j.l];LinEnHj piira uii pDugranl:) d^ s^oflWOir^ cte pfV9p6^i[Ch 

jc, Ad vmur e^ti^. dL^nir-(H di-t r4Lri^.o dc In in^uiiiiiH pen) tdo asf 4;u£Hitndi> del cciiiipfnncnr' 
Ic, EZiitu pufde ucuiTir uu^ndu Lilj-'un l.r^ I tn^ Un pLt|[iR"nu Ljue .c," cjum^ un jtiitxl^sl^iiidiLniiCrillo 
■ p Duandu-aljjdn \ e\ [iin uriuiLlt ^k\t Ay iiljsi: un di^s^bordumaL-cilu. Tiinlbi^]! pci^bNe qLie 
U>dDck 11^^ drminL^K cs4Cn dcntn^ dL'L rjngo I j. iniituEru^ pi^r\j ^U[r huys un dt^bbuixLuntaiLO 
pur 111 suiiui ik-l ^u:Ldr;LLJi> dc una dc t^nnijiDcb a 1^ iiuma rwj^n L'4ikutu?d[]. 

<!ujTH^ LdN cnEcrioH dL- cT^^jL'EiEud dirpirFukii de b c'LKmpuCLujLio uLhli/4id] puni ne^li^-Oir k^S- 
c jlculub, 4^1 Liil];uriEmu ineurpiirj jlijunob purdrdirtru-N dirp^iidkirnl^N dts Isi iiadnjilLn^M. SyjX^I- 
L|ut: t\1iinH.is EmJhujiiJido en un? cuinpuljidiuni l|ipn4^lk'^ ^on bj^it: lU. E:c>n r ^ 4 cifrd!^ dc 
preciKidn^ un trjipii^neiiLe mi'niinju tmm. y un r3i|hineiitc nLdxlmc? ^tndx. I^tiEohc-cn cl c^mjun- 
dc nuubemi dc punlu floLunle ^n cbtu inilqumu ^onsude 0 1/ dc luu niumLl:rvN Jcf Ij hmi^ 

di>Jidc ii/j^yyO^/jTS"? pmn f ^ = "2- . . f . y dctTade emAf s f ^ f^jvrdjc, C&tiL& 
' TOiirietioEiCft implican que crl ndmw^Rs positjvo mii pciinciiL> rfpfc>4cnlattn en cs^Ji mSquiJi!* 
Ci iJr = lO**"'. df nuhJd l|uc t^uiilquier numera v-ultuEydn jr cnn|jl< pfL^v^itll un 
KuhdL-!stxirdLiiTiiciil4] y quL^ .v ne ij"Uiile a eL-ru. HI mavor numcro puuilivu A = 
{I - I (J y cuiilquiLT nuaiicro ca]L'u1:ido .¥ ton |t] > A produLT- un tk^btsTdiuiiicn' 

t^OL Cu jndu huy ^ubdcsbiirdjiidenLii^ cl prognhm^ LunLLnuii que tiuya unu pcnJidfi ^ij^nj- 
fiCdLcv-a dc £x4i£:ljlijd. &h iu^iuri; un dc^tK^rdumienlu. fulbr^ cl pnN^riunu . 

El Lil^DfiEinu NupUnc- qjue tm -LMjnL'LcrfMk'as punlu fliiCanlc de la n1^L|uiiuL s« dt^^ii- 
b^a ntcdiLiDlc Kb pLiriifielrLh jV, .t, y. K, ^' cl numcru- nuiK.Lmo dc d^ilEu que pucdtn 
imnurPGn b1 nurnus fi2 ^Itwm dc pnfciMAn. Hsio Mgnili^qiic cl alj^firiimo Ic^tnrii dtr calcu- 
br l:i narma (Ic un \ww 1 =(.r^. jfjrr,. . x^y ><fflfi si a ^ /V. Pjj^ rcsol^^rr d pmMcinu do 
lut^cidxvdamientPHJcstN^rdaiTiicnlc, Ins ndnfieros m mio^ punia Hc^ante sc Aspwiti en 
trc!i gmpoNj ]e^^ niL&mtr4^}; .t dd pt^i^na m^^i^iEtid. 4jiic -&au^r±ictn n < | j | 31; lob iii&me>- 
tUS jf de TllOiiJnilud nicdij. dbnd^ >' ^ |x| < K v Ion numcrus t dc |nkn n'lUigrutud, dundc 
1^ ^ |;r I . LOH parJirrlt-Eruai v y cligcn de imOdLK t|uc na sk.- prc^nEcn prottemub dc Mib- 
deshf^Fdunuenio-d^slnordihniiciiKi ^il suiinu- 10& hiimero^ d^ nftiL2{rtiEud mcdbna y ck-varLtiK al 
cp^rado. A I elcvar al tUi^driidi^ h'lti n^lnwrcT^ d^ pv^]iu:-fli± m^gnicuiJ i^k-d^ cK-urTir un ^u-M^k- 
b^ird^unltnto, pof |o cusil >«s usiJi mi f^n-if s>icai^^r S naucho mayssf lilh^ I, t-s* mod^s {iU)" 
cvtu c| HLihdcKhiirdiiiiikT^tL^ m^^iK run hqj^q Al s«rrw y cJcvjh- il n^F^ k>4 ndnw- 
' puN dc gran ma^nilud ^ pucdc Icn^r un dcKtmrd^n^icniLV rnodo que -on ei^tc CAW U^a 
un fucaor dc e.tciila muchn menc^rqiw J p^^ra piir:bnci/4ifqil* C^^rl- "Pi> pw-oCjM* un dtl:j^lxirdi- 
piicnio d l: jk- jliiTlo int^orixjwta en rniu .^um4k, nun tiuiindft ficnerc pRsl^lcmas.. 

ftirn irviLur ]un camhlci* de cscgib in««^irioi, >■ y ctlgen de iiwrfii que el intcr- 
viib tk^ niLTiicrdH dc jnjLynimd jncdia Hca lo iwAs amplio pnsihtc. El jqguienle algotltmo o 
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UM tiiodLfic4^idri del detisSta^iilBro^, p. 471], £ma iacoipm un prooedbmeiiu^inri 
camt^LAf 1a cmjuJa dc las CDmponcnlc^ del vcvK^r qu: lifnt-n magniuu] pequd^ hasln en- 
cunirar ima compoiicatc cic m^DiLud mcdiuna^ Luc£P« jjivictlq U c&Cila de ftuoia, 
AHlSfrior y ^ (HMjioiiiteW^ y sumanila ddmofti pequefkK y uifsd^m^lS^ 

ii encfwuirar una compcHutiie dc giwi meigniiud, tJm v^ q\K ^parccc f si^^ d atsorftmy 
£^!»cjJa hi !>uma anttric^ y ^ precede a tambtar In qscal?, etcvjr ai ciiadiKli? y ^unw T<74 
r^timcRis reKUintcii. Siipon$ qm &1 psuar df Iuqp mlmtOT^ pe^ucAo^ a Ips pwJiajiOf ^ lOQb dA-;. 
wros pcquffloft dp gsquladw ttwataiQ ingriyiificKniri CTwmpainiddiiPWikwiri^^ io4^ 
lliaifmL Da manera ^^initlar. al paaar de ndiMmi madiafaa* a jimfat^ kw iidantfmi irtatemflc 
no r^zEndo^ ^mt hiuignificantcfi onrri]^iirTicfDA con numcm; gr^ndcft. A^fr hay que dcgyx 
Ids paramdius dc c&4:abimiciil0 dc itipda que kf^ n^EBsm^ oauladm ligLtaliidM t 

Er e] iJ^odUiM) » lUiUfU 1^ twdcm para iiidk^ Jas div^rm^f ctupifs *kl praccM> 
-jk flniHu--&^ %ni^^iw el La BANDERA I n I 

ha^ta qiMG aparez^a un CDdipofioiler^i^^ tiani^rormi m Jti 

BANDERA 2 ci 0 nnicnUai se sunien numcTDS pcqueHos, 3C convicrtc crn I al cnconlrar ua 
mlmcry medians pen- primerd ve/ y vu£Jve i ^ (1 aJ q^areccr uti niimem graiiik. Li BAN* 
DERA 3 ^ igual a 0 «l pdncipio y ^ voti^ifs^^ m I fwenih Aparew tfft odmn) pMiute 
px^piio^^ d paw 3 iMnfaiAi 1^^^^ la bioden UECHC^^^^^^^ 

EtIfffifiM M m, S, > )f A, rt, jfj.ji^^. .-. jr^. 
SALIDA SORAfA f> un rnens^jt peninenle de emor. 

PuM I Si q ^ 0 tntix>ci!& SAUDA ('El^ejitno a debc berpmiuvo'.); 

PARAIL 

BANl>EBA3 - Oi 

1 = 1+1 
HECHQ = 1 



i = i + \ 

6U > n enifwipcs ^r^t^bleaca \VttfitA ^ i$UMAi^^^i 
jnelfoii del algurLtrnd ^Z, 5^ > y / fuem» «lej!icla!» en [Biw W, pL 471] coiiki- 



■'Mtfioi^j^iZt- ' 



pn?p6^tQ i^crfl] para c] aiLHisL;; numfrico. La ma^r parte eLc JwphnVfiK software fuo' 

que Ib computadiHii At turiiorio u hi vueico butante pcdeima. ditpodie tit riuflwue. 
juun^ca E:giinija pata Isu curapaioduRiA penunalety eklacionH ii!ib>qjcL La niit^ar|ni^- 

Eh L^*?! (WR] prrvfn^^ iJjiuno^ |mKnJ<Fitifnla& Cn ALGOL par? el C^lcub de itiatricCii. 
Lut!y4^ u par\ii de un pn^urle de iiLbniCiiLiis de HOktKAN bdidcLif fid las pCOttdiihiCiliKM 



l^jieiMw^ [Sm^ B) y f^]. Uut ^tibnitianf en FOldltAN^^^ u^^m part* caicniar \uh2t^ri y 
veclu^e^ caracicrfHtitos parj una amplia v^jicdad dt: mairice^. El pri>^ecii> T\ IS PACK fue 
t\ piinier paqu^e dc ^fiwjrc dumiixioo a gran e^c Jli e;Miav0 di^|K^ 
itio pdblteti y fw la^ifb de miicliM psqueteg pcntefkiii 

UNPAC K C5 un psiquclv Jl' ^ubrntinsi^ de FORTRAN pura ^allziir y revolver siste- 
iHri^dc cLUdCiOdC^ lincalf !^ y pmtikm4& Uncdl-CAik: mlniitnAoiddr-aiic^s. La di»i umcnuicidii 

irnr^>dum<5n p;iw a paso a UNPACK. EISF^CK y BIAS{ |i<li«Wi^ttt^ 

li^fiKHE cn un p^]p,ieie^iifilil^^^ ^ rccHtructuid^iim logWiitt^ 

yor t^fi^ic'iiuk tcim pny^tsnAvrc^ vecloriales y n(n>^ niultiprocesjKlor^s de jilln rendiniiento 
u tic mtniarLa ct^iripaftid^. LATACK ic ^p]i6 ca prcifundidad y en b vmion 3.0, 

fft^wrt^ cn PORTRAK. SDimiAN^, C C+ + y JAVA, PDtnit>yi)9i^ C y JAVA wS- 
lo 4:sLjin di^ptln^blc^ t^^ima mleriaccs dc Irnguaje a (nduccionc^ dc: biMiotcci!^ cn FOR- 
1 RAN dc LAPACK El paquctc BLAS no forma pan* LAPACK. pero el cndiga c*e 
BLAS dtiEnbuj^f ten LA PACK. EJ U:JCCo LAPACK (-^erx Guidtr, lerter^ eiiddn (Aflj 
iki di^ponUrte tii S[AMoMlftip://www.ncll^^ 

lUbtiml.gtNv, ncilibnr^esircti ail.cuin. ohUpr/^tt^ww.neililmrK/lapmrk. 

Existen <Am po^uein de docnimo publicQ que iirvea lesolver cwitm tipoi de 

por nwdla 6t 

mefuajc ^iKiigT a Algima d)9 lu dguknleft <foecc ione^ : neiU^ 
bre^arcti.fHt.cttfriH iicilihoml.g^w, rKillbnEin: nooT>rElihdrjd.c^.mif\* L>Jii.au u Id dirvLTitVi 
UMcp uunc!i!ro7iCarvh!nclJib, Coinu iJLcjn^Liva a ncUibn pui^c u-var XrHztiib para bu^i- 

i^Phiribt/titm H.un^ NeiliK de Dn^gsr^p Romin y Wwic fDRWl 

titos p4Qucic^ son rtiuv cficuct-^, cxacio:^ y tonfuablc^i. Adema^, ^ b;in pr^itiadRi 
lorma txhiiu^iiv^ y iu diKumeiiuicKm ficil ttnuiiiltar. Aumjtic t^lo^ pcy^jfiifnai s^oa 
pOnJoufi^ <ei=i)OciiO' invcsagor su CDti^iiitiDiiiaAii ccHi la iiiB^iaiii^ iccr %son ^itvtmWumfa 
todn le ducunenlacion. Lo^ pru^nimas verifican c^fii loda^ las c:onl 
qut p4Klii4in pr^KlnciremntN y t'^illj^. Al Hii d£ qidk ei^tulo^n^ 
poquete^ i^eeuado:^ dc prop6sil& I 

Por ]□ gcjicniL su CDnlcnido ^c bu.sa cn paqiM^^ft ^''ti^^ 
^yie^ teunicas para casi cualquier llpi? de prcjblcma. 

[M5l,(dcl mg}a MalhcniuliLtd Si^llwaieUbftr^^biMiiXccBsmtcfMC 

Mdibi^^^ iMi^adiiicis y nudfstka) incTtiye bihlkplecaj MATH, ^AT y SPUN 
nijiienijHctf^ niinnerhcas. e^iAdiMits i" funcioiie^ cspctJi^'f ^ flnllisi?^ numcriuo, rc^pccii- 
Viirn^nlc- E$UA biblkvi^a^ conlicncn mA^ de 900 aubnmiui di^lcxubU^ DrLg;LilalEtied(lc 
w FORTRAN 77 y ilKva en C+ +, FOKITLANfO^ JAVA. Cm c)A»^iillf^^ tttsoel- 
Ven \m pnMmm miU cDcmmes dc aniliiiA iiitiiiiEl^ 1970l IMSL iiiNjdthrir^ eo li 
primers hibltolec^ cientillca de gran eiurala para laii ^ii|ieframpLiLadDra3 imiunfrtim^y D^'i' 
dv cnlufius, las biblkMeca^ c^iisKk^ di^punibtes pofa akbtcnma^ de i.^i{>uio que v^^k^de 
las wpenxmif}Uted<^ bftwi rompuudof p«mw0|<^^ 6siai piudM adquiiiJstfMM- 



dc rclcrtrPiciLi. INiSL tniiTitncn iiiftDdnt pAm ssijitcm;!^ Ijncrii<lc^ fln^li'iis Jc ^i'itfmai 

icfKiilu, tmufornudajt, ecuadonei no ljiKale», nfXizriixKi6a > dpmcionm MniCBS 
PEidtricce! y ^^ctorc*. La biblioLcca coniicrK OLdcmd* mucKaA niiina-^ -de c^TjuliMica. 

Rl NiiiTKTiL al Algonthii'^rpnuipfNArTl HirKl^cii 1970, en ReiiH] Unnl<*. NAG^fn;- 
ce 111^ dt 1000 iubniUnoA en una L^iblioiwa dc 1 VITI JIAN TT^Mtta de 400 subrtitin^u^ cn 
tm l»iblk>i««i ea C md^^ AM) stibniti nii«W«i^^^^ de n^Ell^HW'^trrttfe^^ 
tojii numddjCa de pblETRAN VUM pui a nifiquinm ei^ por^ldo y camulK dc c^lil ioncs de 
[rubyjoo computiKlwLN ptfrsunnLs. L'li tiul^onjunlo dc bil^liolccacn ^^^KTRAN 77 iln 
NAG FuumlnlkiiCi Litimryj di^poniblc pani <rompu<aduiuij pti^^lt^ y e^jiaiicf^ 

1lUy^M|i| ofinKfi^ muchns d^ mi^mu mtina^ l;i bf^lMe»H)RTRAN. Et imnutl 
del u«^u;ini^ ik NAH incUivi! ii]^tnjLvi(?nt^ y ejempkKk, junto con una naridji mucslra ptUDi 
codd una dk^ ruiin^^. L^i^ c^i una imfodut^cidn Afil para lu lytuas NAO^ La bibnotecn 

nufn^lrio^ ^ mjuum ^dimilur a ks IMSL^ IJnndiiite 1p^^ milnu de eni^jidf^Ejca 
y uEi Donjiinto d.? iijiirfl^ gr^Hcas.. biblifiiccji [Hirtle orsmfWRj cn Ntirrteric^il AIjeo- 
Tithm:i Qr^P' ''^-^ ^^^^ ^^"^'^ ^^^^ Dvwncr^ Gn^t, IL 6tiS 1 5-5702, i^uci di- 

Im pwtiviC9 tM.S 1 . y AO df idliHlm p«rm Iw m^u nuf t inor;, djMi^M « En^e ^ 
nienn que desein Il44in^i o^i f^mgninm la^ ijubnj!i!i4^?f IKiRl RAN dc Aha alidad 
derUitidc Unprpgnunji. dwunicnt^ci^ que incLuy^n 1w jivqucie^ ccmfn^iiiks eiLplica 
^ flirdiFi^ 9C necuhi p«rw usar las lutlnBi d£ kl^|3^;o^^ Loi itigtitefU^ 

im p^qMoii de tdmrt aw imbknite^ iiidk^^ Al acdiqt^l^ 

(C pttigranur dclilip del knguajc dc 3UA inAlnicciojic^. 

MATLAfr^ 1idwilmk> d« fralrlc» que wginiJiiicititt prugr^da ^ FOR- 
TRAN pijhU^ ihiSiiH p^ir Ckvti MolifT {Mol. El hihtsmtdrk) se bu^a MJbfff SQ^ 
bFutin4}^ l:(Sl'ACK y UNPACK, «Aiin(|uc m: han intdqMrodu funtiqcics eomo yistcirvaj 
Jineoich, liiti;:graci6n nunWri^a, ira2jdafe& cdblOG^ ajusic de cufvati, dptimi^^ lon, ccud^ 

J»<ii C y » « nuambladv. y la VL^iiildili^ p<non*l f«4iiL«i?t iiH 

cf^pfYice^ador rtum^rict?. 1^ e^mii^ium biy.k"i i:m>.hle en Kal^/^r ^^liCLoiieh L\>n[ malri- 
como dclcnnirw vdOTCii c;miu:lcri>lico4 dc una. nullriK incioducida dcf d^ iu Jinca 
de IhMnitttoiiei & ti^^riw ^^tftorM m^iiiii^ luiiidtf ^ ^ ctf tei 

podcrwo ai^EciTu ^ulwvidtatt ^uc rc^utm tnuy liiit p^iru lu cnseflMn^B dc Algi:hrj Uncol 
uplicndsL. M ATI .AH t^KiA tn e! iWrtilHo d<?M(k y puctk BidqiiirirH? c*i IT^c M.iiili\Vnrl;i, 
Inc, Ctxhiiu^tc hiisw, 2-1 ftinw Park Wrj, Noli^K^ MA U176Uk La diretviOn dc vonro 
riectr&nJco dt' ^ Moth titfoni^ y U i^teddo tn IrterM et 

ilUpJ/www.fnalKwt^r^s i.H>in. □ w>ft'A'iiit! ifc MATLAB wtl disefbido pani ejccufar^c en 
iQUchA^ romput^Do-ifi. incluycTDdo conipuladom^ pcr^nnalcs compalibilc^ cnn IBMp, 
AKM.K MiM^iiiUMh y hs cMswitjntn dc ir^h^jc} SUN. vcrviiVn de MAn^B paiH el cstlu* 
dliBlifto reqiuien ud cofivDctiiadDr pm lo maiii ciio <im CAlf ^iffE^iititei, 

Rl !vcgundo paquclf GAl?SS^ uti ^i^lema malcniiliw y c^liidf-illm pfotiiicictn pot 
Lee E. Edicrw>n y Samuel D. Jcincs cfi 19SS. E*til c^xlilicjda en lr^5i:t]-Mc cii^iiinhljiKir y 
se bua «d HISPAjCK y LINPACIC Comp en el ca^ d^ MAI LAU, djspiPito ^ micgr^i^, 



quiring en A|H«h SysiemA* IWi, 23804 Mp iGpwM^**^ Bp«lr Ml^T*B^ TO 

i 9S0 por The Symhulic CuMpiiliMllT Glt>up [k k UniycniiLbd dc Wiilcrlon. Fi di&ciiu 
del -lisiern* Maple origin^tS prc^^nin fti el ulSeyki 4t B-W, Dipf, K O. Gedjcte^p W.M, 
Ga3ilEak:iL y CH^ Guonct [CCiGljj. Maijplc csiii t:ii cl mcrcado d»dc 198$ )^ ^ ^xu^^ii^ 
^ iiVii^^ Inc., 57 im «C2. dii^^i^ ik cwr^ 

electf6nka dc Waterloo Maple es inrocnaplebofr.coiTi y tl dlAccida en Intemd es 
hl(p:/Avww.maplesnft.mn] Maple f Mi e Hzritn en C y Liene la capackLid manejar la in^ 
fonuiicu^ dc j^;idCr^ smil^^lu^ lo cual pcnuite aI ii5uar>E> obtcncr icspucAtas cxicla^ Cd 
^It^'iitg^ Maple ^ puidett tdMpner tispiic^ api rtA te ^ 

itttfEn^iticp^ comer ktt^rdtet ccuadoMci <Mfondakft y wbAas^ Wsditk Coniiene uu 
^Mn^tlETB dc prpprOnlBcidn y pcrmilE guAndar Icxto t \usXiu£cias^ ArchivDS dc hoja 

vdk^m^^f^. LuegiD^ esU£ hcgas de traln^ «e pucden ialrocUicir en tA^t y ejectitair i ns« 

rih tiil>ajo. se eljgi<) a Mipte«oiiu tboipije: pin«i^ 

^ijttrucciuncs dc Muplc. 

Existed muchos poqucici que puedoa ser cataloj^doi como paqueies de lupscakiF 
ladaei pun nnqiutadonu petioule^ Stn fltirb«i^ Htu na ddsn cMAuntirie cwi vt 
loftwtue de prnprt^ito g^nf ra| nuftiiliiiu^ oqut SI rated time uiter^K «n alguno de cilM 
l^ueief, deix l«r Snpf JT«/™/flfarj m rtt FCpor B. Simon y R M. Wilson |SWJ, 

Pardi oibcenef m^^ inform^hc^da JKicjira del softwm y U$ bibliatcca$ dte safiwijne coa- 
«£ne1«^ libra dc Cody y Wiil|f^:;r ixiftia«i ^ iidbil»d^)Mii 

ters [txtl ^^y inl^ infonnALiAn acen:a del cilcukodc punio llulante. 

Al^unw llbiw dedj^adoii il la aplica? idn de l^nk^i. numdricaa en c^puladunt^ 



Material p/otcgidQ po^ dcrL^oivjs du aulor 



Soluciones de 
ecuaciones 
de una variable 



fL crfdmlffitci de uda pflbladAn numeram puede EnoddarK 
dunntc pciiodos brevu, can &6U juponcr que isa crKi cofi?tAnte< 
mtnle can d tlempa h una imsM. que r& prapcurkin^l nl nunHni de 
hjibftantes que txbt^n tn e« Qempfk Si deno^dmo* eon Mi} la can- 
tld jd de h^hlianiH en e] tlempo i y con X d tndlce can^timtc de na- 
talMddi iM. pablndda satkfut la ecunelfdn dtferencUl 



La SfducLdn de cstn «:uaci6n cs N(t) « N^^t donde denota ta po- 
btad6ii inidil. 




M liter iel p^olisglda par d^ro^chi^ de miQt 



Eitt DiDdclQi exponndil n vdlido sifilu cuundo Ib pahlaclAo k 

tfrior jji ^ pcnnitc tfii InmlEFKKfi c« una Iftva comlunlt Ik «uu- 
ri^Sn tlifEiwdjil i|uc rise la utuacj^n uiri 



Sup^np^iw que dcrta pphbci^ li«n? InidaliTHnte ud ml^n 
habiliintK, quf 435 (HH> dt iniidfErjiii hactq |a comiinldid du- 
nnlG (I primer aiVo y que 1 564 QOO se enniiftttriui tn dia al nmd del 
sfhi 1. SI quxmrniM detcrmlnar la naMMdad <J* Kb) poblfld6n. dttw- 
mos drLf rmtaiar X «d 1i ccuaddn. 

Los m^todoi num^rlcM qu« » Iralan #n esie ctpiElulo sirtxn pkifa 
Dbkitct upraiimuciniKs u Ibl^ snlurifiiEi^ He e^e f ipo dc (CUIcloncSp 
?uii]i4a no posible vbtenrr mpu^as eucta^ eoa mf lodtHi iif^^ 
brnlcw. Its cJ i?|c9Ticin 10 rin la Minl^n con^ldtri tfl iolucl^n 

dt tilp pn'phlrma purikuLir. 



2.1 El m^oda d« bisecddn 

En e^tc capftuin c^tudbiicmaN tinn Jc ios prii4!)lcni:L-i hfUhcn^ Jc ]:i apri'PX.tm^ciAn num^rlcd: 
cl pmhiema ite /ij b\isiftit£tiA il^ rti£ca, CofiKiH4£ c^hic^fUT unn fiJd'::, i> fu^tuci^. dc Uiva 
c^uaci^n dp la frwim /(jt^ = C) pari una fu!ici6n dad^/ (Al iiiimCTO Jf SC la ll^^ma (aPtl^iSfl 
crnf tk./.^ El iirobE^ma de encoatrur unit dpn)xijamui!:in a lik rufz de unjt eciiiH:i6i> r^iTiuii- 
ta p4]r 1g mcno^ ul iinn 1 7CX} a.C. L^rui [ablii CLUirtfnrm^ qiic pcrGcnccc a 1:1 Y-iilc Bshylnnian 
Ci>11(cdrtn, y qtic duca l:sic pcriodn. da un niSmcfCN ^esagesimul ["hin^ cquiv^enlc a 
I.41J222 ^ortiu iipfOXLtmjLiiPrt ii nfSulLULdo qu(! liciitf una [WifcLsidrt di: hasHa 10 ^. Esia 
:i|iFu.^LmjciDgi sc pyirdf dclcrminiir mctlLanEif uiui [^"nica dcHrriUi cl cjcEcicju 19 dc Ja 
»«Wn 2-2. 

La pnincrs 4£ci>ic^L. que h^ss en «l iMrenuL del viilor i nlermedii>. se ccuioce cion e! 
nr^nibrc dt' m^lHMlo de ifi^mrJtin u cfar b^ucda blnarii. Supon^Oinics ctue/ uiiu run- 
diiti cunijjiufL dullniJLi ea cl jnccrvfiLo |4^, b\ whfu^)yji,ij) de Ki^nos dif^rDni^.^. De LM:uet> 
du cuii el lecnma del vitlHjr iiii4mnediQ, enisle un niilmeif»^ en: (ip. Id qui^ /(j?) >= 0. Si 
bicn E!l priKJcdLmieiUjo s& Eifiticii duniL£de exL^ia mijtdti una mbc en el bierv^do ta^ M, put 
zcincs iin hiTnpJkidLMj sLi|^iu!in^ i:|uC lu f^Z dc ihite itflkrV^liJ Gnkru. El nti^OiJu rcfqd^ 
rc divJdtr varioj; vctic^ a la miuid \c% HubinlcrviLlos dr [tr, cn cada pa^o, loc^li^ar h mU 
Uid que crmljcnip a 

Material protEgitfo por dErr&chas cfe auLor 



1,1 If m^iodo tff bf^tQOn 



Para empezaf. supangamo!; que (7| ~ ay = ft. y /p^ el punki medid de (^J, h]: es 

hi " u, a, + fir 

Si = 0, enloncts p = de no &-if, oiionces /(j?,) liene rl misnia signo qiie/frt| ) 
im!" If lie se describe en el 2, 1 ( Vtfa-s-e fig- 2, 1 L 



Ftgura2.1 




2.1 



Pdra ubienrr uru Miluuii^n a/(ir> =■ 0 duil^A runL-i^n/conlirLua rn cl iiil^rvalD [a, hl^ dim- 
dc fia} y fib} ikncn signo^ cpuei^tos: 

ENTRADA cxiicmos b; lolcifiUijCLa nuiDcrGi muiiDQ d£ jldraAjkHics 
5 ALI DA Miluc i6n jiproiiLi mada p d tricrL^hiJc de eitDf p 
f flja 1 Twiie i ^ I ; 

Pwe J Tonw p - ii + (ft - u)/2: iCak uft p^.} 
FP^fipl 

M liter iel p^otidglda par dprsi^hi^ de iiiiim 



CAPtTJLO Z • Sotudoms tie ecaadona dt una vbtni^ 



Posif 4 Si jFP = 0 o (ft - (f )/2 < TOL tnimte^ 

SALIDA [pi't {{'rtxrdiHtKnlti tcrmimido sati^acUtrinmftue,) 
PARAR. 

PiHo S To«ie J - >+ i . 

FA » FP 
si no tomtb ™ 

7 SALIDA VU mctndo frAca:i^ Jc^pu^ de jVg, ileracioneE. AT^ " 
PARAR. 



A continuuidn ctescfibinMncH otroa pracblijiiieifiui:; pMO ituii pui±ili:3i aplicJinic cn 
cl pasa 4 clcL ii]j;urilniu 3.1 As. i:iulI4|u icn de ia:^ Ijjciik'JLS ittMnlJvaK que sc riiludiiii cn csle 

C;apf[iiLo. F^cjf^rtlptO', ^kccLOM^ una [dUfninciji e > G ^ gencTE /i^ huila 4]iic v ui^ 

Iliirii^B unu de lii^iirnm cundiciunes: 

Por tjcrtifNlOfc extsiefl: su^^esionesi (PullJ-c frfopitdad de que laji [ILfiirencbs ~ Tn-i 
ii47iivcrgcn 41 1'^rO, nll-enirua L^utf Id ssiiMTc^idft dnvdrj;^ (t.'^R'jciu iS). Tunibi^j? pu^jbU: 4ju$ 
fip^) ccrfiuiu u Dtrru. micntfiLy que dificn: !^Lj;nLfica[ivL|Fn£nLe de. p {yi^fiC c) cjcrch- 
do 14) En cw ck que oo sc t™Kvzcan/c* dcHiyua^Jtya (2.2> n cl mejor crilwjo de 

■ pare al qyc pucdc recurri™, yi qm vcriTica cl crrar rchl^-o. 

Cuiando m gi^ncrun ap/oxim^on^ por medio de la ccmpumdotra, convkiic fijv tl 
n^mcfo mh^iu^ dc iccniti«iics que cfccMwdn: a-n^ sc c^ iuiirii intFoctPcir un ciclfl infink 
to^ posLbilidad que pucdc prcficnl^arsc cuandj^ la MictsiAfi divciige iy Eambifn cuanctoeL pro- 

: ^wmni no Aiiid eLKjifiCfido CiwmHajnefili;). E^o ^ hfku Cfi lal p^so 2 d<^9 ut^uriuna 1. U Jun- 
dc HC cjUnhlccid la franicn inkwi A^^, y cl imw^imicnio ticrmiimha si i > 

ObHCf^'csc que p^rA iniciar cl algoritrm dc tfi^ccciAnn h^y que cnccvjitr-iir un. InicrvalQ 

. |hh ft], mo4^ ctwe/Crf) < Or En ead* panflp ]« longiiud ctel intervsJc qy« sfllw qu 
£ortli£tsc un an dc/^ redLjce fmtor dc 2^ pof tnnio, convjenc eAco^er un Lniervah> 
L^icial ft] lo mifir pequcflo posible. Por ejcjnplo, Eif(x) ^ 2x^ - ^ x ~ I, enion&ei 

/(-4>-/fi*)<0 y /(O)/(l)<0. 

de [mnen qm el atgorilmo de hiiecci^ piicda e^mplrarfic en una dc ]o» micrvjlo« 4] 
d [U, 1 1. AJ cciiKrn/,iir tl algofUmi) dc hiNCCcl^in cn [0. 1 ] y m> i.'^ [-4, 4), la LamJdidi 4t 
' ilcracituicg nccc^as parn alganzar dcicntiijii*dzi c^Jdililud diHrnLnuirl cn, 3. 



Malerial prote^gido por derschos de aulor 
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EJEMPLO 1 U 6cuKi6A fix) - + - tG - 0 licnc uw M (1, Zl yt. que - -5 y 
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1.367 ]tj75 


1.3A523437S 


ULUOa072 
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|t t^fttftitifridito seri cwiMU il nicfips en emtio disiioi iiantflcatiypi. El yikr conttitp 

P que 1» HiifQKiiinaci6n Twai PihIv'vkvi mponcr ciio » verdad ya qw < 
I > ll^iO ao j^aioB verificvio si do conwcmot U itsjpiiuu v«nlider& ■ 

convcnicntcfi Iinpurt:ini«ft, cumo el Ue converter leiiiAiDente: ikcir, /V puede volv<cn< 
muy ifutdi! antes qiie jp - jr^i Ma batlanta iMqueOQ^ e iiudvmidiuiMaie podcmot dete* 
<^i)artuefi« AproxiiiUKlilSb Ihttrraedto;^^^^ tkmUlnpcN^ pwpfdki'iStt: 

tkmpre convei]^ en mat Kim6a por lol mz6fi, a ancnudo ■bi4^FK":b)*(te1v^>^ 

Material piUK-OKJO por CkfrotllvJ^ JiJ oinor 



If, - I * J - V " "jT^ 

hdjhuilieitfe adblar que d teocemi 2.t dt aidlo una pota del OForde^iQKtiuddii: 
3^ que ^Ut ixiede }«r eiitrcmaclaineiile ota^fipmksi^^-^^^ 

Ei^UtFilltj^ defH^aill&tlt k concid^d dc ilciackxiCi iKCcaaria& pant re&olvtf /(x) * x' 4# ^ 
J 0 = 0 cnn una encactiiud dp. 10"^ por nmUo d« 4i| - 1 y dc b| = 2 htj^q^vxeoimmm 

Para dctenninar ff uaaicrnn? logaritmofi. Aunquc se podnan usar logaritnios de cual- 
qiura- baae, uiiliiaieitM^ kt& NuiC LU, porque la tiflerancii e!!ti dada como una poteocia 

Material p/ott:aido po* tlcirtKilioi do iiulor 



O^nrieiiQ VBOisiar que el andl^d i i$E^«mr no 4a. Toi& que iiot ooui del Httmno de hoBdsr* 



iJt'iiit^'f^ el mfiodo dc biseoddaa supone que Loa 

c^lculofi w nealijcaii en una ari lni^tica cnn una innnidajd de dfgitcK, A I iplicanse el m^todo 
CD una cdiDpaiMora, tuy que imiiar en cucnia ion cFcctuii dc Um cmxcs^or tttkuidai. Pot 

L* primcrii ccuacjdn agrcga una pcquciU corKCidQ, (^^^^ - aJfZ, al yal«' cojipci^ 0^ 
- &^ estil cerm de !• prvd^ m&duii U niiquiiw. eaoi diii^^i^t^ 1^<^I^.: 
tEMT on cirar, pen l«te no ifiectmf;! dc msuhrra signifiisiiiva el Mtlor [;a)cuUtdu de p^. 
embai^n, cuando — ti^ csli ixrca dc U pftciiii^n niixitiu dc k lu^uina. e% p(K.ibi|E 
\(f^ ti^ts^ ui) pDniti medio que ui Mttuiera en el intervals L^,. 

^^^t^ llfuilt pan itetentiinir cuti iubiiflerwaiD 6& la,. cuntlMirM: 



(-1, sj^<t>. 



p«nt ciKoiilriir 



94 



- -^r + 4r + 4 » 0 cn i^wiu Inlcn'alo. 

I -1 -11 k 1^21 r- (2,31 d. [-1.01 

ctyi [r' - 23 - r- - 0 un |fl 5 . I J|. 
7. ApJiquc ci mi^lwlo dc bjicccldp pan enoinitriir salucioiKi rjidfliu ikntm tk 10'^ pan ij- 
guknlcii pni^tilciiuu. 
«. T - 2 ^ = 0 0 ^ J * I 

c. 2j to^^^lI> - C( + t)^ - S pwi -3 S Ji S -2 > pATO ^ I ^ J s 0 

d. f w^ji - Ir^ 4 ] - 0 pnC^.l^^^O.a y pm \2^x^hl 

i-i6n Un %t^i\wnl€S inler^ulGi? 

I, fefl jfl - U + 2} U * II J U ^ l)^ U 2X tA tiiJU ccro dc /ecmvcnic ct milmla dc bliwc- 
£fadfl cfl kri KlpicnEtH intcr%:al£3!l? 

L 1-3, IS] b. (-2.i.J| L l-l.TS. LSI J* f-l.ll-7S| 

)(lp Encueiitrp una ifprnAinnA^khd n conrcia cmt ymv nc^EzlLEiid dc 10 ' umuhIo c| il^nnimD dc 

hUotcirtn. |.!fijj^rjYini -ki: i:EHi!iidfny /i.£} - J.| 
J ]. LEKUcntnr una apro^imdci^ tt ircnvcu en 10"^ par inedjo del Bl|oriliTH> de tH^«cci^. 
1Z< U*F cl tcfareiiii 2. 1 pan ct^ncr uni c«ta del lidmcii& itcrut3<wics qiiie mjuicrcn pmi 
con/jir una apfTJiuTMwiAn um ^^£i\tMd dc 10"^ A Ifl MKlucWr; de + J - 4 » 0 que ic cn- 
cucnEra cn r\ inirrvoJu j E. 4|. (IhEirniEU una apmnimAcLfin 6c la raJz cun ciEe prwdb dc cjiaclitiid. 

U. U« el WJPcitia 2 I P'^ra ci^rtcncj' mij lutii dtl nUniem dc ttcfocKiflcs que tt^mm^ [wpi *l- 
cflnur una iiproiimKi6fi con uni cmielUmJ dc ID"* a Ia KttufCKVfi dc - x - I « Oquc *c cn- 
CLHntni «n cl in^rvaki 2]. Ohtifii^a unu fipro3iinm-i^n la inf/ t:im f^l£ gndo dc c^JiA^tlluJ. 

14, So* /U3 - ii - U"^ - I. > i', = I + 1^" Dcmuciinc que \f{pj\ < 10 ' HCTHfini qw 
n > I, pciv que I y> - f < 10"^ rcqukrc que n > I0O&- 

15. Sen {^.J la Mice^i^n dcfmida por;i^ - ^ ]- DcniiiE%[fc que (jP^) div^C iufl tuaJado Ittl^ ^ 
<r. - I'. 1^ - ^ 

li. La ruiKri(5n 4icnnida por fin) * icti m ti^nc ccrm cn lodoi Im cntcmi. Mucili^ que {:uaniio 

-l<d<il>y2<fr<3, el ni^Eudit di; hl4<^CL1^ cii^hcrnc a 

iOl, 4i a + ft<2 b^2, i< a + *>2 cl. *i -i+i^-J 
17. Un aNifvaiknj dc km^ilud^ L l]cnc uni Kcci6n Enn^^^vrMil tn furma dc i^cmklrLiuIn i:cn nJKi r 

{ Vi£M b (i^un JiiiwiiiL> C^JAJida »c lien a de a^ua huiia una disiEuhciA ifc dck purtc lupcdor, d 

VHiUflKii V'dc ijfua c> 

V - 1 10.3 IF - aicficiriWil - *ffi - 




liETDdidin de punOi jrja 



«i d abcmAdcm Imia 0.01 pici. 
18^ Uaa putkula parte del ccptHO sobiE tin plana inclioada murannt. ca^fa ii\^via caiaba caa 



AJ fiiui de r K;gundiH4 1> [K»ki6n drl tibjclt? cHi 4bda pas 



Sif]!intfi que ]j ludPimlH k dc^iu^ l.T pir& en I ^ £wwi4f7. cmi una cxacIiIihI lie 10 I4 




Z2 IteradAn de pimto fijo 

Us pimfD tyQ-de UtU fund^n jif un numrru ^ pai^ rl cuzl = En rb^ Rcrcirtin rs- 
tuJiarcanus cl |nT7b1c?iia dc cnomUar \m solLicicincs a ]m prublfinas dr puolo Hjo y la cq- 

p7i?t]|cFnas busqucd^ dc ritkci y loi de puD4o iijo ^ 4:l^jiei4±c(iiii'dcDiA; en r] 
i^ijruicnlf scDlidoc 

DmId UQ pfoblcma dc bu'urar una rnz fip} = On pcMlrmos defin-ir una /uncifSn g €on un 
punla fijo p dc dh-CTvai foonaj^; ptrr cjcmplm, como ylx) = J ~ /(jrJ o tomo ^'r) = 
JT + 3 fix). Pof el cofilrano, &i ]^ runddfL g tiene punco fijo en |r, cni^jncn. li fun- 
cifin dcHnida por/(xJ = i~ gixf titnc uji ccrm yi_ 

Aunqiic Ick pn}b!l«nai que quercmms Tc^\'cr liencn fnrmj dc buRquccta clc r^tcc^, 
I1 forma punio Eijo ^5 m4s f^il dc ^nalizar: slfuna^ opcif^r^s dc pumo rhjc^ 4m ^fj^n 
M l&cmc^ muy podi^r&^as dc buBqui^da dc raJccs. 

Lo primcro que dcbcmos hacw e?: arof^li^mbiwFWF a csle nuev^ Mpo dc pfTOhlctnip jr 
decidir cyindo una fimcidn lient un iHinlo fijo y idi&iki i>oik:iAOt^ aqxioximaf luoi pubiioi fi- 
jos con dcEerminadD ^rada de pfKiyioTi. 

EJEMPLO 1 La funeidai ^x} = — 2, para —2 ^ j S 3. licuc piuilos: fijos mjc = — lyciij=J^ 
' porquc 

^-1}=(-iJ^-2 = - I y i<2>=2^-2 = J.. m 
podeme^ ob«tvaA> en U figura 2.1i 



utor 



Mate rial prQt£>gidDp 



0- 




lil iiguienic teorenu coniiene &iJici«nle$cqncliciones pant ia cjiisitiii;ia y uni^kM dil 




Material piutOK^o por ctorijctKis euJor 



m 



que no « Ui; eaiuQH?^ dcbcri scf cirno que > a y que ^(ibl < A. La Iruuiofi ^ 

<i = h(p) = g^p)~P Implica que j^J - p. 
Il Sup^op ademfe que ^Jt<lyqHepy^H>o punco* fjos en J^Ih b] Tal qot 

CQ liil qw 

lA-ffI ^ Ij?(p)"«f^3l = ktal Ip-^l =^Alj>- flf < \p-q\, 

■ lo oial es una cdnciBdiDcidn- oantradion<!4) w del>e scd^meoui i It supc^jd^iiH 
^ 9- Ptir tanln, p = ^ y c] pualo fijo ea |a, ir] « toitx*. ■ * ■ 



mo sb$ahilo dfi 5 onirra en j - 0 y giO) = - j. Dc mAncia w^toga, el miximo abao- 
UilO d« f OCurre en x = ± 1 y lictic tl valor j< :!: 1) = Or Adraiis, g K CDlKliniJa y 



PtriiDU]. ; iatiRfw lod^ ]a« hipAle^^ del t«dmmlJ2 y licnc un punio Rjo dnico cn 
1-1. 11 

En c^B tjefflplDd uoim pinio (ijop en d imervab I- 1] j^uctte dewmiiidi^ aI- 
: f eliraii^ajTbciiDc. Si 

- I 

p=g{p\= — r — H poftaolo f^-3p-l'^n. 



1 



"tojCm], [Hif la f6nnukL cuadrfitica, Jmplka que ; 



t 



que g tamtncfi time un puEim (ijounko^ = j(3 + Vl3}ert el inicrvaki P,4l 
Sin ciRhar^ ^(4) = 5 y ^'(4) = | > 1, isJ que g DO £;ui^faiDc las hip6lc!ds dc3 tCQfC- 
ma 2n2 I 4] . E&lo dctnu^i^iri que c^u? tupDi»Ls son £uficLej!iftcs para garantizar um 
]hii^ Ejo Anicxv pOT fm ncccsaiiai (vease Fig. 2.4). 



MatG r i al proteg ido pti ■ ■ : hos de au 




CD [0, 1]. Plir iHTtU 




\g'{x)\ £ I en (€L 1), y no pu^e iitiliz:ir el [core ma 2.2 d4:!tc:rTtiiiiar 
Linicid^, Sin emhar^gq. g siQmpn: cii dE^crocknic y cn ]a figura 2 J 2ic obif4±r\'^ cla- 
nuncjiic cl punto Hjo ha de set dnico. ■ 

Para npi^ixiins^cl punsu fijo de una funciAn jp. eKogcmos una 4inro3tLinju: i6n inktal 
y gcncramo^ la ^uccsj<irt 0,^)7=0 hariendo = gip^^-i) pata cada Ji ;^ 1. Si la set-uenci* 
ccmv^fgc en J? y SI s cs continua. entuncci 

p = Ump^ = Mm ^(/i„_i> = f dim /Pp„,l -= i<P). 

y obtencmcK una jDliKrion con jt ^ ji^CA). EsLa tdcmca rtcibe tl nombre de tterfld^Ei de 
punto (y^ 0 Uerocldn fiint'lonaJ. Em procedimknia describe deiaJlMdamenur en el al- 
^Qtriiinp 2.2 y nmc^Ei^ g^aficamcnU! cn la Iiigiira2.6. 



Figura Z6 



_r 




3^ "= jrtJt) 



Pi /'i ^i* 



^1 -nStPlV* 




ALCORfTMO 

2-2 



Iteracr^in de punto fl]o 

Pam cbicncr una ^lucidn a p = f^{p) dada yna apm^im^idn iiiteial p^: 

ENTRADA apro^imari^in Lnicial p^i Loli^fancia TOIa niimcro nrnximo dc itcracioncs N^. 

SAUDA soIucIqd afNxixiinada p o mcnsajc! dc crm, 

Pasol Tt3rnei = L 

Ptoi? 2 Mientri* i s haga jasos 3-6. 

Paso 3 Tome = gip^J^ ( Catcule ,) 

ftasa 4 Si I p - I < TTOL tnioncCA 

SALJDA {p]i fFnHrediinii^nia ferminado saii^jfhctnriimenir}, 



M liter iel p^olisglda par d^ro^chi^ de miQt 




PARAR. 

Poso S Tome ^ P- {DffnQ Ji? nij-^i'^^ p^) 
Aaso- 7 SALUDA ( 'El m^iodo fratrasd despu^s de iifrarion^s A'^ ~\ f^^): 

PARAR. M 

El siguientc c}cniplo ilusJj^ la tunica Jc la ilcrajjiiSii funi^iorml, 

EJEMPLO 3 La ecuociAn + 4jr — 10 — 0 time una mfz dnica cn [I, 2|. Hay muchaii furmas par^ 
cnnvcrtirla cn la hwmm x = mcdianlf un ^iiriplc mantjo aljicbraico. For tjcmplo^ pai- 
rii irt>{c:nur la funci^n g que dc^^cribc en (c), podcTiw^ manejar la ^uacidn 4x^ — 

4 

y 

Para obtrncr una sclucit^n positiva^ ele^ Itimh g^ix) como sc muestiB aquf. Nci cs imporUui- 
le dcrivar \as fuminvKh que kc indican^ pern dchcmus verincar i{ihi eI punio fijo tie tada 
UDA sea rcalmente una wlucidn dc la ecuucidn w iginil + 4x^ - 10 ' 0. 



I* T- Ipfjt)- JT- 4^- 4je*+ 10 



X* + 4jJ - 10 



Ctm - 1 .5, la Uibia 2.2 prtiptjrciurki lo> re^uIi^itkHi tkl mdtcidti d< itemcidn de pufiia fi- 
ja para las cinco opcionc^ ds 

Us mix ftal ts 1.365230013, sefdn «sc senold cn e! ejemplo I de la secciAn 3.1, Al 
trompimtF \m n^^ullados del alxorilmo de bisccci6n que viencn cn el cjempto, ab^crvanicn 
que sc obtuvicron excelcnles resnliado^ con las opcioiw (c>p (d> y (c), ya que cl m^odo 
de biseccNin requiere 27 iteracione^ para ganuici/ar k cAacikud. Convicniu scflalarque [i 
DpciAn (a^ Dcasiona divcrgcnciii y que (b) se toma indeftnida potrquc cooElenc k miz cm- 
tlijda de un numcro nejaLivo. ■ 

Aun cuaiidc^ laa fumciorie^ de c^iie ejempio 5*on pmhiemaji de punio fljo para el mismo 
prohlema de bili^u^da de raf?-. difjcrcn amplEanKnic comci mfiEidus pan ai^xiniar la ^ 



Material protegitfo por d&rghchos cks aulof 
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luctdn 1 rsie lipo de pcubleniiu. Su pnif)6!iju> iliuilrtr k pregunui que est pi ton* 

El JttBlmte rijpiieiiic y «i coroluki not dm ilfuiiaf pliiu sotwe ki» [poeedinilii^ 

Ttpfwmq 2.3 fTeoiinia de punto f1}o) 

CXa^ifl ti4 ^ e [a, fr] {Mm todiij^#ljir.liK Adeniii «upot]|g(HtiDi que 

U'lJt) i £ Jt« pan bodaji^ c (o, 
Emun«^ punk tiuuHl^uitif ndnimi /i^ ^.l^i b]f l4 INCc^USn ddTinulii jtuf 

Dmostracifin El tiHveiTiA ^.2 implica que exisie fH)nt() fijo iimrd cn |o, ^J. Puefio que 
(murtiniu la, b] co ntlhUHi. Ui &MvciMdii ip^Y^^if i«^fine pmrit lutlii n £ 0 y jp, ^ [u. ^1 

di^ndc ^ e (tt. it). Al uplifor enln desiitualdtid iadiicLlvtineiiie st obtiein^ 

Material puj\,,-ijvx< dwochos cte auJor 



Mf^iH-l™ sap 

GAmfarAi J** ^1 jj i^m^tm^ iiu hipdicsisi del icjjn:™ k* wtasi dd error que supfjne iniliiar pani 



■n 

iSrii I 111 fjwtttTwnwlii^'jrt^^ en li.deiavfncMq dd ivgiaH 2^'^ 

■ ■ ■ 

^.Cttd crrcii die ]. En 4:1 -b[guitiil-e cjcmplLi, lEcoaiiiidcnimnui!^ Ila mfuxlusi de puniu Hp] dlfi^ 

Material protepdo por derechos da autor 



Jter«^.«fefu^ ^ 

> I para lo<l« ;i cn L 1« 2], Aunquc «l tcofcmo 23 do gafuiliza que cl nWtodo dcba fa- 
liar jun eat deccidQ ik ^« tampoco tenemcw na6o pl^ etpcnr una coAv«jeiKl|t 
Coiii^ ••#1015$ '"4x1*^. pddiuQ^ii^luej^ ai» iwipM f). 21 hi t], 2) y queii 

que iscMpio:^ itp" J . .^65 lull que 

Nullity ru/i^fi pwd i5sp>i;r:ir giw e>(c m^tCi#ii9inwS^ 

^itv) - - ^j<2( 10 - < 0 en 

uf que «« ««trict4iiwat« dixivcUnte «ii [ I, 2J. Sis cmboisoi, \s'jf,2} | 112, pot 
lo «util ta comttdtfii A< 1 lUl* en 21. Uh in«U«li md» cctvt de to. 

SLlLvs^jAn {p^l'.p. ooiTien,luntl[> wmyp^j » 1.5 nrvcla que h^asta conMclcrjir cl intrrVi' 
lo [li 1.51 cn vcz dc [I, 2J. Bn cm intcrvulu tigue ancndo ^n^l^d ij^Mtjf^(rt> < ^yJ^:y 

1 < ].:« - jf,[1.5) =;^,fti=;jf,(n- 1,5. 
llpl^A inda x€ demueslcEi que impca el iniervajo|J, J JJ ai »i ma- 

Id, «1 tnmiM23 cQormnit U coftv«i|^()ie3« (It U«ttd>y^ 
4. P»iaf4peH!(l.p(^4;+.J^^^^ 



I 



I V 11X4 + j)^ 

Lb cola cn to nugniiud flCr) mucbo tnenor que ta lie tojfe||iiliisHl:ij|«: 



COMlUNni PI ETERCtCIOS 



Material p&KHjkJc pof dortniiios d&AUKyr 



4j* ' + 4j - I 

]0-^paTi-tf^ - Ji^ - J =<Jcn |l. 5J.Ulillcc;3^ = t. 

I& ApJHlLifr \nk Hf^DDilkh ilCTJiiildlL ilc iltJDCd 1^ para bksKnniihjtT Llru (k>lw;i&H HWUl 4knUl3 iJc 

ii|ii4Tt<i itr\ lhtit«<«i^ put k>0nf 

be se ncqfiilfrc. 

ti L-iinil;idLi- 2-4 rw3 e^cinuir lit dj'i^cUu M ibfra^-nnn^s tirt^-^K^^^^ ^un ttk^^n^jv uru c-K^rjiud 
de in 'I y tkupikii cwi^pttrt tiiLa iK[TniAJi:idi] Ec^nva cjjd Jj cuicLdiJ que realnunlt k- fe^iiuhc: 
^ ApJique DA KiffeddD db^ina^ dc pinU 13 Jo pWk <A^Vaer nt ^kpiiwiSh ■ Vf qoi] m 

cMctiiViddc lU-^C0iT1|iH^#4i?^*jilk^ 

ti DhtieQidB cf\ <l f jt^Kirn 1 0 de- la sccvi^iL 2. L 

|i^^j^..f0(^ Bf^tii^ ij| ffltfiibitt 4^ ^i ffyfj i f Ltfif fiiffrt^y^^f^ fjtf'dtH^^ i|Htflditiidw* 

12, ^ ^ 4b lu ilj^ukiuei wiu^iuh^, cklamLnq ohm faaci&a f y ub Lnd^rvfJa lu, 4afl44 

por<ter8Gfeas-.(te.auiar 



to-* iM iir+:* - (top [1, 2]. Use * 1. 
16* Sea wiA cofiitantc positiva y ^ t) ™ Ik - Aj^, 

■- DEmiieuR que li luu iufifd^ <ic ptifiio Qia <»xrm^ t \m dilsR^ d( cenif, ^otw-- 

jyt L Deipiiestre que «tW»l!U 2 2 «IS vWlld«tt IkK^ I l^(jr} | ^ tr Mr iwmpUzAiUtt 

g^^x) ^ ^ para loda ¥ € (ci, J5^ff F^ptcua^ pone en icld de jukio la LitibCiJidl. 

Apl^ue el becfao dA! ^ 0 < ^ - V^>2 tknipfe 
^ mikt lot etitiliadoi 1m pM^i) y CII l^d^i^^ 

flip Reempljtct h tiq)o«(cMn del uomM 23 de f|uid ^^fioaie n odAifictp potltlva fc^^^^^ 

I I £ troti AAti^t^ h CDndki6fi dc LipscMtz en eJ inienAla [a, t\ con 1^ con^unlc 
4? UpvctuU t < L^. (VfiakC d ^fcr^icil^ 25, iWuite 1.1^ [>Cffiuc«lr« que Ju l^nwluuunci da 

10 fijo iMivtT^ pm cuAlqukr apniKiinaci^ jp^ iicinpre que Ijp^ - p I ^ (SI 

Jit iMt^jttn que CK ittnialmc^^i^ en «1 iliie 4ffti nijiiifi t mi n^iitncii vbooti y tuiM m li 
Furr^ dp ^vcdad. Suponga qLied^raHf«eriib^«i^j^^ 



que - JiUO pte^. m = lit. ^ Ejucl: « 0. 1 \tti/j>k^. Calrulc. en bittQU^ilniddtJ^ 

24. 5» f € C'L4i, ^1 y wprngifiltn que ^ cili cn IMi ^} con - ^ > que J^'{p>J > I . Dcmtwt^ 
liinEa, tin imixKlitr vert* ulit b tpro^inudiift inicial p„ de ^, la id^uiimc tlaacH^Htpf 



23 (El 4e Newton 

paxa. JTCSoIvcr uu prabteou de buH|uesda dt tafcei/Cr) *■ 0 mia podertnu y cooocuttf^ Biy 
muchak }'iinTiA*i dc intnMJiu.'irk). Lu m&ji ouniiin coosiiite en cuciiiiiVrtiTki g;rdriLinrwn1e. Otra 
ptnibilidad conriiiiic co (JctivBrlo como uoft Ifcuiet pettnilc logfu una t'onvefp^njia 

£4« UpitsfHinffliiiii de tDtrodttcir el TnM»jiB^Wlt^ 
'tfbUiKidn. n bniB en lew Thiiiinbinio?! tie Tiiyliir. 

y \p. -j\ «f **peqi«i$ii^;i^^ d primer poUfflgimiode l^lor para/(j() expand 

iltifid# f (i^ c»I^B»biiXy i. Dido quc/ff»J « (citiMiii^iiiitif^^fl^^ = j?. 

DerivuiMv e) m^iodo ()c New ion luporicndo que, tsonb {fi'^ji ||f lvif«qi^#ieb.d Hm^ 




La fiji^Mit 7.7 Mtnrstni grdflcamcntr cArrK* iihlircncn it|i!ntiiiiiiiiL]OEh.''j ti^ijiidi^ l:infc»- 
lt!s>ui:c%iva<v. (V^dviCtdmhi^H cl cjcrctciii ] I.) Cmicn/snik^ lmti lii u^'timnliKi^rl inJcuJpQ, 
lu aproxitiucii>ii/»| ci U luicn&x^ i;on e) «!j«r ^ d< iA Uasa. lanffintc h li gr^ica ik/cn 

-3r'4||^fWBelh«lll6fl^ 

Material piUK-QKao por CtoriJCtKiS d« ou^or 



2.3 £t m^todo de Sewton 



tigura 2J 




Pci^CTlJ»/"t^ 



Para obicner un^i !i^ilyci43n. b fU) = 0 d^a La TuociAn difcn^nciabk/ y una apcOAimaciAfi 
ENTRADA apfoxiniacii;^ iniviaJ p^i tDlcnuicia TOL; ziuincrti snixhm tk llerackxK^ 

PQ&O 1 ToflU! I ^ I . 

Pfl» J $1 Ip - 1 < TOL C£iloncc£ 

5AL[DA (p); (jProcerfifftiVfiffj icnmmidt? saiisfacformmrnit.] 
PARASL 

Paso S Tonw j - / + 1. 

Paw 7 SALIDA ('El m^tmla frikCasA liqjpu^s de iicfuciofli^, ■ \ fif^; 

PARAR. m 

Las dcsigualdadcr^ dc la Tunica de fwo dadas con el m^lodo de biiifrCcEdn son iptica- 
bJes al m£i^c» dc Ncwion. Es docir, sclcccionc una toLcnuicia e>Qy cDn^lniysip^^ P^^i 
hasti que 




f2,7) 



t 



M liter iel p^otidglda pgr d^rsi^hi^ de iiiiim 



C A P t T 111. 41: f * SoLxfom^^&KUmai memiattt 

i 

12.8) 

H^nsijileKe el ejcrckig 14 en la MCfittn 24.) 

El mhpdo lie NewtM £i nu itoUca de luencMiti funchwaal 4k 1« fptnn ji^ - ^ (y^- A 

lM %HftDi Citt ct li tteiicft lie iimckSa funcbiial i]ite iumuk part otHentf li il^di 

£$j|^^|fgciicia que vimoi en la pane [t) 4cl cjcanpLi cn I4 mci^n 

Dc h ccuAci^ii {2.9) inlaximcpk uuc 00 ei pobble coaiiauar coun d nt^bscb dt Ncw|a4 

tlE^PU) 1 Supong^ que qiicrcn>o# apro^ juur un punla f^u dc " coa ^ri&ll d« ti, figun 2.8 
ioqpUn^iW i6lo bay un piurio jOjciea [Qt 11^). 

iXS J ^ 



\ 











«abl» 2.3 «mif$t» lot muliidm de li Il0ici6n dc [Miiiia^^f^ miif4i 
pi>JciTK>^ c^Hvluir CHtni ttxuliiidm que p ^ 0.74. 

otro enfoque dc cste problcDUi, dcflmtmoi /(x) = coi - ^ y apli^ucinQt el 

Pun - nH, %^ gii^m^M \sMi> 4f9roKiiTiMrian« de li luMa 2.4. Sc ti-biicnd uiui ex^iricmicr 
iptoKifnAddfi ran Scdk de eppersr estc mulifldo fefif* >iM |nd40ii <U 
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La derivaddn del fi^todo de Nr^'ion pof nu^c 4e Iss dc Tnylof , ismai que tra- 

LasuproSciAn ftindanicnlai ts que cl t^rmino que con(iciVC ij> - J}^ CShCH CfllEparild^IlCOn 
|/> tan pequsAo qiK podetuos suprLtnirlo. Eseci evideDieiner!iig scirC^ fuliso a itKMio^ 
que jf bUia bueiUi apmKir^lKtdil p. Ea poniailar. si no sc ajccicii bo-Hlantc a ]e rBfk.= 
real, cl m^todo de Nekton qu^z^ no converj;! a rafz. Piero no ^Lempra es asf. (Eq las ejer- 
cijcios 12 y 16 se rji^nf^Jifican algunii^ la^s podbilidudE^s que put:dcn prrHcntiuv.) 

El ±iEguiruli& Ewfcmfl de convicrgcncJA pan el m^Dgdadc hfcwinn mucHln La ampQrlan^ 
da lEEirica dc la c!cot:L>6n dc j^g. 

r«/Vfnff 2.5 Sfla/E C^ln, Si/^e [a, ft] taf que/(/3) = 0 y /'(p) Oh cjiionces existe B > 0 lii^ue 
d mftlKla ^fewt£lEL gcucru una bUjccsLdn (^p^)||lj ronvcr^gc a p para cualquici- apro- 
3uinaci6n inickJ j?^ e - ^ /i + ^. ■ 

Oemo$trxf6f^ La dcmosEr^i^Sn se en amlizar el m^ljDdo de Neu'loo como m e^- 
qujenu de iceraciilD furtclona] ■* jyi^^.^). pafii n ^ L -cort 

ffC J) = T 



Sea- ^ m nUmeno ciial^^iiii^ra en IC?, t). Friincfo deben^os enccuiirar un JncervaLo Sy 
^ + £| que ; mapea sJ inisjuo y en que I ^ Jt pin^ lodax £ (p - fi, p + £^>„ 

Ctimjd/'(p) ^ 0 y /' es tunliniEa, ciiitc S| > 0 tal quc/'{jr_) ^ (1 paig j .5 I/i — 5], 
^ + £|] !E [43. if\r Por CanlQ. ^ cisiA dtfiiiida y conlJnua cn [y? — S|. p + £|,1r Tambj^nn 



panjr6[p - 5|^p f 5|] y CiMO/e C^[a»fc], IjemJnrmos p £ ■C|> - i^j,^ + 5J. 
Pur Supu!sicid(ii./(/T> = 0. Bi.i que 




P 



Tbdwb iHudHAaitfv que g maada \p-S^p 1* j» 4 ^. SI x fl [p T^li 

p ^ cl tcorcmti dd vaiur medio itli0tU(»^ 

Puf sin qu« ;r i - & jp + ^. \f JcJiii;i; ^ul' I ^ - I < 4> (lue -* jftl & Itoiiii*' 
<fuJia4Jv LmplicA que ,^ mania 6.p * &} rn - ^.p * B^. 

(P(,l;^_ J derinidapoT 

ccfLveife A cdK^diddn A? qu? t^ja una 4pru]tiin;u;i6o U^icial iUlkiciueineiTie enecu* 
IkftiMfb implkA q|M b amttaMiB I qfm iRtt Ix dedindi de f jr^ m cmieciiciidi* {odici 
k ivpltia ^ ^MivngodA dd nailixlih dlui^^ i cvn> a medida el piw^lmkailo 

&v4in7H. Eife R-itullddrT <^ impoffjanre para h l^irfi ckl m^loJn de Newtfhti, aunqut pnca^^ 

Eiu%[i.intc ETkij[«>i!o il? Newton. Por )o jeneraZ, cwbgpjy^^ itl . 

MTiA vljm que In convcirBencia ^ impcohnblc. 

til iiiClodo de NewiM uiui l6cmcA muy podcru^ pcru prc^tcntu un j^aive pnjbbmt: 

para/U). 

51 ^uercRiDii evitw d probkmi 4k evilLiar la dcfivadi en d niftddo dt Ncwuhu dcri^ 

l^lilaiiei^ uiUzt at! ftkmuli nsflc d nutiffi de nllbdo di Itt iUUiM y »e IrKliiyB 
en d ilfisrkilb 14 (vAiae Fif^ 1^ Caroettuiuto [as dp9 aprq^iinaciocK:!] ihkuik^ p^^ y 
p|. IftflpmxiTnaeirtn /j, « k inlerWcidi) del e)cjy la Ifnua qiw urw ^/'^^/^/'^^^) y ip^^fip^H- 
U flppjuinwitSii pj 4 U ijtlw«?iAi del r^iti Jf y U Uiicb que u« (pi,/\pi)} y (^j./^p^)). 
jr'gtf tucwivwMiiie, Material p otoflldo poi di^iemhcis cte auior 




secante 



1 



Fsso ? ^ricmras t :^ ha^ pasos 3-6. 

^dJiO ^ Si Ip - P| I < rot «i[uni:ci 

FAKAIL 

Pfiifi j Toniei = f + L 
Pmo 6 Tumc ji^ = jp, : {R^^firsn ^ p,, 

PARAR. 



El sigmicQl^ cjcmplci iDrluyc im pfdblcru que vimD! en el cjen^a 1. dondc aplik:?- 
nii^ cl ir^lDf^ de Mewtcm con = it^^ 



[l^hos de au!or 



tumpianifitiH la itenci^ fuiiL'ional y el miloAy de Newlon con U aproKimaci^ inicial 
/!g o It/4, Aquf neceaiianioih dot aproxuiucjoae^ jnici^les, L4 l4blA 2.-S Cj&kukM. 











i 








-4' 




5 





M comparar los re^lt^gs de ahoca con Io«d^4#inp1o I abservamns que p^mtSUH^ 
to h^lB \a dficinifl cifm decimal. N6te3c que Ja convci^cncLi del rmflcxk) dc b ^tccantc ^ 
mi£ r^^E^ ^ i^erscJCsL fuflckmat pera un pwo mi& kuta en eitie cjecoplo que el mt* 

llldicnTC cs vcfdadcfo. { Vbf fll c)cn:icict 1 2 de la aeockSn 2^4.) 

El m^iutk? New [on n el rrNilodc^ de la wcante 4 menuAs se u.wi pari* nefinar pfs- 
puef Us cojQi^EUidaA ofTi tecnif^f^wiQ d m£todo dc bisccci6n. Dade ([uc d indLcKki 

: fl^cia rSpitti^^iiW pffipdtito Mtei incAcioiUMicK 

Cada par auce^sivo aproximaciones en m^odo de bisecci^ enciefra una miz p 
tie la e^iaqite; dccir^ pan cadu cdumi p-qsJliVM n, ydd rdfz se edcueplfa eoltt y b^. 

liiQj^^ de lasiiftiei no Citi ginpi||k d ni en el de la 

tantc. La tabla 2.4 Lonlicnc lo^^ rc^ulbidw que ^ ubiicnen c^in el rtm^mdi* de Ke^vum ^pM- 
cado siflx} ^ j( - Jt, donde k comprpbo que una rau: epnQKknada cm 0i739OB513 32. 

Ibdo de ta seouite upBcadag 1 cde prDblema vieiWi «ii la labia 2.5. Lai aprOKjmaeionafr 
inici^k^ y p| ied;||faiiioiipiil;a:etK3e^ 

clones y\P4- 

Bttfl^lltli^^ fallen OlmmdxkmikAiiimiiodoik 
^in^itineif del mi^tTK) rrmdo que el de la iecaniep pcro oftecc una pnicba para ajicj^uranic 
que la roiz qucdc cntnc doa itrfaciDncs succsivasi. Auiiquc iH e& lUl m£lodc^ l],ue iVHCQk 
mendamw, iluslra li forma ea que puede incorporanwe cl acocraUmienio- 

PHitiOTi desimos bis Aprauaift:toa«ft1^^ Op Li iprcH 

j^imaci^^n cF^oge dt ja mi^ma manera que en el rn^todo de la iiecanif : como )a in- 



calcularEmo^ p-^ vcrificnriTO/tpj) Si csic valor ncgfliivid. m^oncc^p^ y P2 ctkic- 

rtaji lina mil , y cleg hrrmd^ Cofno la i ntcrsedridrL en jc dc U r^a q M un^ ip | | ) y (p^, 
/^j)). 51 tmJh clcgirrH»ii pj L-fwno Ij inicrwci6it ton dc h que unc (p^j, f (j^^)) y 
Oij./(pj)) y ilc^puds intercambijimrt?i loa fnJicef dc /p^ y p|. Bn formft onAlog^a^ una vm cn* 
contradD p^n tl ^igno dc /(p,) - /(p^) d^lennina si ujioremD!! y p^ d pj y p^ [uira calculur 
En cl 5CEundo cmo ^ nstiiqtieuiii y p|. Con elb nd» u^cgimLtnof dc que lji mf^ ^uc- 
de entrc ilcraciore^i; crcrt!weculivi^. EI process dcnicribe en el algorilmo 2.5 y la figym 
2.10 mucsUia cAmo lii:i iter.K;ionci pucikti dirctrif de Ian del mflodfi dc la i^anit. En c»lc 



Figure 2,10 




M Aodo d€ ta pOild6ffi falu 

Piira en^oninkr una Koluci^n a Ji t) =0 duia la Tuneidn canliniui/cn et inlcrvulo [p^, p^l 
domk/(p|p) y fip^ ) Eicncn si^ nas c^uekLos: 

ENTRADA jpr[>xip]acjQnG$ iniciulc^/Vg.p, lulcruncia nilmcn] iivlixinK) ilctiA;k?oei 

SAQOA notucidn uprnximuda p o mens^Jc tic falli. 
PotQ I Tbine I - 2\ 

Paso 2 Micninu i ^ N„ haga pa!K>« 3-7, 

Paso 3 Tome r = J»| - fliO^Ji - PtjV^f , - ^o). ( Cfi/t ii/*' 

Poso 4 SI l/j -71, 1 < TOL mmm 

SALIDA (71); [fiiocedimirnlo irminado saflsfiidftriamentft) 

Matartalp' ' 'pordfrechcscltf autor 



2.5 

I 




flaw 0 SI * ^1 < 0 mionccs tome - p{, 

ftjM 7 Tome p^^pi 

ftijo J SALrDA ('El indtodo falld (Jeriptiis dc /V^^ iicntcioiicK, /V^ 
PARAK. 



EJEMPLO i Lj labia 2 6 conEioic loi re^ullado^ del lodo dc la posicidr Tal^n aplic^hJo ti fix) « codS jr 
- xcufi ]x\ nl]!fiiia.v upir[>:^iiruicioiic\ iftkiatc^ qut ylili/ilintiH pani cl mtitainder ta ^^unte 
cn el cjempb 2. Ndtcse que I ap^xinmiriancs son igkiaica ImMa y que cl in^toda de Id 
po&kiAii Tali^a rcquterc uno iiifnu:i6ii inlq p<ini akan?^ I;i imisma irKiictiiud que c9 de k ic^ 



0 


0.1 


1 








3 




4 




3 
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La ifguriddd ddicional que ob^^ cl ir^odo d« h pmlcidn Msa ^uck requerir n\Asi 
cdlculo!^ que el mtfiodode la Kcantc. del miiimo mi>do que Id tcimpIificflci^Jn quciic logra 
con c^ic dtEtmo mfuxta rr^pccio a aqu^t n^uflc lo|;nine » coHEa de ilericionc^ adicitmalei. 
Al nrMjlvcr loscjcmcio* IJ y 14, se vcrfln mis ejcrnplE>s dc Ec^i. aApcctoi poKiiivD?;! y nega- 
Xi^ys de ambers mf^UNJ^m. 



CONJUIVTO DE EJERCtCIOS 2.3 

1- S4iii/(jk)* - ^ - «ft jc y fi^ " -t- Af^iqiiir rn^Ddo 

Apliquc cl TTK^tLstb de la i^canlc. 
b, Apli^iuc cl ilkLl^> de In fMisitiriii TpJu. 

^E^ti (ft) 0 (b^ »m de 1 
4 Scajf uj » - cos J, Ccnrt ^ - 1 y pj ■ 0 obtengi 

ii Apliquc el mdkHkt dc lu wiinic. ApliqiK cl nidhHlci^dc la pcwkiAn Tatu. 



iL 4 Si-L- ] -■ 0, [^3<-5] d. 1 -D.ii^-n r ^ 0. |El, 

L Apliiiuc £l jntlAdo d« Ni^ulm paru abc^ncr «alucliMits:i (iw miu aiu:tklixJ df 1^ para Loi id-^ 

4 - U - 11 - 0 pt« IJ s * a 1 

t ZjrCdH 2jr - fji - 2)^ • Opmt 2 ^ J! s J ypan 3 

d. Cr-2)^-lnjr-0 pirn I s j :: 2 y pam f s ^ s 4 

t. - 1t= ^ n piTd 0 ^ J s I >■ [wa .1 .V =^ 5 

L ten if - ^ " 0 pttnt Q 1 ^ I . j'mn. 3 :^ 4^ y 6 S j ^ T 

iP^^P^ '(Sic. ■ Jjfiifl^ vBi^^" ^1^^^ .^^Ift";^^ -i^fi^^S^ ' 

pu le inubi [u^ t}. S^s^^m^^ i4«[nduL^ que fxnie uiu /? € frj ibJ qUfC/(^J - 0^ y wu 

iulbdd pancf pfx:^ ilfyid |#l <l e W i Wl) # .IJ^frVOi^lRi^^ ^. 

tfAiiidiilp^if^^ QROcn [-I4 0] y d QUocn 1^ I]. lYile ik jpniiiiiftf^^ 
bk H] milodo de la lecinEC 

14 1* ftiiwiAnJlii ^ lan in - ft Eien( un ^xmm0^ ireUn ft -*0.«")4Jl54i. Sem^lif 
ahli y por qui? 

Material pi por ctorochos do atito? 



xitnc Liu iiiluLicHiri ciuh uii i^ritth ik cilKiii4Ki do l.Ck~* ptm Kij^niculcK yK|Hvi._^^,' 
i. -ItW ft -IJ. h 5)) 

h /la - -50 * 15 t ji),- ICO 

IB, ItrptUdeicickn JTnmf^-|, p, - ^, y aEindlj]da4plll4|pi^ 
1% Lit AmciAn ilcitnra pnr/ut - Iwli^ f I) - urilmw wu^iptMfi^ nfinUp^.'^ipnM^ : 

a. DditnntiK,. con uiiJ Ciunitud JO~^cl itiko cero nt^iiivo. 

(l^lcnn^iK. e^Ji^iLilil ck Kl " Ilik tuning Ii(|Kj[jvtH |K<(|lKiktb. 

Ci |t>9tenni« una BproKimuibJi ukiLi^L jmoiutalc giHf ofaBcBsr f 1 fiH$LniP cerp p(ui|lvi» qri^t 

I mm ^'m^iiiii^ ^^y^ur*^ 

«^ Ui (J« J.n4^ |»r periods pm \» a pc:^i«h^ de df p6«lla A im jriscm^eiu k guiidrCA ^cr 

y pufidc dcpottilTr 1 ddliim menfiuileH pan In^rBrdiclw i^'J^ivik ^Ciidl ci 1i Ui-a ininLma 
Jnitirii AqLH pucdt irrvrrTLTKC esc dirKio, supofiitndo qut un irtfri:^ cniiipuKstn jtfidiL^uJ? 

f «d jriporle dp cod^a pfl-^jfi-r r l-j i3i-sa dc lurti^r^ jx^r jieriodn pfljH a po-iixKi:^. Siit>iflsn.mi">5 que 
it imcijit una hipaL^ 4k: I J3 UOlF d^lara pur unu. u 3LJ j^p^LUi y que Jchd pjgiiu in-KJbi que 
i!i|^|jbai9Vdf^^ pcflolad£9:^J|i4^ 



Material pi atij^kto por li^i achos cie autor 



Ik GriR^ue/';?! pnn c>Nf tier Iaa tprDKLimcHHKi inicidlci Uh ceroA de/ 



I -tff-*^' 



kNiiui de li poUieibfl, ya que Uni j ^ . Plr) ^ /"j . UeHIh In dil« de k» cvnwi convipDndini- 
M iloi alhn 1950, 19Cia y 1970 e|uc vknea en li uiMi dc lah pi; ini 304 pariL dcientiliMr 

pM^tfocir in poUwiDn dc E^bidcu LiiidQt on Id lAca \^ y 2010, iLrpfHiicndo que I Q en 

AjikIc c > t > 0 (ton CEifl^ifitti?! y Pf 0 « [hWatirtn en ^idn^ 
Bilndp el mp^lo d^ Ckim;>m^ f n vf z d«| mo^ 

JQl:;^^^^ fin cera fpar mm pifflUpi4i ^ 21 i id jAd««dor B til ttn ^wtido de 



dondc^ dcnotalg prubitolhlfldilec^ 

J qjuc pnotice que A derjiei w^»f«k * B d miaKKmi^^i^ 
30. Rn rl diMJira dc v^hfculue pun ^^pdl^ lipv J* iotcth^ c ^ n«c<Hirio icncr csi i.'k>rnf!a Itw fallw 
tiMndo sc tfiAi de librar du dt ubkl^iil4M. L'na ei lii /cifJ'^i ^/ msaw>MM y OCUTTV cuati- 

eT ncimhre dc/i:Aj p>r cwyiifu^ ilr h rfrfflTM jWflnlW:> 



A M *3r + * 4 - C«* * - £ Kft a • <iL 





[^Ki/Dimlj|(, con cl jrrap^ilo oblener uim rApida com^f^pcio, ledeuuMremi^ el mi- 

pan iiqiiHBf ^ j^^ 

. dice que un. fn^lodo llcradvD li fomm j?^, - iS^r^^i) ^ 

En ^ciKTsL un^n ^fvce^twi cun Lm iLllu ufden de CMver^ncia cci^vergc m da ripldiJiwii- 
que uiia cun un dfdcii m&ii tHiJo. La cmsEonie asinhklcA iiinu^e eo la rapLdez de ccnver- 

Material protegido por det echos da auiof 



£)i «1 sijuicnie ejcmfi^ K eenp^|^^ "^'^^ liiiealiwmlf 0(»wai<gaiI>B cent itqsi' 



yqw {ii,^ convene titaidrtid(»ineiiile»€«6tt1ftflli^ 



lim 



1^ isBGoa^jlii^B^i^^ 



t0.5F-Mftl^, 







Sunaidn L-tudrdiicA 
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N-' . J . M I i DtegidQ par derro ite ayior 



rapidiijf que las que CDnv«r;gen s6lo de modn lineali piSll^ttHl^Mltl^Ql^iett 

: eoBvo^gie sdlo LincfllttKifle'cit d Aifeo puoto fijo en [u, 6J. : p 

Demostrad^n l£il cJ tcurcntii 2.3 del punlo fijo que vimol en ll sicCcida 2.1 inConXisnitii 
que li sucesi^^n convei^ ap, Fuej^o qu« ^' CKii^le eo Idr podetuM dpliCid-eL teomua ctet 
.t«|bC tnfidid a g puTA^jMUMlitttr que, pva cualquter 




ETLue&lra una 



^^r'nPrT^* "^^^T^^^ ^^^^^^ ■^'^^^■^ 



ejtii c^uictamente juotiKkfiof Af en un htentlo ibierto / que contiette a ^h. BmuMcea xsdne 
una ^ > 0 [a! qucs para - fi, p + 5] lu fucc»idii definidu V^v - gip^, ^ \ cuuiifKlo 

n ^ It coDvei]ge aJ inenofl cuuddUcameDle a Adcnw^, pan vaJotc^s surici«nicm«iiiie 



4!mp$(rpcMn EM.-uja it cn fO, I ) y S 0 qiie en e1 intervalQ Jp ~ &|i coalctu- 
f^T^jt teiirmcw 1 g'Crl 1 ^ky cmtinoi. Dado que I ^'(x) f^t *t 1 is! i^ii^iifii^ 
icidi^lekdo la demostrue|6n del !;^f3r?m:i 2.5 dc uxcidn 2.3 indicu nuc 1m t&inJjQOi 
la 5ucc£i6n [f^^};;;^ ,^ c^tdn tonlcnidus cn [/^ - p + @|. M,cl^i£l!ICii^ | 
miD liDjsal de Taylor pill j e Jjfi - fij j? + fij DbteiwniOfl; 



fin IwticulH; cuudD jr «r 



PlJCfiti->t|iH; l^'U)l ^*<lenl>-6,p + *)y^ marda (jj - fi./» + S| tn simiuno. del 
lewcma dc piiiiio Tijo sc dedii» que cnitver^go a Pcfu ^ >e eiwi4«fi|ni 

pari Citdu n, cle itiudo q^ue {^^^.^ tiutibi^n oufivcrgie a J7. y 

£1 pcsiiluidv uiicTlor i!rc3>t]H;a que la sucesidn [r„)^- □ ct)*diiiifWlt^ti^«eiSfmt0^ 
^ 0 y con CDnvergenda dt ordeit lupccior li — 0^ 
Puesio f]|ue eaid estikiaineiue KiotiKla por Af «n el uiiervHlu |/» - p -I- £] eiiia 



1b< lB0feiDiiZ7 y 18 rII^Mbii) que niuuin NsquMff ili^'fe* in^ivdo^ife 
jo cundrdiicuDeaie coaia g Si^^dibaU leflilflr iuda lift fuflckaei nqwf'^l^iN^ 
•iitdu en el punir* lijo. 

Lft manen roAi f&cU dc pLmiear un {troblcnu de pimio f^o rvlji«iiiiiadD eon c1 dc U 

4totde ^ ca una tuocitin diicitiKiabk que ura clc||j(k mis tarde, 



Vn entlK|u« razoiiftfcttt es suponcr que ^x) = l/Hx), la cual gaiantizHij que * 

jeloeidB AafU) ^ 0; Gfibforvoi m )«^^ Que 

pueden sur^gir dificuJtjdes si/^(;^^) djende 4 c^m^ ijmultdiieaiDente con Z'/'^- En particulaTi 
d Jiif1(>do de Newtor y el de la secanle generalmeiile ucsi^iaii jrin pruMcnm st f'(p) = 
mmAoJip) =■ 0. Para eitaniiaar rau a fcndo e$tiu dificull^ide^ damo^ la ftiguiente <lefmi'< 

Dflffakkio 2,$ tii^ solucidn ;i dcf{jt) = 0 un ten cte itiultipUckldd m di& J ^ pva jr p^ pqdi^ao^ ^ 

En eseiKia, q{x} represenla U parte d« /(xt qu« no conciibuy^ &I cero de/. El ^iguien^ 
le resuJtado pn^udo^ p ev^I^ Jfdqit idcj^^Moi}^^ de lumiuj^l^ 

Im que tieaeiea mii^^tt^ 



I>enniendi:» q^^fo i ttnemas qtM^/til^ ^ t* -^)«Cv)i4QiHi9 Ww^k^^ aW ^ 0- Pot Ian- 
loi,/tieiteiuiccmjum^ ■ ■ ■ 



El iicsiilEafdo del Licurcjna 2.1D tmpliiza que dr^MlcdjOr p exi^ie ml iflieTV-iilo I£il qipg: el 

jPfl = a fOfldicifirt quE p seinia: i^nrro sLmpl*. EE ii^uiertce tjejjiplo maesmi cimo U 
ccnvcfscncia ciwlritica po^it^lcmcntc po ocur?^ cuaju^u cl ccm m rs simple. 

EJ EM Pl-O 2 fiificidn dcscTilB por /{x} = — x — 1 dene un ciznj dc mLj.]lipLU:i!Jiid dos cnp por- 
qMe/(0) Q - I = 0 y/'{[)} = f« - 1 = y. pcrp/'tO) = = L Dc hccho, podc- 

mos eKpresar/(jr) en la fof ma 

/(jf)-(x^O>- ^ . 

Hth ^ — - = Urn — — = Hm — = ^ 0. 

En ]a t^Wa 2J irtcluyipn ]os tfnntnos que gcMraron el mStodo cEe Ncwtcm 
iiHiEe CQfwicrgcntc. La ^r^Hca ctc/se muestra cn la Ogun 2.1 1. ■ 



Jl 


P. 


n 


P. 


Q 


1.0 


9 


2.7750 X 10-^ 


1 




Id 


L.JSSI >i ]Q-* . 






II 






0.16S0O 


12 


H70-3 X 






13 


t.74lfi X 10-^ • 






14 


S.8WI X 






IS 


4.2610 X 






l« 














ElEMPiOa 



Un mAodo pan n«ci^«(:|i«ci^^ 

■ ni«^^j^p}^^-|^i^pn> III I « ■ 1.11. .-^^ ■ 

m 



MFP^,m W^tie^K*lW.4(L 



pur [anto, c& uci ccm simple de id- AkI, pudemH ^Ucar «'J m^loiig J« ^ewtoq a t* fiiQ- 



any 



Si s denft Iw ciiiiiiiiit4|^i^^ ilencldB ftdkliniiiiafiUcaSi « 

g serd ciuhMUcHAente canvt^jjcnte sin importar la mulliplicbdad de la rail de / tin teculi^ 

zqis i»bonQ$o cod que ^ c^lcujUu) 1» j[CnK;inK«» Sin cinbii^t cm la prkiica b prewocu 
ait m oidltipk pue<k>^^|v)|^.»qia» porque cl deimunft^ 



Lb ut>h 2,^) coniicnc ia.i apnwiimarinnffB dc la JbT* liobk [;iiJc="Otle/(j:J-f^-j«-l 
InJcial dc Pf, " I de modo que la& ealradiLS puedjin cOaHpararte Cofi la;^ dc la [abla Lo 




1^ . '^^ 


r 












* 




3 


-2iOW2lT X 



EJEMPLD 4 En e] ^i^mplc 3 de !a seccliJSfi 31 cncontrancM la rafz p = 1 .Mi^SOO] itc /Cj) ■** + 
- 10 = 0. PajT&compajaf laconvergefKiia para una raizdc rautEiplLcid^d uno porcl mi- 
iDiAo dc N^wicm y d lA^odo modttic^ Nf^t™ que sc mtJiciajia en 93 ccuar^ (2. 1 1 J, 

l*H ° iO'a-iK (fcmtlc J sc obticnc dc la ccuhH^d (2.1 1 



Cuindo ff^^ 1-5, las tsres prinici^ SlgmctraicK pan (i) y lii} k incluycji en b labia 
2.10. Los TCsuliHdDi mucsiraD la cuft^^j^nL^bii j^pida de ambos fn^Todos cn ci ca-so dc ufi4 
pi. Ft simple H 



labia 2.10 cip) 



IJ7333333 l.3SbS9S9B 



CONiUNTD DE EJERCJCLOS 2^ 



i- jt* - 2jh--^ + " Cim 0 ^ ^ ^ ( 

b. + Vl> -f- jc{jptt + V5) - 0. pari -2 ^ J ^ - I 

L jc* Ujc^i T + Is(4'T - 8' "a pan 0 ^ ^ I 

(|_ + 34tji2H*^ - flu 8) if*' -11112(3 = q piri-I^JisO 

(2, 1 IX i^c>on El npgte s;^ b « TKinud cottapiwi^Q cI ^jwkio 1? 

X ApNqd£ #1 iT^i::k!D df h^fU'iiMi y tJ nvEcoio cmxUJIcmId dc Nrmoa-Rapbwa dcKrilD en la ^i- 
l2, 1 1 > pm cj^-^incnr ind $£^uci6^ Act viguicntc pf^cibkfna e«i uoa n^utiKl df 1 0-'^ 

*^ + 1.441tf^-ZCrraF^-- 0.3330=0 para -l^if^O 

4- DcmuKlTf qoc las suwsbn&s ^py kmiLm odnvttjff Iifif^I wwe * p (.Qi>i^ lafl jjimde ddM 
*eff f] amcs que - ^ | ^ 5 x IQ-^^ 

*- P. = = 1 t - fl 1 

1? IbncalnKiile ap * 0- 
liL FaracadapajdceDtcfw Jt>m,dc4ciiT^ I^V < 90~-_ 



lanuAu 4k<l CK|xincnic i > I . 

7» Coniitruyi um uuetida 

K StfpantA que 4 > 1. CmhUu^i iiutt -iafet ii itfe que cmvoijii t een de onJoi 

#c linnLlnHTnCc a ccm. 

ID. Supuogi quCf /]iciup m lioivmliu caotiiMiu. MiHljfique Id ikiouiinckki itd (pumDn 2^|Qpirii 
It El iD^inb Usiil w |Hn 

Una conilanic C Cdn l^^^^i ~ p \ cip^-^ p \ | - p IpATa ^dbm tuEik-icEitciTKiUc 
^ .v^'j^j : Lib ijigfrjigpfj d:.«F(^-;i^-jpo^^ loiiiUiiHfo dth i*ctpift 1 



Riift vei pudcmofr daniob cl fjjjja ^ loui una cqfivnsenciA cu^^ikt; par ello. a Qonti- 
cmKid^-^QI^^ ^ |^oid^ 4e«^^ ^ dp Ailtoi^ d cual iinic pm 

5upiif\|^HiTKn que i/^^C-i »mc%m^ lif>e^irhnilc conv^ence Con un Lfmi^^^ l^t- 

Material pi uK-OKao por ctorochos do atito? 



P»*j *P«*t P* 



'BbUl2.l1 
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0 ^J<1'0 


<mi7« 


i 










■4. 










0.99541 








7 







Ha^i^ ahor^. al habltr del mctodo cle AiLkeiu. hemos iicho que U ^ucesida (|^.|[]|itr| 
fpe:5^miiende por una connTgtc^i^*"m§i^ii^^ El itottim 2.\i cxp^my$xiSMm:m^ 

J^oy^^ 9*13 5 upnngqmu que {/i^ };;=_^ tmi itie;^^ qua ronyci^ Iwdiift^ a! Umiie p y que . pa^ 

feiilie dbli^ mediuue li hcracidn de punti:i RjsK p&Ckrr\m ^elcw convvr^ejKid t 
tliadr^Lk:^. A cslc procrdimicnlD le conocc con cl iwmbrr dc ir^lodo dc SlrPTcniscn, y 
difiere un poco de la aplicacUSn d^l m^lodo d^: Ailk^fn direciamepte a la ^uce^i^ dif ile- 
;tSjnM i^tf«l^,^^^^ qwttc^ tiii«^ii»e«& e Je Ailfcn 

rniimos primcms cuairD i^iminm /'ph ^';] > Po^ '^^ ol>st;tp]t^, en e^te paso stifK^ne qtie />o 
ima mcjor a|froKinift-cj6t] d& que y apJicA k iiericion de pmiio &jq a en vcz de 




m 

Mitodo de Steffensen 

encontror jiii wlucri6n ^ p ^ g{p) dada una aproximiici^n iniciH^ z^^^: 
ENTRADA ^iproximocidn iricial p^y, lolenmcta TOL; niiinerD miximo 6t ilmcioi^s 
SALIDA scljcidn apruKimada o in^nsbajc dcr Mia. 
Pffjo J Tome i = U 
P&so Z Mientm f ^ jV^^ h^gat pa^so^ 3-6. 

ftjW 3 Tome p, ^ fi^^^K iCakutt pl^'^l} 

Paso 4 Si I p - /p„ ( < rt>t enionces 

SALfDA (/ji): (Pnpifi/j'jnfifflffj irnninnda sufisfucroriim^me.} 
PAHAR. 

PoLSE? S Tome I ■= i + L 

Po50 6 Tome /i^^ = (Rcdcfim p^.} 

ftase 7 SALIDA ('El m^odo fall<^ despti^^ d^e fJ^ ihsxvion^, Afg = \ 

PARAR. ■ 



OtHs^rve^ que P"fde s«r carp, |o oia! iniraducirfs uri Wf^ tn el denciminadra- dc 
U !hig:uicnur itcrocidn. Dc w asu icmiiimdaiiKK b y esoi^fefiimio^ Pi^'^^ como La 

respuesla iLpfoxiifiuMkL 

EJEMPLO 2 Para rcsolver jt^ + - 10 ^ 0 medianLe cl m^odo dc SldTcnisen, sea + 4.ir = 10 y 
ae?4Vj4iii04 X dividlendo enire 1 + 4. Con title pnxcdimlcaEo firtitluce cl m^todo de 
punio Fijo 

uliliTi^a cn c\ cjcmpip 3(d) dc Iji scccidn 2.1. 

t£l proccdiniiif nto dc SiefTt-n&cin ccm = 1 .5 da los vale^rH ifc In labia 2.12. La exac* 
lilud dc h ileracidn = 1 „^6523(K1I3 dc nujcvc cifras dccinuJcit. En csic tjcmplo, ran 
cl mf tCKlo StcfTcTtr^n ^ obtuvo cosi la misma rapidcz dc convicr^cncia que cun cl mi- 
todp de Nt^^ lean (v^ipie el «i]einp to 4 de la secci^^n 2^4)^ M 



Tib\a 2A2 I 'pr. 

1 I .m2ta72^ 1 .3652255 34 1 3652m S 3 

2 IJ6.-52300I3 



Material protegitfo por d&r^hos cks aulof 



CiiDidrilica sin evaluai una dcrivfljJaL c| (ocfcma 2,14 ^vrifica (lliC r?;i]ivcn(e »f9Lljll|^ 



Lon cm « 0 para Bprmcinuir una tbii dr f. Genrrc ihminai -qip "^i^ J 

:-j^f:4ou - «fCt - I > y - 1 Agllgitij ni^|ii'StdhiiHn pin ^w^bijiiif^^^^^ .. .... 




22 yen. i:\ cjcKido J Q de l3 wdon 2.1. 

f^ph^Lic r-l infiudu Suffti^mca psra aprgumir las RoliurionH de Ise Hif uicntcj ccubc ioficfi cod 

V ^•^ MfMnjt + ccHjc),d(Midaf uta.Auck!aaielc}eRfck» 1 lO) )■ ■iAMil-2;±i' 

<- Ji.T^ - f*' - 11, ^"itv^ jf iii njiuif^fi Bh el i>Jl>kU:u» la sccckdn 3.2. 

d. .1 — (?fH V = U. dcriliic f liitlt'i^ cn f E cjerL:^! I Jt: Id hll\:L^I 
lU Loa iiKcwiKi OKiVvqitb i L'>£ i!l Oi^uhIu Ja Ajibcn pans. j;eBer«r ^^J| bastt 

' . u if ^ . 



^ im^iffiBm ft 

Vrl^cjilc a p. 

Ik DcmMMn que " ^ « Mipi^rliikciilincnCc CCiOivct|rA(« a 0. pcrv kjix dKlvcifc a Ocro 



mcilracidA h^biiu^l rccj^ijicn;; tdi:nica£ icurmdat 4el evuutio dc li trorfa de tut tuiKk)!^^ 

pvptef^ 1p t$ Si ^} «ft iu) pDllnxritib d« gnuto r ^ 1 ccm cDcGcknta jpalet o^oii^ 

Art - ^^k^!^ - Jt^ *-*^.r*^^ 1 



El comlaKci 2. 16 estaNcce que «l c^MjunlD de cerw de un potinofTiLO e& i^nkv y que. 
^^wfawf^i- ■ ' ...... ^ 

fix} fxm poliEinmibv^ It cficiaKlt COmputacLonoL ncquirn: Evaluiir csm runcififiEK rn la 
' fomu tuiidiklii es^iplLcaittos «n la Mcci6n 1 ,2. El iniictxio de Komer tncotpcva Cbtik t^' 

■ Jft pQl' b mi&TT]J^ tAjuiElV suJiJ n TnuLLiplicBciunEs n »limiia Jhitm EVHiuar un polirtO- 

nunna ^ J£ (Mtnds di Hmmd^ 

OlwiKtoniliiwncM iit«a«^^ 

■ M aEerial pi otc g i a'o por d erec h OS da auiof 



Cb^ficUifie: Osiencicnte :^D^Slite«e^ Coii/eii^^ ininiiiRa 
iV^ dejt^ dej* 6ex canmnu: 

i^j » tjr + 2M2Jf' - + St - 7J + 10. 
Una vcnt^B iBii^del uMi del Elav&tt («iJbyil$»:Miifi^e[i|^^^ 



nj)«ou> + (*-VQ'v^J y ^^li^iet^flJ^ (2.14) 

CiiaiMk) luacmw «1 irufiodo d« Ncuitui-Raptuon ft,\ri cnconuar iJi)«i^ ji|if^^il|^ 
DSiHidD d prafiedJtniieiKa 6t Newion y la ifivlilidA tlMitlin paiia i»ifdtff'^^ y1P%r^ 
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f4 
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"4 S "7 
4 16 42 



2 -8 31 -49 »pi"2)*f'(-3?^ 

Material piuL/uiuu ^^r dWEfchos cte auJor 



y 

Al rvpcEirel proc^dimicrLln porii fnconlrcu^ u. 



t.TW 


2 


0 


~3 

6.45 J 


a 


-4 

3,742 






2 




3.451 
12.902 


-3.197 
-29.M* 


1.742 






2 


-7.184 




-32365 







ftriim ft- l T96) - 1 m 1.796) « -12.565, y 

X. - -L796 *■ -1.7425. 

^ -32.565 

Dc moda MrrticjiiTili;, jT) *■ — 1 ,738^?^ Un cem ncol con cinco cif™ di^ciniDlcn - I ■??H96, 



hio d^ kinj iter;ici6n a ukn. 

Bl Alj^^irilmE) 2,7 cjtktilA f*ijc^) j P^(x^) par medio del miiodny dc I kTmcr, 



2.7 



y derrivjidii cn Jt^: 

EMTRA DA gnui{} n l coc fiL-ienEcn a,^, u | , . . . « n^; t^^. 

SALTOA >' - ^ " '^tV^ 

Paso I TiHnc - n^: iCaUui^ pum R) 

flffjfl i Pan J » It - Uit - 2t*HM I 

P(iS^ S Tome y » x;^ -f ^j^. (Cattuk para F.) 

F&SQ4 SALIDA(>,c); 

PARAR. H 

SI U iteraddn M Jj^* cl prcictdimienin de NcwTmi un isro aproilfnadtJ dc P. 



jcb^ pdiiwnik) d&|nida>ir^c^^^^ com rul^ aplkime^ 

prbccdimiHrla pjrii l'»n;iLitirnte oblener 2) con apfulmuJm du F y im fictor cui- 

Fuul^ gundr^ca p^utol obtca^t Jos dqs uJticDM ceroA dproxunado^ tic F. Aunquu podcmo^ 

v^(m^xLnucic!^ y puctk gedefiU' ltfiutli«ik)di mu> inipuKis^vft, 

F.I proc^diniirntp que .icah^mori de debCTibir IL^pa deflaeUa. £1 prt^blcm^i <k 

Un ccro apmKinudoi^^ | dc gcneraltin^nic no aproximaf^ una lufi de Pix} = 0 lun bicn 

Citncki cl riv^KKln N«wtn|| hI iHtliiinmin tv^i^iriJil Pix). 

Un prDbii^iHiL qu£ sc prc«nlii apiicar eL indtodo de Nev^ton 4 to« pdinomicf ^ ec la 

son ndiiicrns rc.iic^. Si la i^f^[f>T(inisiciAn itiiclal mcdijiiic cl in^t(idt> dc Ncwlod un mt- 

dUkullAtl ^\>£i!ftistf til 4Juiiieiuu cua una opro^umacidji uucial curtaplcja y cfcttujur icd« 

Pod«inOA:Kteiar tma divitite stflt^tk^qw cobl^tgn ppUaomiM cuadiiijcoft pan factb- 
HiUipc^^ t\ poUitomk^ dc mofo qM ud ikw^ lei m pclbMolo ctwbid^ 

cii>iL% rjfi:^^ cn?Ti;?1i ji^^ %c:abii Jipi^jtlmacimici B ln^ mfcc) del potirtQmio Dd|inQl. Eitn. 
i6?wa u d^^bia can cu^ defal|« M|ua#fdlcjdii libra l0hl(J, lio vie^dei^ 

b.E MiUiffif iifibl E^xl^rmiA nplkorlp m cii^Iquier prtMtnu de Msqu«ck4«^^f^^ 
irvulLfl {^itin iiEilid.^tl ^itw itHJ^s al **pEt>x<mjif bii ratce* tic pofiivomios. 

El mdicxJo dc Her cs u ii» CJtlcn^idn del m^lodo dft In ^«canUp E*?e tUcii w cekiucj]:- 
n (3on d« aproTiiiiiBdDMi lydalcs x^ y .r, y ddamhu la iifukitfic npnddniiciififi mmiy 
la taEermdM ^ eje ^ coo la 1(rt«« q^*e orujui (j^ /liifij) tr,, (V<im ]a Fig. 
2.12(a),) El m^lodo dc MULlcr uiiUza tries uproKim^ianci^ inke^l^ Jt^, x^,y x^y dckrmi' 
oa fa jypiAfiLf apmximacibn al cotitidrrar la Utienw f kin del «je Cdn U p«rU»k ^ 




que pusa pot (Xgjryi, Jtt|)>.y'!fe^/l!5^)f-^!if^^ 



Si queretnm detenniDar an euro do ■fdieiiiHs li Mfmub GM(Mtisii« R(ijr^'**^ISi^ 

ndrficrm Cisi ^Vtkt*, UlUi-urtiDuft li A>riiiiii| coqu w iodiCA «a $1 «jct^lO 5 li 
ciiifi 1.2: 



6 ± - 4<ic 

ivr tj I t.T I u i j :•■ u u^ijiuc i,! u i t,'i: Mos dc fl UJOf 



I 



% esa Ion™ ct Jcnwmmadof cl maycir mapnitiid y haii que ica sf kcdfrn^ ronw 
b im£ dc P que m^i ^^'i^iolyi A jc>. 



ST. = J. - 



■Hu e ic kign una c-ooicluitiiifi satis facloTU- En cub paso d mctoda cqclLlchc ri radical 
— 4dr. porliLnti>, pucdir flfrriKi maf las i^ic^ QQmp\cj/^ citamfofr^ - 4^ <: Q. COD cl 

2,8 Para j^icner laiu j^wd^ -Sc jffA") « 0 dadas tifti apcouinKbDiKSp jt„ Jt^ y jr^: 

PosQ J lime A-p ■ jj - Jk^ 
j = 3- 

4/ iTh);/)^^. (rtfcMfl; « jpurdkr wcesiiar i^wiimjfiic^ complfja.) 

A3J[> ? Tome /r - — ^^V£; 
Fos&S Si \ fr\ <: roi«Jtroc^s 

Rosa 7 TiJiHE j^j XjS iPwrpdfrs^ paiu la Jij^aimf^ lY^furririn.) 



utor 




CAPITULO I * SoSucoim tts Kaodoati de una variabk 



f * i + 1, 

Paso B S ALI D A ( " El locia fall A dcspufii (fc Af^ iiencSwies. W;, = ff^}: 
{Pnttedimiefflo ferminado sin /xito.) 
PARAR. 

EJIMPLO 3 C(»nsiilcre cl p(>linocnio/(jf) = lAt* - AOx^ + 3*1 + 201 + 6. Al mili/jf el algtiriimo 2.8 
ct>n TOL » 10"' y divcrKb vukmc^ dc ^, y Xj, k oblicncn JoH fCjiMlUidm *jue m: pno' 
ptHTtonEin lii tiibja 2.13. 

l^bla 2.13 
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-QA:i^^i} + Dio:ioif 
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Humn + 0J4IW2/ 
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-o.iRiKfiS K m i + n.swiH) se in-'f 


tt 


-0„V6062 + 0J«758i 









- D.5, M, 


- I.O. Jtg - 1 J 
















-1,17624 


4.- 




1.2^744 


0. 1 JAM 1 






1,24160 


0.2IHJ0X 10-' 








0,117491 X [0 * 


7 




l.24Lti« 


0,237493 X 10-* 








■ 2St X, 


- : a t, = 2 25 


f 




*^ 




3 




1,94039 


-o,hnw5 


'4 




l.97tU6 




i 




I.V7CM4 


-0L29J63V X 10'* 






l.97fM4 





Ui^inofi Mup\c piLra gcncrar b paild (c) dc k tubtB 2.13. P]im c^lo, dcriniiiH^ y 
>pO:*Q.S^ pl£--D.S; p2$«i!l.0i * 



y ql>tc^cinc]& ^ = 6. 6=10. £r = 5y/^3= -0-5i5555553S + 0.59835 1 6452 j usanJo las 
fd(ITnuk3 del mf^tJPcEa MuLLcr: 

i (p0-p2r2* (fl-f2> - (pL-p2r }2MfO-f2H / \ (pQ-p2) • (pi ^p£) ■ (pO-^pL) ); 
^:*( {Pl-P2] *ifO-fi 3 - [pO-p2 \ * ( tl-i2ii / i (pD-p2 ^ * (pl-p2 ^ ^ (pO-pL) ) ; 

CaicraiTK>s c1 valor j?j itsandn ^imdttcu ccimplej^p aE Pgual que cn c] ^liJezulo 

k> da/, B --29.400(701 12 - 3-89S724738f 

Loa valures rt^les <tc las rafces de la ecyac!<!in son lr241677. 1.97044* y 
—0. 35^)62 ^ O.I6275Sj, Icf cuaE dcmu^llr^ la cjciH-lituJ Lie Eii±i apcmxJmariLmi^H ubtmidnLii 
con cl mfiodo dc MuHcr ■ 

Eo «l ejetiif^li) 3 miiffscrA qut cl m^i^d dt MUtler p«ntuie ^mxtm^ las wMtti de 
las po1inDnuo& ^pon vario* vatojies inii;ia]e&. t3e hecho. csic ^nctijdo gcftcralmcnle cnnvcr- 
|e a raiz ^ tin puHjiurmio ^oei cufJciuJ^r 4ipn>jdn3ajci6D ItijcLal, duitque pt^dcEtios 
IruirpniblcEnas en que no hay a convcr^cFucia en al^nas elfcciancs dc laf; aprDJcimaeLcmc;!^ 
inicialcs. Esin pucdc succdcr. por cjcmp]o, si para alguna i (cntmas /(^^) =^j+|) = 
/{.r-^^) ^ 0. Entonccs Ea ccuacidoi citadr^tboa be icduce a una FuncLdn ccuiRlantc ma ccio ^ 
nyncscrnESff^ cl cjc x. Sin cmbaiBP, rare vcz « asf y los peqycicv dc qonipulacirtriciiic uti- 
• liTia cl mtfU^o dti Mlillcr pitfcn R^Eo un3 apmiim^l^n iiaiciil por raist e inclll^ la ptnipor- 



COKJUIVrODEEJERCICIOS 2.6 

1. Obtcnga ]as ;ipruximHinQC^ i:an una ooiactilud dc E0~^ a tcK£a§ ocfds reB]» del Ei^uicTitc 
^ poLini^La aplac^^ndn cL n^iiDda dc Ncu<ir>c]^ 

llL/(jr>- Jt* + 3jrl- 1 
e. /(jr> = Jt* - JT - I 

t /(x> = jc* + 4.O0lj^ + 4.00Zjt -h I.IDl 
1. Otrixnga E^xmifna^cLojDCR con un dc cjiaLlitiud dc 10~^ a todos Los ccrc^dc kib; sigukntc?; 



4 




i0 ':'^l:lttt-L.Q: t f jSeiftip^ 

t. = + jJ + .5r^ - It + ; 

*^ jft*> = + Jl&f^ + 15*1^ + 76* - 24a 

5« LFh: eL mf^lodE? dc Ncn'lon pan □bfEncT'. con liiu cxiclitud dr ]0 ^ \m ccroa y loi 
COS dc las bl£uicDa£& tundaicf. Use c^la ioTdnnovk^ pua uizuj ti srfifica dc 

IL. ttia M#rif Hi'CKiQmivlu 

-Meindo ik- hi»cci6n M^chIo de la jmiiciAn Mm 

\h M^tuJQ do Ncwtw & M^uido do MUUcT 




ti. IMWH l^iMw 

cift\jLir dt la parte supericr y del fon^D deben lener im radio df *>-25 cm m** tfic cl m^lirt ]a 
k%|itn^|iJ^ ^«obnAi$ teiMilifx ta padelaiciBL La bq|A dc ipaf cruiL ccm ipc 

b lAta. de mcdo que pocdji bacmc pn wHo. CaIciil|)h^]lllliiSi^^ 
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IZ. En 1224, LxoninJo dc Rsi, mcjciT ctmoci^fo coniO FibwaccS, re-Mntv^ c\ relo rmitcmitic?! dc 
dc In cciwiAn + + Idi ^ 20. FVirric-iu ilEjnmtrA quti 3ii c^^mitridn cured <fe rolcoi Taci4>«' 

■imiKiind \i ilnki nli: n^siL pnotiabjcFtKiitc- uphcumJo yn ni^hHki [ilgchr»4c;o dc Umar Kh;i>'> am 
que iiKlufi Ib inicrx^eii^n dc m cfTvulo y dc um pat[&bi»Lu. Su rc^pucMii 1b dio en iin sUicnia 



2.7 Una vlsl6ii general de mitodos y de software 

Hn c^tc capCiulc hcirkofi estudiado cl protilcnu dc res<3lver la ecimci^fi /f.t) = C dondc / ts 
una funci^in conlinua dclcfminada, TcxJo^ k^s mLHiKlos comienzan con unu apmximaciAn 
jnicinl y gene rein una Aucc?ii6n que convctBC a unj rif/ da In ccuacit^n, cri n>i!tixlu c^ cxi- 
lOMD. Si ^1 cii un inlenalo dondc J(a)y fih) licncn *ii^m dncrentc. cnEonccs c! mtiodci 
- dc hisccci6n y ct dc ptisicidn T^hu converjjcrd. Pcm la «Hivcf^nErij d£ aitibos scti kn^a. 
Foe lo gencrsJ, kiara tum convcqccitciD rnJii rjpidd yiviind<) « I mftixlo dc la Mcanlc o cl 
dc Ncwt{ffl. Ambos requicicn bucms Hpimimwckioch ifiici^lcH. m^iodca Jc lii lii^c^nte re- 
quicrc dot y um el m^EiidD dc Newton: poi iJinto, cl m£itKiU» de bisecciAn q cL dc pogiikiAii 
filsa pucden servif ccrmo mi^DdtH inicialcii en cl m^KxIo dc la iccBJile o cn ct dc Ncwtpn. 

El mdtodd dc MUller mw dsri una convcrgcncii riptda sin una uprnKinm-i^ iniciEil 
muy buena. Mo es Uiii cl]cicnle como cl n^tcido dc Ncwioti; ordcfi convcrgcncia ccr- 
£i una nh. es aprnnlmudjjnicnEc a = 1.S4, en conipanicii^n ciin el t^t-n cruadr^liuo, 
m * 1, del mAodu dc NeHVtnii. Peru C:^ inc}f)r que cl m^Lodci dc In Nocanic, cuyo unkn en 
aproximadunienEc = 1,62 y li<^ne b venULja adici'Dnal de aprnKimimfcc^s coinplcja^. 

Lu define gciicnLlTi)ciiEc ^ cmpk^ con cl m^tcHli) dc Mb lie una ^t/ que dc- * 
bconiTiBdo urm rafz aproximada dc un potinomiD. >kcKa la apmjcimacidn, apLiquc cL m£lo- 
dc MUller o cl de Ncwion cn ct pollnoFnin oiiginnl qu« icn^a c^u raf^g ccimo apmxiEii4- 

Mat^rlsil pTDl^lfto pew u > ■ / m . = j - .i gfor 



djte Md&l. El ptxscdimiesiio gai^^ 

^lufiAfi dc fa ecu^K^n vctJ^iderii. node laecuacidn defl^innsicb- Rt?i^Hintnditn()f el 
dcL m^lodo dc MlUlff pura obtcncr i^nl^s la^ r»|ccs dc fx^ijK>[TU(n, laniQ: fciIci ccum rom- 
Tbdlbifn pucde ulilizaiK cm ucul funddn cuatiDiui iibiinria. 

Miu com^eixieaciA sfntudmii raiceft coinplejtt (v^^ [Hp, ff. 176- 179] ) 

idetbdo do Bini fbo«ai)ii« 

fHni if>jl^EHb intercuuilc, cl de Cauchy, aitcimji al de Molkr, srib q^ue no iiicw^ 
en d probkpia delb^^ jd^umIo 4le MUllcr, cti4itdo/(f ^ - j} - pifi iA^ 

llcr. 

0*n una funcifin / y ur^ uAcrMciik cipociftcidbSp un prt>grjmi]i ^^Tk i4;ncc duiKti gci^- 
nr und aprdXimAGL6ii i UEia d toludoon de * ^adu und un otoc Abflolu:* 

iOl O iwulVO unUXuilC iMWmtlmBlam^ Hn IfWmlllflDff .BMiln- OB aiy pHWMlat <m till 

rn/onahk. Si f I pfogr^una no pujede rmJi/ar esu tiiri^L p^ir lo meno^ dcbord dnr eKplicrvriQ- 
n&k k^gicaa de P^l qui jao sc coiukjiguid el iiuto y mu rndkacidu de cdmo ccntegir U cttu* 

LMubciitiu i^t^^ utDixAfl hite^ dk^lii^ mn de^ 

ci^ pwi apn:ijcinuLr vann& rofw^ ck/f j-> - 0. La mtJna ZJJREN, dhcflnda pof R. P. Brcnl^ 
uui uiu conibinj^LikL de ifiterpokuij^ii hnejl, una inlcrpyl^itjiii ci>;Hlr^4ic;t invc^i^^ jtecne- 
Jiiiie al m^Ddfl Mliltet y d maado (to bbeccidnt f Jtsqificrc que ^ gsiMxifig ue jni ji^, 

de TMSL ^ b&SND u una variiinle del n^Eodo de MUller y ifin^xim^n \m otrm tk xtm fm- 
nAd^ nol/ €uwd0>Sla ^ tkpcn oprpuinanonc^ inicUlcs pdbrH- L^m ruiinu pari d^EEr- 
Iw^^^b^ un Ltbcm jK>1y de C y #1^^ que una 

dw^fmdx^ de Jenkiiti-fniMh pact m^ntrar lait oetm de tu p[]lii!m^|ieal; ZPLRCp qw 
u^a el ni^H^^ dc Ligucrrr pam detcmiiiifir Jon ccty)^ d^: un polinomia r^a]; y nitino^ 
c^e^rtts^Kiiy de C y ZFOCC de FORTRAN, que nun d m£<Ddq de Jenkini-TAiib |W4 
cnDDfitiir Ibi ^beroi dc un polimfrici ^^dcnplc^h 

U sgbrunnia dlSodc de C y COSADH y CQSAZl' de POItTKAN de NA£j 
c«>rrihiiiiKi^n del ni^iixli) itc HMCCldfL la hntetpdaci^Vh hncal y la cKiTapt^l^knAn pEfA apfb- 
jumor un eero rcuJ dc/(x> 0 a cl Lausrvdo lo, b]. La fybfuimn C05AGF « rinuLBf a 
COSAOF pm Rqutoe an vak^rlliiii^ « vet y rcff^iiK ihi^^ 

loi qti^«0i]ftiw una rel£. Las itibrutiau C05AIP y C3QSAXFde FORTRAN de: NAO imo 
un ri>^iodo de coniinuacidn Con una iienicidn de Kcan[e [w^ apmiimar e) cem reiJ de Un* 
fuDCi^. AdcRi£$^ NAG pcofKWckMUrUs «ubnilinfl& CD3AQP COJAfT|uri aptwuniar ^ 

uii iti^kiKlo modiOcadf:! ^k^ I ^r^iJcrre pari* cucontruln^l^i^k^ 

:j,ul^rutjn4 T^^io.f dc l^kTRA.V de nciElh u?{a una 4:oinhinac[<^n del in^qdod^ bi- 
ieccudd y eJ n^^todo de Li ucajile^ desajTolladd par 1'. J. Lkkkef porm apraiLimaf un cero 
thI ffe/^) ^ 0 eo d intaval&t^ RequieK Ik c«|KKj6ca^^ b] qw 

Cqfilenf^ unt ru/z. v crj^r^ui ud lutervdo con un w^miBtm^^ 
hrviina ^dzjo.Td^ FORTRAN Us^ una ^mhinacidn para detonmiimr un k.%rt^ kaH dc /(jr> ■ 
Q en un bilervaJo dido [a^ b]i Lis njtinufi rpiero y upzeru sc pueden uui para a^Kimar 
ii^^ Im MrQ» da un |K)lt3Q^^ o comply. ittpealimKm^ AmbM uiaa d 101^^ 



Material ^oK-gm pof ctorfjciics mor 



m 



Dtnlio de MATLAB, la fund^ ROOTS lirye pam c^^ar bxtai lu niic^i de w po- 
^liiidfiiki, tanto tii^a conn Its i^ompl^iis. I^Mf^i^^^^ 
Vam t^t ccn:aim a una ApnuEim^jdn iniciji] esp^ifii:^ con dcteimiiiada idcrtmcia . 

Mapt<t|&cflHt^ 

itvicrfe d siSiiiot t.^ltO^^NK^, f solve iilUiza win l^ieufspeclallzailaiqtie^^ 
tan cn la formtpitticulftr la tcuaci6n n <;i!«ijema de ccuacioneS^ 

Obs£rvtac qut, a pc^Ar la divcr^id^d Icia m^todOfii kiA pqqu^s pmfesiDfLalcs 
compuUcidn dei^ii cooio fundamcDio principsilmMU: kte m^todos y princip^ que expy* 

dm que nbtienen. 

h^y u& Ubrm cla^ico^ cn U iraolui^kfidi 6c las eciuKian^ no lincak^' Ic^ dc Trmib 



C A P 1 T U L 0 



3 



Interpolaclon 
y aproximacibn 
polinomial 



^^■fla lOaAoi »e kvimta im nffiode poblaclAn en Rstadwi Unldos. 
hiManta,de]!MOa 1990. 
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Z X 1(1'' - 



I I I I I 
l*4q i«n l«H lirm iw IWHV ?nnn f 

Malerial pfot&gldo por derechos de? aulor 



lOS 

] A] mlsar Im daloi anterlorak podiiamos pnguntflmrK ^1 

posibk utilizarl w pan obtrwr iini esibuaddQ razonaUc de la po- 
blarfdfi que habria en — dlpmos-^^ IMS e IikIu^ cn t1 aiki 20 10. 
Eale tipd de prcdlcciDmsi piiede obtenersf por medio de un# riLnddn 
qiK cormponda a los datos dlspofiibte& Eitc prore^ re^Ibe H nom- 
hrt de Uiietp*>la€i6H y « el lema qi« ahora nos ocupa. Este probtc- 
ma deidQgrafliro t^udLa a l« largo del capNulo y <ii lo$ ^jcrdcloa 
34 dg la seccidn i^h 14 dc la lec^dAn 3^ r 34 dt b seccmn 3.4. 

Una dc las closes, dc funcicinc^ mds uiilcs y mcjur cortoeidsiit que "^ttmnd^*' at conjmw 
junto fmicioncs de la. fonrui 

donde n es un enltro no ncgalK^ y „ , , son coiistMiije£ regies. Su irnpomncia dc- 
be a que aprDKiman de mancm unirfinmc A las ryncioncs cyittinila^. D^da uoa fuiici<^ cual- 
^ukim, cfcruiid4i y coniinu^i en un intervale cerradc}. enisle un polinomio que esi^ tmi ^ccr* 
ca" de la furbcidn como » desee. Esie resultado le expresa eon precisida en el siguiente 
teoftcni. <V£a,se Fig, 

J 1 




^ 



Tew^rm l.J (Teorema dc apToidinaddii de W^ferstrBss) 

Suptinga «fiic/ chti dcfinida y es ccHifinua en [a, Para cada c > 0, cxiiife un polizkomio 
con Ib pTDpkdod dc qtu! 

I/Cl) " fX^)\ < ^ pa?a loda Jt en [ci, fi]^ M 

La denK^sTTBciArt de esltf icoiTnia apaAsce cn cunfquier Mb^ d& fundajnenK de anffi- 
9JS mal (v^^^, por ejcnnplq, [Hart, pp. 1&5-|73|K 

Oira razAn iinp<>rl;in[e pur Ie. cujL %t dcbe con^idcr^ la cIsiht dc pcillnomiD^ cn la aprii- 
Kiniacidn dc runcionc^, c:s que la derivada y lu intcgrdl indeHnida de un polinocnio fi- 



I 



Material jKOtegicfo por tferechos cie aulot 



kf boHS fuiidainsitiladel aniUsif nnmUba Fiiir 5U i^poirtancUi, cd^.wpaw qK 
■ poLitiDinius layldT iJnMltdDr de ■ 0 par&/(jt|« Cojno kKkid last Jt^yidui de 




Auitque en eali: pmSlcmd nfalieilM iftejOtVi ^t^XLCtuiLic^iiL-it fi^fix) ^ si UlJJJ- 

■ - ■• * ■ 'jAatenal pi oiugido por dcrecnos da aulor 



t.1 Mtt^flfailitnjfjg^Aii^^ 107 

I"* JIM* 

mo^ kks valorem cA U Labia. 3J: uil tviiLenic hacu^D. 





n 1 


0 


I 


2 




4 


5 


6 


7 






1 


-1 


t 


-5 


11 


-21 


43 





f 



£1 tipo difictillad que cn^Ui«M«3eft ab^^ i^omAn, puei |qs pq|inomk4 

dc TayUvr (ienrn k pn:>picd^ ik que (4>di4 la infnrrruririii ulilizsdii rrh Iji tipn>iimm;j<in x 

cipttuJo. La pdncipil flj>lii;Aci6fl dc Ida poliiKmiios dc tkylor en eJ uiilbu Dumirira no 



ui^ de miflodos oJiemot. Cn e^la ieciri6fi enccviif aieowi polinomioi ds QprcAinuiejda ijue 
j« deufntiw) con »6ki etpitjiKif d«|crnttiki^ {Mmiof ed e! plim (K>r t^lii^i^^ paaf. 
£1 pttMenu <te eneoninr ud. pqtiApiuto <li primer fntdo que pua por I» pimtM di>- 

™ Jo }^ -^1^ por modiQ ds lin pQliiidmio pnint^r graAlg que jaicrpoJef 1q$ viiq- 



Material pi por ctorochos do atito? 



r^^^ 1^="^ 0 




A fin de general izar el conceplode inierpolKLi^n lifi*;^, Cfin!ti<kriftl]i^||(|j(iti^ni^ 




En cfte cuo pin codit ft ' OJ. . . . ^ ii ^nititTiumu »« Ib^^ ^ ^ 



piiinA> K evititfl en, x « Xy Em dec^, 

■■ 

En li fipra 3 5 sc miEc^[rn un di^^<j^^ dc la [rr.irica cV* m L^^a^m^lw, 




m polknornio inKcrpol^ci^n ^ dc^b« ficilmcnte ohora que concccnK)^ h ronru 



Material pJUK-OKao por CkfrjJClKiS OUJOr 



y 




.1 



* 



1 

dondi X iM lisli lij^ - - - , ij, y cs Ea Jiita , „ , /{j^)] y j r Ii vmmc a ser u&a*>u 
^ • cnn e) comando _ * I* 

Pan CikulAT c^omD um opnascimaHdn = |, C^ftlbi 

D sifuiralc paso coimEtc en c^cul^ Ufl r^ldJwi O COU del flTOf iocurddD il opfu- 

I 

^J. EjiEcmccs. csda en |a. ^] bui^ un niirnk-Fu f |x) (a, ^} con 



1 /t^3 - J^) + 



ii 



JT^ |»zra cu^lquacr k = tl. 1, iq^ defina la funci^ j> fara l ci] b] poo- mcdip dc 



Pot tfljiln, ^ ^ C""^^Efl. t%y i S^iUUla en los Jt + 2 nuaiimji disdnlQH x^ jfj, x^, 
CfliTonne il teccema graenliudod^ Rjolt^ cusic fen 4.?. ^al que J = OL 



I 

.. , ... 1 

Material i:roti:?Qido pc 



Pnr <^ I\xi un polinnmio dc grado t to mdk lO + L|-£aiina dctivada. ' 'Nx)p 

■ ■ ■ 

La frirmuLa de flftw qtrt^nida cr> cl ictipdcisia ^.3 w un nrMillulo ^t■^'^^!ct* niiiv innTortan' 

jebdenwfi ApUfaodo li fdnrmlt del cmir de Lipni^GL 

N<5ich? que la rnnnn del emv dd poUllDmiu ilr I .jpran^r p^Errrc nuii ho :i b del p{> 
|jDOftik> dc l^ylur. El polinomio de l^ylor dc gr^^ n L]ETvdt;dof <k tpdi. 
bi infcviiiu^ c<mpdi|| y tloie uq tlrmlno dc ^rmr dc 1^ tornui 

^1. . , ^4 r. cn Jtigv de - V» ffteniiilfldt enor utiGii:«jti;]^i!Pdi^ de it ■¥ 1 iCn^' 



usfl ctpeclfico dec«)a;l(Sniuili4i4^ AiKiQiKS:«^^ikdii9d«illeaea 
EJiMPId l^ SipiM^^die^pitt^^ i*i>njr en ^(X 1]. Suponyiw 

»(krp1«s. HW c] m^ineri^ dc cil'm* iJeeimales Cldll cnlr«iJ4 « vjilof cs j •: K y que A, cl (a- 
piiufiu Jc] paso, la tlLfcrvruia caue kn vjilom Bdyocentes dc n. he el valor 

ik ^ para ijue li limapoLHcifdn lineal (n declr, el pcilUHMnio tk urmk^ i tic J^ijranige) ono- 



(Vf tj I t.T I u i j :•■ u u^ijiuc 1^ Li u I tii; hos .dflt ailtOf 
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Sean ji^X]^.., Ids rnimcfo^ cn losque se fv^ua/, m .i oi [0, 1J, y supcmfix^itc/^- 
ibfflcc s J s jTj ^ J. La a-widii (3.3> sigoiiiu que cl mw lie k inlapoEikci^d lineal o 



l/(r)-m3l = 



— (i - — \u - Jr^l El Ct - - 



PdrlanUi, 

- f(j£>l ^ 1 mix mil 1tT-jAKJf-0+ IJA)! 

Al coaiibderar j;(jr} = tr - /Ji] d - 4 parajA S jr £ 0' -i^ y aJ aplitar Ids mc- 
iDdis dc ciJcnjQ ( vftse Ej«cicio enconlraincK que 



mix. I {x — 



— ^ I0"^ b cual imjilica que A < 1.72 X I0*\ 

Pvcslo qiK jt - (1 - D>rA cicbc ser un eiirecft, una deccidfi l*£ici cJel luitMriD dc] nam 
A = 0.001. B 

partE dc Lb eciiaciAn {i3 } eun^^ puffed iiciitc aJ mor. 

La l^bla 3.2 niu«tra bs valinsnes d« Unii lurKziin en divcrfw pvcilOS. CoilipaojriniK las 









0.7651977 












<1.2S1S1»& 


2.2 


aiJQ3«23 



Pii\.i) - [i^l]^^ {O.m0m) + [l^g^ jj^ (0,4554032) - 

nti^noblc cniTilcar dm poliiitlCjaj<0B:-|ff|d!fi.jti:1^^ lit 
y ijjjf - J.<^.cu|l Ida 

Rn el cv^ (kJ letcer gnu^i hiiy Jik:i foniuu <le eki$;ir d pnlinotiUQ, Una cmibtom n* 
pner que Jip • l-h Jf| " 1.6* ^ J i|ue JFj « 3,2, Jo ci»al 004 da 

La (iCra Coasislc en suponcr qiic J.Q, a, * l^, jj • 1,6. y J] = J,94 lo PUal 4109 

EJ pDlinomio dc Li^gmn^ de ctiafTDgmdu juliza ludu cniradoi^ u vuJyrcs dc la t£ibl4,. 

ExprntM dbt&Kt^» giMo d« ex«ctllEid cart bt i|iFrilixiii^^ wferloru, 

-Pj(13)i F^f 1 .5) y f ^( 1 .5> ociincidcn c^ni tins exnciiiinJ ilc2 X 10"^ luhiJiuleji. TiaHibi^n c*- 

dc Jo* d4iii>b |ifop(^iofLado». " ^ " 

Material pi por ctorochos do atito? 



rca] dd/f L5f LRc;nKiffLinim inmci la mcjnr opm^iniaddn. que ulili^a una ma- 

yor C^UdtKl k)^ djl-n^ pit^rcionadn^. 1^ esic v^ajio no podemtH sfrvirno^ del lAntuna^ 

M error 0 t£mijmi^i|^ en «E ttoremi 33. y ^ que iicf^j^d^^ ciwu 

Um diflcuJUJ pr^ iKi que i>Kurrc vun la intcrpol^dn de Liftmnj? ix^i&ibt^ cn yue «1 
difld] de Apllcar, jieihcralmfinle d grado del (nlmmid^ iuffietiE|»^|^^ 

bffl nbtcner Im noulc^i^ ;i pudir dc V^hn^ prilinociiitnH hasta qut K logti una OflfttsptJfl* 
d«nci« «pfopii*d4i como cn til cj^mplo aiitcnof> Adejni«» el inbtyo re4luuHk» id (fdcvW 

mweQ uinpoo0«s;iii£5 f&cil obieiKT Ucutm apmitlnMciAii. up4 vet cofuxkla la tcrocj* 

Xoma ijiK M apfuvecben mqjujr 1u« calculus anteiwceit^ 



. ■ x^,y auponj^TiKH que m<^t ^* 



Si j^j ■ 1, *, - 7, *, • 3, jt] • ^Mi^f. y si /f^} - #'/aiiniiPe*^,;t4J^^^^:^^ 

cri - " ^^^^ - ^ ^ ^. : ^> ^ 




JteiMtmcMn Para fatititur Ij nuuci^n, ^an (J ^ ''o i rtd^i ty^^^ni jj 
do ■ toroii*. SIO s: r ^ * y si r* /J, emaiiMS tftx^ =r ^/ti^, mI ij* 

Material pi \iK-Qm por ctorochos do atito? 



, ^^t) es el polinomjo linkd cte^iwiQim |<i ini»:|jpK 

De ftcuerdp con c) imreina 3.5 Joi palicamioi intspoLaiiles pueden generar£f de ma^ 
ncra rcturaiva POf cjcmplo. podcmo^ gcnci^lofi coiti^ ie illdi^t^lft^J^^ 









- ^1.1 



















































A esle procedimicdto » Ic conoce cod el imnbre <le nuttodo dc NevfltCn La nolaci^n 
P tpit deiaiat^ pot lftc«Biid*d nitMtadket ecm que M 

flJUn dos i^MndiiCc Descender pOf Ij labia jivulc a ulilizOr punlOS COiuecutivtu j, COn 
i tnii grande: de&plazars& hacia la derecJia equivble a aumeittar eL grado del pollnoinjo 
idierpokiaisE!, Dado qoe kn pimccs ipuepen cposec^^d^^iilii^ 
descfibdj dnicamedte an ^^ai$^iiiieji||ir><iit^^ 
inur^ la apwxiituif 

tvltar l03 subliuiicc^ mulliplcii, iica C^^ji). 0 ^ ; ^ i, cJ polinonuo iitlcfpoJanlfi 

£JEM PU> 5 ^ el c;Mv^ 3^ tij^iN^c^ dit dhti^ pdHiMraiw {diapotwiu en Jt • 1.5 ift dlitiivieraB 
por medio In duci^ irtcluidns «n 1».<i dm primeras c^umiw de In IhUa 3.4. Ed e^ite 
cjciTiplo. npiYiKimBniuit f{ I.S> usando el rcsu^lado del leurcma 3.5 Si Xf^ = 1.0, — 1.3, 
jCj = i.6, X, = 1$ y si jfj - 2^ eniflMes £J^ "/U-OJ. fiuo =/U 3>h Qjj, =/a^J, 
fij,!] ^/( l-'X y G<;j =/(2J!). Estos ma tot dnco poltiiomlcn dc gtado i»n (cdiytid^^ 
: i|ue apioxiiinaji/ri 

Al caJcuItt Itfr AfcoitliiiiadDtttt de primer j^tjukt jiJkS}^ oblea tfaiBBlw^ 

ei/i^> * ^ T-TT — ^ 



QMS — — ^ -'^m^ 



3.1 iMiyrtdifeyyflf^^ iiif;'' 

Xj " 1 .3 y .tj ■ 1 .ft. 

£ji fcmna pafnccida, Jos AproxinuiCijaDei u^ando los poliiiacniDB de giuda supi^w c»- 

tindKliipdr 

«b*W>- ^ ■ -Ml^Ti^t 
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Jfi i^sjt <3j.i C?i* 

mopft* potkuw* (MTOpsfw <?4^, C/i,4 y Qu 

En d cjemplot i csfa funcidn m ie c«pm conwde Efsml dejilnptf de flpden cfrf 
cuyo valdr en 2 5 - C. 0433838, C^tM^|c;^^^ 
gil6n de •projiinuckmcs a/(lH5}; 

i^-'pii^ap!' Qjtmm m^tum:: iDtiitiiio 

Ldllo, [Li l(H Vakwes. 
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Material pj uK-OKao por ctorochos do atito? 



Psit laftto, PjCa.ll ■ Q^j « O.T420. Pamiti t]iK/<2.l j = In 2,1 - D.7419 oon cvuttnJ 

1/(2,1) - fjfi.S ) I « f 0.7419 - 0.7420 1 
= ]0-* 



|/rll>-f^2,l)| 



^ (tj.tx-a.iK-oi) 



^S.3X to 



^f^5^ei4J mie el enw leaJ^ 10"*, rttKistii ]i totu dc cmnr X EO"'^. Esm cnniradiccjiSji 

luN itpfDn.iiTUbLHtiRcs dc cyaEcodfgiCDs. y In ffSrmijI^ del crncyr KU|K>fiC IIFI^I aritlH^tiCil d^ 
dfjjittji& mfuiiljua. A eJlo debe que nyE^^u^ crture^ rtialcii uuLyoitis quf h c^UrrL3c:id?i 



inlwpolxMn ItersKl^ cte Neville 

Para rvaluar c] potLnflmlia inBcrpoliuHe P cn to* fr + I nCilKnos 4JsllniOs x^.,,, j^tati 
niimcm J para la fujicidn 

ENTRADA Ins numrmH Tp, r, , , . - , j^i lpfT:%/(^/(^| /{ | cojna la priniera cto 
SALIOA la tflbJa ^ con Pu) = Q^^^ 

pJH? J P&raj" = 1.2. M 
para/ ■ 1+2,...* i 

[oirtc = 1- ^ — 



Sr puEctc modifLciLT cl dlguduno piii3 agrcE^ir nuevcis nodna intmpoliinlcH. Pnr cjcm- 
pJc p(ideiiHH haocT unu dc In dc^i juaJdad 

l.Gij-C?j-i,j-,l 

Ciunn -crLtcjiQ dc poiD, dondc e cr- una IoLct^iucjil pri^Hcrita del cnxir. i^J la dcsigualcbd 
'vsf^jfB^Eera., ^ Rcr-A utid BprDxirnacL-dn nmiiiiblc fl./(jf)i Si ^^1^ sgrv|:^ Ufl niiV>^ pun- 

Material protegitfo por dErr&chas cfe au^or 



34 ii^MiSipeiA^Ufi^^ 



m 



c " Inlx + ]} d. /CO 

pnfiricpiifiifeflici 
fm- I.IUKKXXXl 

4 Ap4ii4uc cl in£tuk> tic Nc^ ille para ubtfiiier Ijts &pn)\i]naL'L4jLifei^ ilel cjerckK) 
-2, *i -1, Jlj ^ 0. jTj = ] . J jij = i 

K fit} + 4JO(JlJ(**4J0tar.* lilOl 

tl dDcficicnUr ij* Ji* tn /'^(Kf cs 6, 



1ie|ri[a «] ejerebcin L I Lundo Mnpk y Ia j^rJiMt^Lka rcUufiJe^ a ihc/ df^llxM. 



DelEmrinE •'/(d.S'i. 

utu coca *J *fnjr fltsolirto tn d itiiefV4ilo i-^^ Jfjr 

^fi^^ '-y- : '' ■" J/ '" ' .:"; ■ ■ ' " ■ ' ■ " ' 

de DaeenfiiKU(h«vtid«lUMall»MpNji«pA[i«MUb^ 

£1 «%driiii»tk NtivlHa tlrve put ij^xinnw/CO) por iAH!d^dff/t-^)»/(- y/(2S Su- 
pcmgi que/4-1) k sotHTf ^pri»6 par 1 y ejmd jj^ I > h iwbMfltt^ 3i EhWfllM CtjMDT 
«^iiliD Dftf inn) Asi viJor del jKiUirainkn Salcqnluilff li aptttlklUtflC^ 



i, fl. Si quicrc BiHtiiillnlur ^, CMiti^^ii cl palilil«i^'llllt«p^ fttda j« on tu Hplbft 
.V(r . . . . y. para / - hiP^ q w I , = /i i, ) y ti =* jiie4l«^M!*^i«>^^ ' W " h VP^^^^ 
Sc da cl nombie de.MAripotKUiti itmt/a Mwniil HM littli iMqptcOli^ i4viidl|L||Mt3ipHd^ 
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CU J** i»04, im 1965 J 201U. 

bibcn el cmrLnuendD de las. Iifvai ii |KHilJ^ mvcmd {OpewpfUenei brumsia Lf CtomfSnihei 
y^pt^Mit^ diAu ■ tor l^telwn alifiBW likK tnihUnHi, nnEiHK d peso iMwife^ft^ 

mucitms larva, loinadtu cn Ut^ priiiKiO!^ JLas dci^u^i del niciniicnlo. La pnrncra ie|tt!H^ 

% lit iiiini^obnte de L«ffv)i|^t^ dd pao jvniDdiir die 1b 
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U'mM pitasgkfe per dtracte d& eutof 



Uliticc it pule {,h\ y et IiwIk* Jc ^ue, «:||itn (k l« pmu (Jij^ 

4^ Utilice Li pane f par* csl^tnar vilof J* fKCC^o pm^ q.W I ftjx) - r \ £ tO »«jaL 
^^^^ IJ. 



1^ Dff^fcndas dMdldas 

iia&tnicK^ dc gnido cu^dt vcf rnnjur en un pujitu ej^pectTwiJ;, Loi iniuxlm de tlifeitfici^ di- 
vtdidd^^ que esplittceTtim cata ieccUHi, drvea ptn fffikm wmiv$s±t&A Ids polko- 
ntkHw EI estudiD ififfi hiicmai (fe ate iotm loi brMt pim Un laultidM ife am aiteScanSi^ 
M ifndr..1n ^ run iim:> cn lo quti resta del libri?. En la nuyqf part£ dc ii:^to^ ^inti^iio^ de 
fi^h^i^ nunvirk^ se cxaminaii dc mAudpidc Iai Mcrctycl^^ dividi^ 

SupcflguncK que Pjxi c> c1 n^sim polin<]mk? Ac f nigrafi^te que cfliiciicr<U con b 
funcidn /en Io« ndmcro» di^tinldj Jt^ jr,, . . . » Jt^ Lu diferenciM dividklu dc/mipwlo a 
j|« . . . I j^; IMS iu4in paj^ expfi^sfar «i li fbrma 

f,U) = -Jo + 'iiU - ^ci) + 'J^iJ - - .1,) + - * r- (XS) 
+ - - j|) ' - ■ (j - j:^j> 



Fan (kt^miiiuir It «)q OOte qjiw. lii P^[x) vol «$cr1to cn li 

Ic c» dccir 

Dtr ituiteni ftimiUu:. ciiaiidi* Hj^} en jt,. li»iUii^(i|tl^^ U eyp- 

Abora e« nece^dho pnKcntar la ndidcioii de difci encias divididat, que nos PKuerdu la no- 

.:|jfiie|)t|^ A^^,, x,,^] tt define oomoMgud 

U A-Mma dIftnndA dIvididA reUdva ■ .t,^ .Tj^^, .t,^ j, . . . , x^^^ etti dodi por 

nuuwion. ptxkniM nmpmw U ccfg^^^l^^eqi^^*^ jr|} j^i^iil^ 



Material pi por ctorochos do atito? 
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Como sc indica en el cjocicid 17, cl vdw de/lji^ indcpcndacni^ df] orden kn 

nuri^rQ6> X| jCj.. A e^ia ccuacidn S£ \t cmoce con el ncinibn: die fdnnubi 4fe dlfenmcbi^ 

dirididtts iDterpaUntcs dc NnrtoB. En In inbta 3 7 « dc^hc e^qucm^itamcnie la dcicf- 
mifwriotii de li^ dirertrKria^ divididu^ obti-iiida dc los pumo^ dc d^os LihutiMluSi. Con ews. da- 



EVinicras Scfundas TcncCFBS 

Ji/Uil ^ii - — — — 



Vl'il /I^^ ■ TTT 



a;, /[* J **l ■ 



L41 formula de las difertncias divididaji inlerpotifim dc Nev^tni^ pued^ implanbarsc 
por medio del algurilmo 3.2. Sc pucck modifiiiar b ronna de la s^lidoi poro prodiK-ir lodas 
bs diremrtcias divididji^. como » hi^o tn t\ cjcmpb 1 . 

jiLCdft iTMO Fdfinute dc las dtfereticte dhrtdicto InterpotantM de iHtewtxHi 

3,2 f^f^ ubler^f los cwficienieTi de las dirercnclns di%'jdidju del ppluiomia ifiierpolftni^ P en 

}« (n + 1) nilmerDs diiiintos ji^. jp ^. j:,; pan la Fund^/; 




M liter iel p^olisglda par d^ro^chi^ de eiuim 
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fys&I Para I = 1, 2, ,.,1 J 



tome f J 



jr.- "~ -Tj 



■i-i 



FARAR- 



EJEMPLO 1 £a el ej@np]D J d£ li »cciAn 3J uij]iz;ajnos vanos polinarnios intapo]aines pan aproxh 
iiiAr/( 1 i), pdr iDAiiD dc !c75 daLfK ranEcEiidos cn las trcs primcrai coluiniia^ Ac k Labia ^ .3. 

diantt el algcviimo 32, 

Los CDcfidcn[>e^ dc la fdnmJa dr las difcrcEtda^ dividida^ piD^iiivas dri polinofnio 
inleipolante Ncuion end^nlran a lo hrpy ic la diagofisl la tabla. El po^inomia » 

PJbc) = 0.7*5 1977 - 0.4S37057 ^ - 1.0) - 0JOB7339{;¥ - LOKx " 1.3) 
M6Cese qUAcl valor /"^n-S) = 03ME200coitcuE^oDnrl rr-iKikttado dc la scod6n "i.U 
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-Ci.l<)S73» 










-CIJ4S94W 
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-Cl.Oi*J433 
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0.28IBin6 
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2.1 











El Dcdfcnu del vaIot mDdiu aplicodD a la ficiiaci^a ciunckF i = 0, 



si^ifira que, cuando mblc/^^/l v "-T^f ^ algfia nfumcic f crttnc .i^ y jj_ El si- 
gujcntt tcGfcma ^fiKf^iza csEc mulLidoL 

reoremir l«f Supwifamas qoc/E C^[d, fr] y Jt^ jr,H x^sm ndmtim dasuniuis [c?. b]. Encdnctt 

■fl.k ^_ 



I je autor 



ftoMtl^ que/l,(J * f ,{>^ pwfii c«di I - 01, t. ...» n; li'fkiiM^n ^ liuix ii + 1 cwm 

m ■ ■ 

1 ji r(f^miulji lie ht!^ Uir(;r^nt:m> ^JivkUliJ^ init;rpuluni« tie Ncwira pueik eiipe^arw en 
iQunuL JWDplifKwIa cuoodQ ^ nin^luii cojiiM^cuiivjumuito jk,, , , jt^ con c^tpiuciw %iui- 

A]':iil(i^^ii^ Ik MlfCiifa:!^ 

» Ic Harris fiiniiula Ia» dUTcnuidiiMtf r»)i£iT^viii#fit;infl|^ 
ftKiTtB. denomlnjivJia r^rmiily dc biK diftrnnciiift prof renivM dc N«tttiio, iie enfiKiniyc tiii- 
liuntki U ihtuiti^^ de las djrercnciftii prvj^jc^vu A que eJiplivanus il lud^lw deJ m^odo 



0 



2^^ 



Miateritil fTOtegldb per ttorucjht^s ^ mm 
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I 

Fdrrnid^ de las fflfeiKidas progr^shras de Newrton 

Si las fiodos lifltta rspadoss t^uatcb rati x =x^ + jA y x = jj + (j + h — fj/r ^cfVlonotg 

Esla fomna ^ wnote iXm el nuinbrc dr fdrmulA At difnTwisis dividiilas irEr^ 
xivw dc Ncwtom y sini: fi^m iknvar una fcirmula dr urd miiS comun dcnnminad^ rormii- 

eiuiediAdcriiiieidA. ' " " ' 

tkSpnfdin 3* 7 Dads la suwsa (p, )7-[f< ^f^n^ 1^ dircnenda regKsi va V/?^ (I£asc lAoMfa jvj pcf medio d« 

^/*ii=PH"Pn-|- [WlPt ^ 1. 
Laf; poUiDciaaE mayeire^ ^ ddHrn^n n^uniJi^^nicnlc por 

La deliaicidn 3.T implies que 

I I 

y ca general^ 

[ 

En cvnsKucncM, 

+ U J<J + 1) -- <s+ rr- a 




G autor 




UJ ' 5 *^ 

'EIEMPU) 2 $i'ldMiM:j#ni^e^ iltyldiilis.de loc dstoi que.ie dao eq d-^jonpto 1- 

' ^ltltU( 3i3. Primem S«gunJ»i Icnccrnt; r»u^na» 

^rMVfWfU difitniKiii difeneniiuj ilileccxuiu 
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Mmm 





Si ie require ma aproJiirti^idii a/( I 1) una iKhxiLub ]m rtodm scri Xq 

* L-U, ■ IJ* J " 1.6^ ' L9 y ' Z J, porque ci la que utJiS!Ui lu> anlca pwiblt la«. 

dfln &]b ^Igjiincii qnc ft - 0,3 y que J ■ pt^ If> cunl la fi^rmuln « emplea curt 
rciiciu dividldu 



(Vf tj I t.T I u i j :•■ u u^ijiuc 1^ Ll u I itr. Mos .b&.aUtOf 



S] qucT^iAoi aiDfUKimar un valor cuajida jf cstdi ccr^a del final dc los valom tabul^idDi, 
digoiDOE jc K 2.0^ de Due\D seria conveiufule utilizii k» oiDles poubk lus pimluii dc dat^ 

isivaa con j ^ - J y 1^ diibi^iadvdi^^ 

- 0.1103623 - - tft^)t-GL571WlpJ - j ^^J {Ojj^O.01 J8Ili3) 
-111) (?) '"■'''"'■O*^* - 1 (iJii) (1) «W.«X«1825U 

todo r«giit£iv4 0 tl pTO£n:^ivo. dc modo que ihiervcnga la dilcrcDcia dc ocde^ iMs alio. En 
tsic casodiiijxiMmtH de varisif f^mula^ de dikreiKia^ dividi^las; una dc ella^ apll^ 
cable d£ ibadeta dpiiitui cu dcicrmiiudas iitudcioEic«r A chs t^oiicu k let llama fdraM^ 

. 'JM-wMHlllllBH-aBKH |jnv^|jEWH^ 1w 

unt. el m^todo dc Stirling: vc£ mA^ a1 kctor qtlCNl^^ 
Idi k acoiiscj;ui[iOi coo^iai ■ Uiktebraod [HildJ . 

fw la£ r^nni^dQ 4ifOit)^^ ^lUr^du cscpf^miu Xo^inrcsi ptinto iftie V4 « 
jpCEstimado y maicaiiHR Uk nodcH, JhBaHqt j p p:fof Jcbityj ^.j^qwifip x^, jf,H ^ - y oomo 

d«d4 por 

* — — — ^^^^^^ +/|«U(,%%j<^ 



1^ III j^ibJv^is 





4JifcnrrK:lda 






tlivididu 




















A'-^ 'it JifJ 
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a.(JUJ«251 















+ - 



- 05ii«2oa 



Miitcrial j:>rotQgkjo por d^rtchos dc auicr 



CONJUmODE£JERCIClOS 32 

/(M}tl/(B.l) - J6.<M4ia /(ft 3) - /(S.fi) - JB.505I5. /tftJJ - 1B.B2091 

: 2. Uie la I^^uIj iW difcrvrjir ii pfc^^rcKi^ a Jc IMciMon para nWstrufcr poUnnniio* infcrpoLmtrfi dc 
» /t- si A-0.15) - ^0.07131250, /t-fi^3*» -0,02475000. /[-0J5> « 0J34W75O» 

3. UkC U ftitntuli dc difcicnctii jrepAiiVii de Newton pan constmir puUnsmiot inlEipolBnlfll die 
jfrwim iliMf. diM y utm Ju» «f uimes dittuft, Pcv medio de ciJi unu de kn piluiinnioii ipi^ 

4. k Uk cl algoriuno 3 J p*a i;oiiElruir d pdJliiOniiD inteipqIiiillE de piido ciulro cfia lut puD- 

.■<5f;0 -ft.tmx) 

0.6 -SI 7788 
L.0 -4.J8J72 
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Material pi por ctorochos do atito? 



% til JJfepiliflBftrc ^'^■■^ IQ'! poltiuiniai dc dlfrRwiaa dLvidldt! profrcaivH! da ttoM^pm 

If 

;s!i(^* ^ + 45? 4 a? + iKr + I ) + (If + w + Jjsji) 

^^l^^^fj^^"^^^ ■ ~ ~ ^^^^^^^ 
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II ^For quC Upulq (ji) na viola Ia ^plfldaJ Jc im^ularLdul do ]« pa^pu^kkM inHipolajileiil 
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1 M.D 





en ku iH>dcH jq ^ {]. jt, - {1.75. Xy => D.S y jr., = H.li. ObuQ|$a/(0.TSj^ 
J3^ Cud iuu fuiic»6[i/Lu JiferHKUu dLvididu pnigiciiiviia cUdn iI^kIu pur 



44 -a7 /l;rt]-6 



Mateiial pi aii,}gicto por doi achos cie autor 



mmieifl^m lit 

Mtr En U inUoducciAti de csir Capiftillo w uicluviS litia taHa <tM^ contiow l-i E^iSURjOA il^ Fjfti- 
dc» L'liukit J940 a J 990. Ulilkx lu difefenciu dividiiJai «fctu«fai foTa i4«n»(imar )a 

b En pabbcl^iip ■pnxlisail^^ ilc 123 :03 OOO. ^Ciill «ii4'* «diillik i»i 

Tiiud dc 1m 0fm.mmp!Bnfl^ia*e!^M «lt9« 4it 1965 vMVi 



jj^^ 



33 lirterpoladdn de Hermlte 

de Lw^ran^, Dsrfo^ rt + 1 ndmcfo^ distinin^ i.^, x en fu, ^] v lot cnterM no ncga- 

tivoi rta^ jn|, , * " I ** iMximg, mj, . . - , m^}. El pQlinanuQ (HcuJintti f)U^ AprDximft 
imt fUnd^^.i cHai A-l. en Jjt pan cwdi f - 0, . , fr, cs d potiaomto d#:ii:iagiv g;pdg 

#f ^ ]^ ffl^ + ft 

^ M Ueae + I cocHcicfLieA gu£ podemui uLiIizv para iJiti«rKuii4. 



que. cuanddh n - 0. rl puJihomb dsculanic ^ut nj\rti\\m^ f ri Nimplenuntr rl 
pnLinnmjci Jt^-^FdrntJ Taylor j^iirj /en x^. -Cimndo ai, = 0 para c£da j\ ct potjiigggiig..EKSt- 
lonit es. el /?-^m0 polinofnio cle Lagrange que iiitairpolja/cn jv^ Jt^. 

.^/^ib^fdij^ f^ de HenDll& &o oita ftiodiAn dadia/^ esftn 'dllimoi cmmenlu coo/ 

la miima "fonna'' que la funci&a i^^r/{^Jlf en el jeiJlidc? de que las tCnet^t Uingeni^s dcJ 
:|Kfl£botDk> niiKhtes con l» de li fiin^do. A^nptpi^^ Jof f^tAapi^^ 



que co[Kuerd3 ]r^^!^^M^%J|l^.PQ^^ 



Dmuq de e-iti: odnLeAEci L^j (x](^d4;i^ d[j^';£^ki]a_ piTLi.rwjmifB' tki ^j^fl^'^f jqh^ ft 



tUmcstfifCfift Ante tQdq^ (eoicf^e;^^ 



Malerial protegido por detechos da autof 



que /fj,^ , coccuajlsi con /cn .t,,, j|, . . . » x,. 



Material p&KHjkJc pof dortniiios d&AUKyr 
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- T.Klp - x^) 
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- .T,jKt ^ .T>) 
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247 
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- ^^Hj - J|> 
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9f ' 



lOfi 17$ 



M 145 



/so . 173 152 V 

/50 , 145 104 V 
/so J ITS 152 V 
. / -100 , 320 247 \- 

^%ip= i|f '^ M^ [^-^+ — ^ - — J , 

-^i /50_, 145 IXmV 

^i^^ m l^y^ - — * + —J . 



3^ ^mqf^9tf^ih^Hiinim 



* 05118277. 

los potliK>niii>& ck I^gruigt y sus dcrivjidjin hace ledioso eJ prticcdimiutitoi, aiiQ pant vnlo' 

rt 

3f Ui%lid(ltl4a entie h n ^^ima. dircrencia divitt y WMm^ 
iltcseribtd en el k'OTcnu J, 6 de L sccd^n 3.2. 

$upnii^uiJK»i (^u$ los jlUmcrci^ disiiiUM ■ • JE,. ciilirt dadcw juntn cnn los vdl6i^ 

paracadai = 0, I, .... rt. 



dM^,apt|!BS)>Jaida» k emp^m fdrmula de ilifercnciu divididm iiUBfpoldmei de N«w^ 
loitrMtH^ que M emptem m lu oohmuus fte la« im prinwna 

«ii|^dtdop« 

^/t^-^ S /Iv-"* ^fr- -^*i3^ 
Una demwtracjdn dc caitc becbo vic^itc cid 
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rt- ^ 1 jr- * 1 








ft -ft 











EJEMPLO 2 Ixs vftkiies de Ji uibli J. 14 usan Icm (kicn. del c^^itniplo 1 > Lot vtlum MjhfttjraduA mhi Iur 

//jtU>- 0.62mH{*« - 0 5" 1 -U J? 220232 f + (1.3 - l -t> w;7427) 

+ - 1,31^ L5 - LGM0m3W7j - (.1.5 - 1 J - l,bMOU:(36<*3> 



L2 1! 

1$ ^pmm- 



La tfcjiita upliujida en el Alfudlnw 3 J P'^^ mnplinriie y a-<mi>i« paf« iktenJiinur Ptnis 



Material pJUK-OKao por ctorochos i3e ouJor 



1.3 IflC^ypo/sfiiirt rfif ^femiff 



InttrpotadfiniteHennlte 
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Para ofctoier Ids cocficieilto del paliracmao inlerpoEanic dc Hcrmilc Jll.vj tn lew + Ij- 
nunicrDS dislinlds jEj^i par^ la fund^/ : 

ENTRADlA 1« rtiirtlcrOi j^^, ;f ,h . - - . Jf„: v^«w/(jqji . . . , fUj y /(V* ■ - ^t^*!^ 
SAUEM kn niimci™ J?,,^ (?, Q^^ , , dondc 

ftrw ! Pot I = 0, 1. , „, jf paws 2 > 3. 
/\asc> ? Sea =■ A^; 

ftjKP J Si J ^ 0 eoEOiiceN EOnie 

'^ii 1 " - _ , 

parzj = 2, J.---, J lomar^^ = 

ftr^ 5 EUnt AD A (Gi>^ G, , , >^ 

PAKAR. 
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ZlWOJi 
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d. X 






-as 




0.7SIO00CI 


ai 


-0.6?n49^J!>K 








Z.ISWOOO 


0.2 




3.340-^.^271 
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LJOIKKn 


4.0020000 


0-3 


0.00660095 


2.6666^-4 








0^ 




2.16?29>66 



Material protegidopof 





fenf 












13..^ 14 157 




0J5 







red. 

Jo*. ■ 

Su /{jfl = Jw' - 

c AfRUjJnv/t 1 jOi3) pw nwdiu (lei poliiuMtiio iitUfiMlwit dc Hcnni(« At jrado miniino inr 

- I, - I. OS ^T. - 1.07. 
Um it fdimulu ile tnw M«pk {mji wtHitiif uu cau 49 kM «nwe» en liw. iifviMinittltwMt 

A|ifn^lrTw/n .]!!(> pw mnUo de f/^a.Z.^ y donk tu« kit ^ ), 1, 



3 



l.lOSl709ia 



n.?7.V^^Jf►KI■J^4 
1.4757618^ 



Tlcimpb 
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S 




DL»i4trK.Lii 


0 






623 


m 






77 


«0 


74 


71 



I- 10s. 

k LV Id drrlvida del po^Lrmnki dc Hermltc pin detmrvtrwr fi el mmmdvil rAm «l Unule 
dr vvtiKiJad dc !S rr>lA cii li eimun. Dv avr toC, ^jsutl Ci%|lflln0i»m 



Mirteritil fTOtegWo per c[i>rLM:;hos iiulor 



34 InterpotaCfdn dt Cworf^ <CtlkOi 
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Ik Deduzca cL lAnnim ic mW en f I Deoremi 3,9 fJujyrTiHrifl; nfJuliiS itiiiinft imiiiKift 
Ml la dcdiicf dd onu dc T jorjngf iconma 3J, que derciK 

^ dcmicfitn: qut ^(iT) Iknc [2fl 4 2) crnis E^i^ctinCos [o, b\ ] 

DcmiKffti? que d poHuoniio cubic? df HrFmilc ^/j<jr) limbi^^Hdc jn»rrilHr^cwi?/l:^3 -i- 



TiA [KIT iDcdta dc u£L p^HiKnud en un inLcn-dc^ ctiradDL Sifl fefflb^O, L luJumJc^ L^-UnlLvifl 
tJc pQ[LnomioE dc atco gj^ik] y la pf nj^icdaif dr que ima DucCLLacicSn uria parte pcc{ue- 
de UA iMerv^ puede Dmionar inipoiwties flTictuadcmes^en lodoel m^g^ liinim su ud- 
Uzaddn- A] final de eiF-UL Kxcb6ci >^cirn!kK un bued e>±n^>(o de tW^J, (Vi^ b Fif. 3. 1 1) 

Un pfWflfiTnicnlo ^llcm^ cofisbic cn dMdir cl imcn-'^o en una scnc dc syhinam-a- 
Ids, )^ en cadi subinl£rv^o cons^iniir un pnlpnomio (gcna^liwnle) difcrvntc <tf ^proiLims^ 
ci6n. A es^ furma dc zfiTDTiinuir par mediu 6c fuDdoDa SiC le codkv ii|kruiiii^ 

polindinjcfi Fra^mentarla. 

Lm apctiKimactilJn poUndinjca ri^gment^a es li InterpoladSn lineal rragmenlaria qiie 
HBisstc cn inur ujia smc dc punraii dc ddilns 

DiodianCc una smc dr scgmcnt'DS dc fkIhs, EtjmD tos que apar^ccn en !a (];gui^ 3.7. 

La apfoumackdn por funf iones lin^ales niucftii una dc^^nlaj^: rw ^ lic4K la ^uri^ 
dad dc c|iic bayi difcimciatHlidad cn los cTtUrmos dc Icn ^ubblcrv^los. lo cuaJ dmliu dc 
un canlcxiQ fCDTnfUicci Eig:iiif]CJ que La rmicinai Lnlcrpolanlc no r&i ""rllivic" en dbchos pnin- 
to&. A mcnudo lsi£ condicionc* fisicss indkan claramenlc qu^ w rcqi^imf esa ct^jcinn y 
que 3a functte apn>iiicnante debe s& conlinuanience Jifer'e^nciablt. 

Ouo pfOCfdimi^ei? CCUSt^ CT emplcar un pc^dnomioi fra^mcnt^a del lipo Hcfmilf, 
r}cni}]4D, ii Ids vBljEscea dc L& fiinci^n / y dc /' sc conuccji cn ptuiCtft Ji^ < j, < ... < 
podcnxi'S cmpbcflT un pdinomk]' dc Kcrmitc dc gradD im en ciula uhd dc IcFb ^ub^nLrr- 
Vllos U^JirL)> U,, J^!- rrrp { ^ |, xj para otncncr una fiinci6n cojiiinu amcntc d3fcr™:iah]c 
eo el ioLeri^ xj. Si qummos d^cJlennLnjar polinomto cubicc^ Hcrm ile acm^piado en 



1 


1 1 ' 

Material protegido par 


Mi 


iJe aulor 












DOT cl c^lctilo !iia {prtn dificuli^. Sin ^itHbargo, pan loi polei>OTiik>£ fragiflCB^Ii^; 

Hfnnilc cn la inlcipol^t^ general nccc? iuunos condber li d^i^^ 
vu A ACT iipftjjitimada^ cuul muchiui vc^^ Op ^ pd^ls, 

Eki 1q c|ue nail ife iiti: iKc$dii:icl^^ ti upraxUucida ptf in^fici^il^:|pt4H9#*'~ 

mIoa &BgjDci3iHii0& q\m no reqiucnm inibnEuicion scint Ift qplEi, n|Qff 

El Upo mfi^ simple dc rufiLiiki dc polinuniiu Cr^^mcnlariu difctctfe^ublc cn un LiLlcfV^^ 
L% iBiJt fiftictdft obfeiiKfti i3 ^iiir nn pdJkMuia a»df^^ eiitf ii^ 

biiD« COm^ycndo una cuadfftla tn [jt^ jt J qw COKucrdc end 
funcidft cfi jt^^ y ciutp; y aif tuccsivamentt Ln polinDtnia cuadr^lico gct^eral tieae trtt 
ctvuiiunicsi arhitranaifi --"cl ifnniDu ^unsianic^ cl cocriciedic de j: y £1 cuefjcktil^ de .r^^ — y 

lervEilOH por ellov «xe94q ric:cibi1]di^j|i^ permiie ^tleccionar la cuadrddca modo qoo |i' 
inier|KpLsnti^ i^n^^ii im^ deniv;idii cnndnua cn [ v^ ^^1- pinblcma dc cfitc proc^diipiaiio sc 
pmsenuL cuajKki hay que especilicar la^ condkLoaes r&t«^let a la derivada de Ia MiteqM>- 

Ld aprOKimaiLlAn pulindmica fhignvnmria mdi c^mkin uiili/n piiliiU3iiiici?i cntre csida 
par ujn^ccutLvo dc thxkM y redbe d ncMnhrt dc f PLteipobidriii <k irfoadorcs cublcwi- Un 
poliii9fiik> cdlflco g!CfKiiU comi^^ 

dor uAbko t>fre« siificitntc fle^ilnlidad para garanti7.ar el imerpolanie no ^rtlo 1*5 
COQliniLiuTLiTntf dircrcnciablf cn cl inEcrvaJon sino que adcrtt^ IciigA una s^egundl drrivA- 
dd 4:i3iiLiiiua tn t\ miervaJa. 5 in embargo, Ja con^uucei^ del tra7.i»do( cabico oa fe ju- 
(mnifrA?^ lis dttdviiSH del intatMbM^ottm iijiiivj^M 




Pifftniet^ StXQ pait una fuiK^ci/dctinifdjia en lttf y iin ranjunto de no<k» a ' % < < •■•<J(^ '^ b 

S(x) cs un polipofnto ci^^ay^ ikn<X«lu CH el jjubinttrvBlu ^Xj, |} pua c»- 

b, S'iijJ = /( t,^ pafft t.:kJj jf = (J, I n; 

*^ p» = W I ' I"*" '^^•i = Q. 1, . . . , tt - 1: 

Aunque Ids truwJorea ciibipot 9« derinen con uUva condiciones de fronteia. las con- 
ifidMen 4idw at (f) MM tiA£ii^et^«si'«iUi^'i»to. CuiOdt^i^-iihiinfiiB tai iutdteioae* tte- 
Erxintcm librs, «l iroMidor reel be «] nombre d« teaudwr rwtunl y «t jpiftcA w apfOKima 
I Ja foniM qu« adoftlidu una vuiDn laf^a y |j JU.J^^ 

iffiiiiilRiuiiicnifl}^^ CO laicwiiciwM»d» ftMrtm nijeta «c Ipfnui AproxinittcioMt 
mis eucT^it, y4 ^ atuncBn mii iAfbrmteiAa acenii <fc la {\inddn. Ptn p«ni qne k cum- 

pla este lipti de oordick>ti tie rruntcn. ne ncquiere E£nffi|II.V!!l<!f|^:^^ 
cxtivitkM fi IncD uiu apriuKiiiuci^n preciu de diot. 

51 qv«t«n« ^qii|(bi^^' l^^ del irazB(|or: ^!|!itip^ dto id|^lintliii|da l^inctaii /. 



Material ^OK-gm por CkfrjJClKiS OUJOr 



parHCnda/ • Oh I b - L 

E*li timt que 

,pUicailaJ -0, 1 tt - 2, 



Miit&rinl pr^itegidb por ctC'ru^iM&s de outer 
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1 

3 3 

Cidfti « Ip 2* . . . , If * t EWiiittjW^9wiw {cjlfi.p ctfttttfeefiipiiiM^ ya que 
1m vilorti de {A^J^y tii^ 

Ndleu 4tue yn^ vex que »c conucen Im valom^ xk Icy)^.^ eoconvrar cL re^ito cte 

CDnMnur ]m^p06bEaiM cdbicoi. {S0ij^ is fdciK 

Kl ii5(ciTiig-tntc iiK jp^il que w pleiniCiJi cr fic1aci<>n Con csi* con^tmLckhi s| poe- 
dea fklenpiim ins Wgrc^ de i^j^m^ P^r medio ilcj Aistcma dc MuACitmct diuk Cfl 

cuanda 3f» eiibil^tomm dcB cmdkioncs ftooiMi de la parte (fl do la delmkiSa 
Us dernofitr^one^di: csljo|t«a^^ 
|3liC4Ui el cap^ulci 6^ 

IiK^MlQ%H SI MiiftMk/eit Jifi < < "-^^ ^vj^ - i> cniofKV^ / tcndri im laierpoknie dnico d& 
plc COD lia^ pofldidojiei dc frcmiem jT^d) = 0 ]r S^^bl = • 

Las dm ecuBcioneft c^u * y " 0 jiint(i con lu^ cscuwioncs dc <3.21) p«HliJceii un 
siBlcnw lincml doicrito poc Ja ccuocldn vccUKriai /ii « b, dondc i!» U nutilz + IJ X 
Ql > 1) ■ 



1 e 

9 



Li- 



Material pi por ctorochos do atito? 



(I 



y 1 = 



1a maertz ;1 s& ^trtctamentc donimante en i^nlido diagcmd, mancn que sali^riice las; 
hipiJ^sj^ del te^tf«ma6.19 ik la SAtlf ifin PortuniC;^ el tsieUje^nd ILueal Eicdc uau ^boliuci^n 
iiiiicip[iraCj^*73^...H t^". l ■ ■ 

J^fji^i) » ■ 0 pMds ybceoena poi medio del itlfioriUno 3 A 



tvazadoT cUbko natural 

Plara con^tniir c1 intcrpoljuisc [w^fldnrcCbiro J dc la functdn/. que w dtfmc cn lew 
itKTus j^, < j| < < jij, y que ^li^race S'^ix^) ■ S^{x^) ™ 0: 

SAUDA fF^, Jb^ i^^pufaj = 0^ 1...., n — 1. 

fl^io J Pkfa I = 0, 1^ rt " I lome ftj = ^-4 , ^ jt-. 
iPjJO ? Raiii i = 1. 1, .... « - I lOEM 

tfiding^miit iilitizando d fnAodo dtsrrilo fft at^nrltfno 6.7.} 
ftise^ Psra j = 1. 1 rih- Ji - i 

Paso $ Tome = U 
z„ = 0, 
f. = *>. 

flfliotf ParaJ fl - I, n - 2t,, T 0 

Materlaf protegitfo por derechos ds auLor 



I 



Pqso 7 SALIDA ia^ h^, r^, i/j, pan J - fti I . - .^t w " li! 

PARAR. m 

En cl ciiSrU tkr Las candicioiwi ik rronlifra lujcla » obli^nc un rraultadD siniiliir [J del 

fwrnno 3A2 Si/cislS tklliiidd en = Ji^ < < < .i; A. y cs direnuKriabk en y A, aimniceft/ticnc 
un untLO irazadix N4jjclo que tiiLcrp<ib \m nodm Jt^^ Jr,H ^ . . , x^, en dcc:ir, uii inlcrpnlimlc dc 
lra££4k)f qui; cumpie cowlicioncs dc I runicro Tin) - f\u} y S'ib) = ■ 



D^mo^lrxiAff Pticsio que ^ S'la) ■ S'O^ « pi\dcmo% vcr que li ecusciAn 

En consccucnica, 
Dc ttiancni fytmcjant^H 

de inoddiiiJif la ectuici<)fl {3.2(1) coci/ « n - 1 imptica que 



y que 

La.<¥ ccuofioncs (3.2 1) JurtLt? can ccu^iciuncs 



cktrnniudn d sisicittn lineal >1k - b. dofide 



A - 



■ " ■ ■ ^ - ' ■ I » ' >■ . ■■ ' , 



ft. 

p 

& I ■ h H 



1l - 



l.a lOBlrix ^ cs csarictamcntc ilonitn«ntc cn iwntidn (ti^igi^nal por tuita, cuirple cchi las 
Lu suluL'L^ del pcuhLcnia Je lua LmzjLJviey cdbiciK cun fundicitMiBii etc Inkfllcftt 



Para consiruircl intcqxttuite dc troTacta citbka 5 p4r? U funfitki / que hc define cn Ins nd- 
Kfteros jfj < X| < ■■■ < jr^. y que s^sfau J'tJ^) = /'fjr^} y J'C*^)- =" /'Ui;,}: 

FPff 'fixj. 

SAUDA <r^, r^, if^, p^ra J « D, 1, .. fl - 1. 

(fifaia: S{x} - S^U) - flj + A^^r - J,) + f^(J[ - Jf/ + ^t* " Jf/ZMftl Jt, * Jf S jf^+,.J 

J Pv^/-0, I IT - I tome - *j +j - ji^. 

ftiw 2 Tome ^ 3(fl, - j^J/fto - 3 FPO; 

Pa»S p^i'*U3 a-\ 

3 3 

4 Tome l^^ (ttu ftu** 4, Sy6y jxtrtt tkfi paw 7 resMhvn m xi^ffftrnt fitttai 

IridisiffUiai utiiilfinda im m^lfnio di-SCrilv fn W afsoriftrta 6.7.} 

AS, = 0-5: 

Malerra[ protegido pDf derechos ds aulor 



3.4 tnteijioSgciSn de irojoiSaTti aitiKot 



U9 




Paso 5 Pan U2,...t n — i 

Poso 6 Tbme = A„. , (2 - m,- i); 
Poso 1 Pttra j ^ n - I, II - 2 0 

flfljo t SALfDA (flj|. r,, porn y = 0. I .... * « - 1 ): 
PARAR. 



EJCMPL0 1 La ffgura 3.^ muc!i[ra it un jo\'pn paKi m picno vutilo. Pdni aproxjimar d pcrfil dc la parte 
supcritM' del ]kiIo, sclcccinruunm al^umns punl{Hi a 1:o Iju^o ik Id Cimit pur d(ia1(k ijjucrt' 
mot i|ijc pajc la cwrva dc apmhlmaciCin, La labia 5. IS include laa roonknatJa} dc 21 pun- 
[OS dc dtitlK pe1aliv(H al siittenvi dc cnonlcn^Kliu KohrepucNlJiii que Hparece en la figun 3. LO. 
Obntfrvcjitf que btlltKun ihd.s pjntos diundo la cbtva cainbta ritpidaincnic que cuando lo 
hoce con tcntitud. 



FIgura 3.9 




Tibl^ 3,15 
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Al uij||i7Arcl olgorUmp 3.4 pftra gcnenir cl inzmtor cdbico Ittn cofi eslofl datos> sc ob^ 
ticncfi Ids ctKricicntcs que upa/cccn tti la labia 3. J 6. Eita curva dkr ir^^yidor « casi iddnli^ 
Cl il perHl como « obi^ervm tn la figufi 3.1 1 . 



Figura 3*10 j 
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Muter ibI f^oy^gkio par d^rsi^hi^ de mwut 




A fsn dc rocinuir I el asmptirajcirtFi. lu figuni 3, 1 2 ofr«c un ejcmpla grdrica (te la curva 
que K gcncm con un polanomio iTllcrpf^LaJllc 6c Lagrange que Qumspondc Ji Im dalc*^ 6c 
h ubb 3, 1 5h EcwrflndtTse asf un^i L'nlrDflj ilu^itmci^^n del liwiio del p^iia en vucla a en Dim 
pf>^ki^in, En cam*, cl polininniu inierpuljtnlc Jc grodu 20 y ojitiln demafiiiida. 




Si ^Kremoi; uihlizor iiilli&Ettdcir in^^ para dprcxitnar f sia curva. n«:e^itar?mo$ ppto^ 
KimacioncA dc la dcirivadq p^ni Ids c^Lrcnim, Y aun cimndo tuvi^iinii> di^h^^ apmitirmi' 
Clones^ podiiarncti cs|ietar poeo o n^di dc mcjoni a causa dc U e^trecho. QQUE^4^uici4 ra-^ 

Sena mucho m^s diffcil consliuir uu trazddor c^byocy para ApTDTtlmaT perfil de la 

i;^!^^ IHieden resotver pa|! 

Il^iiiaiii ds^tt^^ JliCBi0iainte« qw repciualdit Vdri^ panei de b corvi, pcni en la 
, llMicnir scct^iiJn cKLudiarE^iinDii un pmccdimjcnio mis cficaj para las curvas dc c^ie tipn. 

Pof Jo geoeraJ prcferiblt Doolar con las oondkijCHiefi de fronlerA syji^ ciiaiido se 
apr^^iiQiai) functoiiei por Encdfo de Mzad0CH:^ffiilc^f^^^%^^^^ U fleceddid d« cstiime 1« 

iguatmenle e^padados cerca de ambcK exiremas, pcxlemoii t>bEener hs yproiimaL-lDne^i 
nudiaaie Ll ecuacidu (4.7 J cualquicr f(Jrttiuk i^K^Jadd dc tjiic v\ct\^n en Ih^ tccciCK 

A mancra dc conclusi^ para csta 6occi6n. incluifiemns una fAmiula pva la cc>ta de 
txTor del trazadur cubicu con i.xmdkH3iK& de fi^mri su[i:la. La dc^nraJjwidn de f^e r?^ 
tiy[Hil&vlcM cn (Scbiil« pp, 57-58]^ 

|lW|«tt J^ Sea/e C^[a frj ron mdi^ ^ , If *^(i)f ^ Af. Si 5 el tiHi^laiiP? lirrscn delilQ^I^ 

ctflidifiifc^ ^^^^^^ ini|.dHlcfll4e:^ft^^ '&MttStk m 

Cerca dc Ids exlnemos del im^'aJo [Jt^, jt^^J, lascondkiones de rnmLera libr? n^bi siem- 
ptt dsn iMihadM mcfKS duiittiii^'i raem^ que U FuuHiifi/cssusImcnle ilUisfi^ jTl^ii}) ' 
/T.v^] ^ 0. Uita altcmativa de lattiodicidi] ikfitifitm Btm que requicre el ccukoclmifiii^ 
tie la derivada de / es la coridici<^n iff^ m mi4t^ iv(^Jpi^^^ fistacm^tfcl^ 



^tisfa« /(O) = ./(2k =^ I. 
^. CL^^siniyii el [raz^i^^or ciihicti Libre dif ktA ^^fuicnlcN dsuii. 
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/(it) - Kn{^^ - ^m^m fi^^^yfmi 
d, /<t) ™ J - li* H- 3jc - I: jpp:vsinw/lt{>J5!i yfi625}L 
M. r(EJ) = 1-1 yftm = I Wm 

fi-m - 0.75 lO™ J - 4 0020000 

Obicngi I?, f y if. 

L Ud iraudoTdSbica sijjcio i de la fimc^rif ^definidd hi (tn 3] por 



ii 1 £ j£ < 2, 



512^x^3- 



L Ud tiMZMkw ciibioD lutural 5 tsAi ekfliiida p£>r 

1 1+ Qumi^ UD ijinj?^ tvtiK^ Hbf? pin i|wiiniir/]Uk - errs utjllziuHk^ pate db v^ciccs 
ipe dan m/^^>.e3t:T = (l< 0.25,03, 0.75 >■ I_0| In teg re el UiZfldor«i ] J y cofnpanc eh re^ 
■ifiJtacJo crm / J gos fhIi = 0. A|in5Tsiinc/'<0_5j y /"iCO.5} pof cfK^bO ik Ills d^riiiuji^ 4c] Iwj* 
doT- QHiipiirE itui ipr[>]unu£iiMM can \o& valone^ Kal«$^-. 

13^ CpitAtfuy* ^ trr^^d^W twbkd litre pan apnnimar /I f J = por m«fio dc im ^aJwt^ didra; 
p«~/Cir| m X = 0, 0.25, Q.75 y 1 .0. iDbegrc d UBZMkx cu [0, J j y OQcnp^are d n^^Jiiu^ OJfl 



Material protogicfo pof derechcs de au 



LI. l^pilA ^1 fjCKido 1 1 . aifli?rniymi> «i* tnu'ada ^iijtto CW/VOj I J - I) 

M i4iJ«H que no pucde ler HI 

||L Supriit^ que lo? dilu fU^ Av^ili ■* ^wuenErun ^^^^ ima nftfii iQoi pi^mM dacir lohre 
lijfr iJiLziKkn^cdbkoi libm y wjeun Ut U funci^ii/? [^M^n^ic^^ aprDwhe ki^ icsuludut 

IT. Dadi la pirtkirtn %^ = D. v, » 0.05 y a^| - 0.1 tfc 0. 1 1. dbteni* U ho^idn ilmi 

m Rei/c H y KAtid - 1^ < t| < - < j;, - frkHindis^^fedifi^'ISi^^ 

h.|[.- c£i'4»f fc^mcj^nto u ]^ del la>frma 3.13 punt W fum^i^n jnlcqidjifitc lineni ffAfmcAtAlm-K 1^- 

t% HxiKw^ ]M i]jtpiiu¥^ iA y 3 J pant kAClyir i:^*^ ^iJa ]m iJerivmldJt pcimeta jr iC;|^ir«J4 del 
m iwilipim y 3 J pin lActalroDfiia ulkli U lnK«nl dellpiii^ el bi^tt^P 

Jit DaJft F"fi''^'^»^ "^o " ^^■-'^1 ^ nO^. * 0 1 dc |0, O-M V /"(ii - 

ip 01fin«rigj» ifl ira^^^f cithic« i con l» cotKlic]Oiic.i dc rrcr[i4c:r4 >ujcCil que inl£i^a/. 
hr Obtcnp uiu HfiRistinuKl^ ikf^^^^^itx cvaluimito J^^ i^) 

v2l S^/la ftnicjAi] dtfinlda oi {a^ bl y lAia < Jr, < Jic, * A 1« aMlof ^iOm. Uw flmriAr 
Ulen que 

il) SCV - Mii' y J^t'jJ ' JW, 

liiM(«»^ Iwemdidms ^) y (U) tknOTfea i dnc^ KUKkraa « Imp nii badSfO^ 
% ^,1- ("^fp ^1 y Bl pitibkrruL i!nf>^htc- eh dnridir qu6 cnndk^i^ ^icIiHial e^tahlccer pan 
hnia^ <)tH; ia Jtcilitsbn m dmci. uMkw uiu idiiutiii Ai^ ailkmliym coa U tHKUciAa 



UnidDS durontc tl pcnodo coinpfitndjdD cam 1 y 1 Pot mnlUi dr la inJcrpotoddfi 
liL Ed 19345, la p6b]Ki6n f\x flpfosSinadinwnfle df 123203 DOO l^abflantf^ iQi^i triirliririli «i 
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L Uisc ua iruackir c^lbko sujcf d pan predcctr li posicj^ del ayEi>fn^']l y su i-dodd^ cma- 

bL Uk Ik dcniwlA drl tmzadof parA dc4£tiniiv si d ajQiom6vi] ndhau I fftijic dc vdn^Jdad dt 
^ iQiitq dc w^l, ^e:n qui ft^CHfiiiDCfEC] £l ALiu^ni^-iil lo eitc^? 

c ^Ouii la vdDTidad mijumA pficdi^Lblf 6d lOflafndvL]? 

2t B cihalkh lUmadfi ThuiiiJ^ Cinlcli ^ w fI Dct*)- ds Kmhicty 6c 1 ^5. cchi wn Ikunpo dc 

2:^01 ^ 4 3 mia y I j f } cd la oum-a 4& 1 ^ mcl]^ Los litufipcH^ Ict^, pcKi^^ qu^ EihaFLan £l c\m^' 

de millJL 3» TTiilwl ^ U mH^it y ^ milb rDdPn. fcspcctjvuncTrie^ £2 -15 || y ^. 

L Iq& ^^£irc£ ajiEi!fio4es jiiMLh ccn «l Li£mjKP ^fr^quf y ^DnsirtiViL uii irdJ-Ad^ir otit^co 
Ubn pAfi laoAjra-a dt l^biUHlcr GuIl-Il- 

bk cI tnzKkv pan prrdecir el linrpo cfi cl poslr dc tK:& oortD^ nulla y cofnporc cl re- 
s4i][Adacoi] d tinnpo fuil dc 9:10 

C t/K! d irazadoT pan ipcoxinur la ^rhicidad miidil dc Thunder Gulch y la I'dwHdHi eti la 

27. Sc Kn^p^hi tft! comccnlTuci^w^ al^ ule tjniiu en Uia br^^s maduras de roble inhitvEi d 
nccim]eTV1?dclam5<de la polilla dc iir^iemo ^O^ft^h'^s im?mGt^ L. Gf^fvtfrfiQ'dkv) que taiH 
do dailin a cluck Mnlc^ ^guiwK kTbos. En la Uua aiMiix^ u lAduj^c d pc^ ptufricdjci dc dt^ 

en bpjas de loUc jcr^en y la srgunda en hDias madina dd mismiD Arbol. 
L For nudjD ekl if AZdior c^iiluL-o hbrc ^pfuxl nnc la nuvA ik pcsd (uonfudkt dc CAdi nuHscfi. 
1^ OtrCitfl^ un -peso [mun^filin misiinn HprniiTiiaJy ^ad^ ip^wMni, jeljCRFlpriiiii Jin f^r* idig d 
n^ijiTipdcl irradw; 
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2& Medimie Icn latcfpa^aotci ek Uuukxcs ctiibirDS BUfCKH sc ^'a a Aproitriw 1j poju uipcrkir dd 
perm sc luiiCEtis en Ia eL^jciUc pfgina. Sc imza 1a oir^'a cn una ciiadricula a pariir dc ta oud 
fiecTQOtAfuytSlA labla. Uiilic^c tl ^^pdum i5 pan c^Mumij^ b^uci im^m^ kn&bk^iL iuj^iok 
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If. ki^ta e1 cjetdciii 2K ciMiitnjycn Jei bids Uuidcirei luiumkii con el aJ jDrilms i.4. 



3.5 Curvas param^trlcas 

Nlngurui tk lA;niciis hcmus deNWoHndo ?tjrvc para gencnir curvji£ cnrnci la que 
tp^rece en Hpura 3. 1 3, que cmj {jurva no pucck cxprturMf cn furtci^n unA vnnA* 
blc ciKirJcnmla a p^irtirdc In otr«, 1-r c^i^ i^eccirin eiplkarcfrios reprvhcniar cui^bk 
gcncrulcTji uplicandii uh pdiiUmcm;} piini cXjitrriior Id^ vuriiihlc^ ile las coordciiMla^ x y 
k pnHTcclirnicfiio !^ pucdc uplicar Idmbidn pdn reprt^Uir lis cttrvo^ y jupt^rficict gtnc- 
fKlcN en el c^pwio, 



U y [c?H al protegtofc . . . . - i .■ i - / . i uTor 




Un nkHt^to piircinK^trkv^ K^ncillo con el que delermina un polinnmio o tin pollnn- 
mu^ rr4j^mci3i;ino puja coisctlHit b» punlo& (-^p^v^^ U|, y,), c\ urJen iMo 
Qdn£L!^le en u&oi un poraiTKlm / en Un iillemlo [f^ ijl Cm < i| < - < r^, y cQtulrutr Lus 

ElKMPL0 1 ConfCm>Q un ilc pulmumios dc L&|raj>ge paia ipfC3ticnar la cuiva dc lu Qgura 2Aij 
La Bclec^qi^ del pfiramc^tro aclmiic ncx,lbi1tdad y esrogcfcmn Im pUnU)^! {^]^^ 



W^^- .:F^^? — 1 a 1 T^: 

,fe; # 0l23 DJ 0,75 I 



Esto gfinwn lofi poJinomiDi jfilcf;pakiileji 

■4 



Material pi uK-OKao por ctorochos do atito? 



7^ 

Al gnficur este nintenu pfiramftncD ae obiieiK k f r^ura de la fijtui» 3.14. Aunqw 
la cufvi puM par Im punt« rtquefkkn y preaetM la ttpiiaM «t nwiiifiitH^ 

idoxiaecueiibainieiiiadecilcukMit. % 




inds debcfnofl c rc^tiw mucI>ot^ cflculot^ 
vurvtA buavck ^ue pucUtaii iic^ L^iJ > r^idiLitKnLe madififjibies. AdemMt. por ruooci 

il CELmtH^ uisa parte dc la'i inf1uimo» cfi k CMira cnter:^. 

En general. U nclepci^n cte k vurva que n« uUli/jir:i cn 1^ giiifica p^n i^Nnpiiliuifvii & 

t^ptiHlt'de^^ (nu^iDoiteliJiip^ iu5 entrcmw y In dcfivBdu ett 

iMiSi. Fit LT^n^ciikTftcifl. Ci jw)sil>t nKHJiHtar una parte dc 1a curva ?sin a]icnir la maytr p:if- 
Le ella; sOlo ^ di;l^ji mmiiricar Id) |wte» udjaixnies para guranii^ij' un. Qipccm 

E! pft^hlema qii^ implied h inlcrpc^lsei^n dc ntdle ea Id necesldad de €?ipccificiv 
dchvflik^ cn lu^ ubreiiK^ dc cjida t4«a.i6n b curvd. SupunguUM i(ik 1h curva tiem 
jt -I- 1 fMniwdifrtMt)ai{Jfe(J^]^ U^f^^ >i/„}JXqiirwdeinpflmQ^ 
p«ni inclgir Mracierf!ilic«!i cuinpliU^^^ HnM)CC» s« debe e$pect^^ 



Mirteritil fTOtegWo per c[i>rLM:;ht^s ^ mm 
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pfljte pitbisi|iBW^^ de modo iikfapCfldicnte, a coEidicidiai de que itov i^^gimnsm dc 
ij^iK Ufl dcriviidat en Ion cxirc^i>!i dc cMa poxt^ bomspi^ndcn a la pane ad> accrue, A^i 

cnioar, ea CAda seccidn de U curvii, un par d« Iq» poliDPfDio^ de Hfrmile cfi cJ p^rajnctio 

^ikt^dyfdK yen f^Q}y Jxidi fen t = li 

ObR^rve^, no oh^iafite. que e^E^inns e^pd^iifictntla >u^lo ^ift condicioneA y que cada 
pulinumiu ciibicci licjic c jaEru p^ii^tnicLr^]^, lu c^uol ihj^ dji un loial dc iicbii. Es^a jiitLiAiCidfi 

i^umpHr cm eMas condk^tme^ l^t HirT^ibiliOad ^ dehe a que la rnnna naluial de deterrni- 



Al multiplicar AO) y v'(Or por un t'actor c&cakr comun. la tangente de la curva en ix{i)i y 
j<0)> permanece s^iii c^imhk^ (icru 1h fynn^i la cur^a vuria. Cuamlu jiiayur el r4*c- 

iniUacKSn parecida se prnenia en e| oim ei;tremo fjpf t }, _v! I ))- 

5i qiicrtmos liimplifitzar aiin maa el pfwcw ca la^ sr^^<=^^ imcrutiiv^ii puc (.\ifi3pu- 
tadom, h^j/ quo c^pecifkc^ar EfPificAuni^^ |a dedwla en un extrenio y dracribir un icfundo 
(uirt», draominid^ jHM^ fMfa, Wlii lir^^ cii^ ck puMtf del 

D^jdo, mayor serJ cl fsitiDr tJiCalar y k cumi aprnAimaii mis la ungccrtc «ru& del nwlD. 

(%:^e&(^^%>o + ftiKyeldc Ciii>|> w t*j + «|, >i - ^il El pdSi^i^ii^^ 



RgunllS 




MmM prt>ssgk& per dtracte d& eutof 








Material prategido por det echos da autor 



ccua^hrnci^ f^.lZ) y (123) Luanda? \vy ncidfi^ mm (0, 0} yihO)y cuiirHlti lii."^ pcmlicntc!^ en 
cslo* nod&» son I y - I, rc^pcclivajmcnEe- Im cipccificacionrs dc In pcndicnic Icn ex- 
trriTKia rcc^uiercn ^6lo qyc o^^ = ^ y £[| - porqtie lai!i a^tinei^ a^0^y a^ifi^ dan 
pcndicJikTi cn io% cxItcitkh i/quicrdo y dcrechn. ^c^pC{^eivB^ncnlc. ■ 

£1 proctidinnientd hjbitual con d qut ic d^^lennlnM curvsu'^ cn un mudo inlcracti' 
vo de graljcacifin cunsislc cn u w primem un dispoailivo 6t entmdu iun raldn u un fmck- 
bati por cjcmplo) para fijur kn^ nodos corrccimiKnie. Dc^pu6i^ HtC colDcan lo^ puntos pia 
para Bcrwrar una prirnerd iipro?iimaci6n a U curvi <ks«^, Esh^ puniw pucdcn njax^ 
ifiurLUQlmjcrLEc^ pcix? In m^yof pfirier d? lo% AistcmAs dc gr^flcnciAn pcrrnitcn uiiii^mr rl dis^^ 
pcxsilivD de cnErajdoi pari dibiijELr itianualmcntc In curva wbcc k p^uitalti y iclccciormr Im 
jiixim y puniftK gutm Aprupiado^ pars csia cutvil 

DcspLHfs podcmcs monipulEir los nc^dos y io% puntos pfa ptra cotocnrim en unA po^ 
^i^irin que pmcluz<:ji una trurvo ikiEi^f'^'^tikria dtr^r cl punlu de vi^n cM^Lico. Como lus 
cilcului itifnimrQ^H ficncnilriKnic podcitit»!i deicmiiiLar In curva cofi lanlii rjpide^.quc cJ 
Cflmbjo rc^ulcsjtle pi^de ob$er>'[Lr%r inrrn^bEo. AdcmAs^. Lodns Ids daios nccc^ijinos pa- 
ri culculur \m curvas est^n inlcgnido^ en lai cw>rUcnttdu.^ de los nodQS y de loi punim 
gufu; par Lanig, c] ysujiriQ i^l !iistirma r>a< nmiiiU (ifi cqnocimicnta uiDirUcOH 

pn:?gnimiis d^ griirLEracidn mis comun^ u!mn eiitc tipn de syij^lcnu en lai rtprcM^n- 
liicione^i mitnimlej, aunquc cn rurmn tin pocu disittnta. Lm polinomio^ cilbico!i de Hcrmi- 
Ic sc describe n como polinomioit dc Bf^icr. Im cualei (ncofporan un fncior cscalar dt 3 
ciiandci ^caJLUtrin la.\ dcrivadjdi en \os eXLreiiM]$. Elln ntodificn las ccujcicmcii panjrudtri- 

y \as imn^ifurmi cn 

m • t2(j^ - Jtj) + 3(0^ + fr,)f' -I- 13U, - Jii,) - 3(fl| + 2a^M!^ + 3agJ + Xj^, (3-24) 
ym 

m - t2t^fl - + 3(ft + ^,)^^ + I3(y, - y^l " + 2A)JI'^ ^ 3ft| + .v^^ 0.25) 

pun 0 ^ I £ L pero c^te cambio no eti advcrtido por ci u^uarin del "ii^icnia. 

Con cl algwtmo J.6 ctinftlmje un ai^ijynto de ciin'ii% de Mxitt ba-wlat en 
ccuacmnca paromitri^ cn (3.24) y 3>25}, 



cfHif^uuir las curvii^ de Bf ^^.ii^r . . » ^ | cn fdfnu paf amftri^i, ddnd^ esli k- 
pre^niada poc 

pan 0 I ^ 1 . dcicrmin^da ptjr Cl eptli^ma izquicfdo fj^. y^), el pujilo gufa dc la i3H|uier- 
da (x^, exiremo dcrccho Uf+ 1. 1) y t\ punto gufa dc la dcrccha {i^^i^ yj^^ para 

cadi I ■ 0, h i - - * Jt - 1 1 

ENTRADA n; y^, . . . , fjr,. yj; (x^ yj) {Ji* y*^,>; (jr j; J (jr^* J. 

SAUDA cocfkicnui {(^\ n^^* nj^ i^, . df, pfln 0 ^ f ^ s - ] ). 
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Pqso 1 Para cadi J>(\ I n - ] ]i'Mxt paiKOs 3 y 3. 

J ^ I ~ I s 

P^ i ■ SALtDA ii^^ i^^, ^f. . i^^ 

PK?JO-* PARAR. ■ 

Las curvfls triclLnic-nsiotiale:^ |£fwrtiii en fomid iditiLtiLr, chpeL-LriLrAuidu iidcmAy k» 
HrCmm gOnifKbrnsrle* ¥ jiekIos. ilsI clhuo ^, -h^,^ y Z\-^y^r pi^ra Iuh pun- 

lot: guta. El: probleim m4&i dific'd t^l^lQMsio coa la t^pj^K^iii^uL-ifin ^it rurvLtb uiLlLiiieDsici- 
nftlc^ b p^^rdidn kTu^^ra dtmensLAn cuanJo- prayecCamo^ ]j t^urva 4Mi una pfinLiLlla 
de COmpbE^RlOi:^ bidiifLeikhtmuL St uvujl variOK m^ludcK pri»yt(:t:iAn. pHf e^Lc Iciiui r-c- 
hli:^ i&] ^ilhilO las ihlfifasi pur compaCad^^ni. Si cL Itilur ^41: ansi aitm^OuciciL^ a 
IcIW ^ t las ructnah Jl- modafit:^ 3a l^ciuca puxa ubl^ ncr re-prt-u^-ntadjiuncsi- de supcrtWiz^. 
Id: recarrkfn^lli:»^ Cual^Liierft dir Im uhrn^ m^lcM^i^ dc grjilW-ii^ purcumpuladcHB. con 
iiiorldclllilLFI. 



COWUNTODEEJERCICIOS 3.5 

]. Sewn (x^ 1^ ' (0, [>1> y (jr, V| > ' (J. 2) 1cri eitrcfiiiM de- una njm. Use lu puntfH guti dftdos 

t (J,lly{6.3> d^ a2^^■^7.^1] 
^ SLcpitJ cl cf^do- I uiLNiCinila polinonuas CLjbLciM df B^zkr. 

3ii Cm^jia y ^rLi|ii£ polinanfiiiQ^ LiUvii:£i« d;^ &f zkf ii ^ Iknm leu ^gaicnle^ paimiK^ y puji- 
104 {Ufa. 

■fc fpiiii^ n, U nm -^a piijiin ^Miu. (U, 1 .25) il fHjnft? (6, Ij mri- pI piiii^i;> ^afa (7, 3) 

fa. PurviQ ]> E<H] El puma fuiu (1.13, 1.9<) il pvab? (6, 2i «l punun fufa (.1, 

r. Punlict (Dh-Q) ona rl pan^c^i^ra (O-j. ^) il pankh-l4, -6) cun fl pimid ^uia ik ealmda <3.f, T] 
^ piin^^i iptri de ^uIhIh {4.;^. puriln 4^, I) ci.tii cl pqniiK |utfl 4 7. 2) 

dr £1 i^jnln (U, Q^coa cl pimlii |y(fl i|fJ,3, U.^] flL pua1in-l2, I ^ cl punia jiiiq 4c ptienida i Jp I J 

pfft Jfl |C4|li4U - h al purtltt - I) Ct-tfl «l pUflECi jjufa lh\ -IlLjJ). 



Material proEogiciD por clfirecHos de autor 
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IMS iMeA9d!iinflN}0^ 

Efi finite f 4pf Eu|o ^udlAcnofi Ia apn}jii[nici6D d« ima fufici6n par nKdio poJiitdfniw y de 
ppfaflglfei fti^rttaf^ 

puTLCo^f c1 pkno |i<ir (>[itiJ<: pj^ l;k i^rSfECt dt la runcidfi. Un cofyunlo dc nodm |^ 

JC| J,, da en coda coso, ounquc lal vci iC rrquien mis bifdiTiuicldfl: pof ejemplo, d 

viilor de ilguoti fScrividaAH □ f^lcma cunsi^ie oi eticoniJir uiu fimcida iproKinUDie. 
'JMO ciUxtBiiheM h t^ iMijig^MM Mr estiH4laias. 

W^/H/t^l pifei / ■ ft li ♦ 

tmi^ (k L4i|;;rany;c its Iji {[uc mdi^ ^ cmpica para Intc^rpcluj tas lablaA, cuafldd n C9 pcque- 
Ail y |iin derivAf f^ifinulait U% cunki ttpro3timama»t d^'rivjidBA « iniegmlcs, □ 
piAiidg d« NeviUi! pui irvtiiw Wiai pqlimKiiiM JhtJcrpolaute& en cl mbma vaJoc de 

\c ^t^hIA miichf> cu^ikId ?te dcduccn fcVrrmlax pani revolver I in ccurickitic^ difercmliiircii. SEn 
cmbuBCH In interpaladdn jwlindiiuca pretwnu luu dcbilkbid intrtiueca dc oscUaddUt lobre 

Loa potinormo^ dc I [crmitc intrrpplaji una ft^iKu^ y ^ drnvadn cn k)4 nodos. y ptac- 
<kn rcftultai mmAmcnLc prvcikui, pciu rcquhcrcii u\i\ mimmxtAc^ lobic la funci^n u apf^ 
Kimju; Iktnbi^ii ptejHntu k dcbilUtftd de iwihciOii cu^uido uiiien rnncho^ nodoa. 



Material jjjpti^fiao por ctor(>eiKis de Eiuior 



fr^mcatafLA d4! tlrnnik. E&Lc el jiijdtaJoprcrcrick^iiLianda ac inlcrpolan viilnr'Ch una 
J|iiKi6ti qtm i« wolvtitin <k unft e^utcidn difotnciaL Cuando sdlo k catioccfi Ida valo" 
lUlfeJA fi^^ cmpteir li imnpolKiack de utmScwi c^bk^tl^MTp Mfrlui^ 

poli^i^ Ehg<iti<^ti^lricNi \e rmplcsi con grdfkks c^nckliKkr^ dc d:3to^ cu^do Ij fonci^n <rii 
4e En pttrUcubr« m lUMUii In umsronTU4k ripidn tk Fuuriefi li ciul 

iiM^pi^ idHea^^i^ B. Ikntrilfl h osiliiL {y9iTuiui^ p« fimckHut racknukfk Si w 

dQuit^'i .ilguna (orm;k 6c ;j|u^tc <k \m dnlos mcdkanTc kia minimos puadrados. CuafKjo IQ 
rc^li?^ el ajuste cm c^la ifcnicft, puedoi utdizara; poMnQnuo^t Ihv funciurhcii uigmo- 

L^s nnin3% di- inicrptiLtcidn que ^ inctujfcrt cti I41 h^hlioir^jn IM^L ^ bn^W tfn rl li- 
bto>i PractiLai Guidf i<> Spfines^ dt Cirl dd Qonr |Dcb| y man Jos truudoift cdbicoA. 1^ 
tutffutu4 C5DEC K UH ca k iiitei|K>laddci mdiiiiitc tiszidora cfUHcai« y el iwiano cs- 

bioc^con condidfinc^ Uw^k^ pcriAdicu^ y CSHER ic cmpko cn In ipii<fEx>l4^ci4ii nicdjiui- 
le polinnmiui^ lraginciitMi02» cud&i-Hcmltt. La tuhrutina CSDl^ inL^oqiuiTB Im 3l|;cincmat 
3.4 y 3.5. La iotbrulkoi CSINT jic nirw de Ja coiidickki DO-un-itod^ que j« mettdoAd il fi- 

cimcs<>rri-^trv;*n 1^ t^MKa^idsad.T^nM^aitj^ 
eirool por medio dc inudorcJi bi^biwfm 

Li blblliitnw Aitp jVWwwJwclihfirs cnitfeiia ki uabfudw EOl AEF para la \ik- 
lerpotKiati iK]ljiirfnnic« y h btefpokcidii de lfcrmii«^ BOI8AP pm In i^^licMn tufi 
Tr4izadiKr% cdbko^ y EOIBRF pura h irteFpol3Jci<Wi tiSbica frapmcnuma dc Hcrmitc. ].pa 
^ubniliM llO I A61- sirve paj-a tiU^rpolar Iqn d^ioe en pun^cH tiuabnenEe c^paciadM. L« ni- 
idl ^1 AAF 14 «pliu 4 w pm^tm ba duM m puntoi d^giulmenifi esqwc^i?^:, 
fi^^^Jtl'Cfl^S' Jfc^l^SlSl^Si" ^^fcrit)^^^tijft"l3 ^j^A^Tfli lo^^pj^^T^I^^^^f S^tft f^i^l^^l^^^&^p^ ^J^^ "^^Bsfcjfltl^^S^fiF 

Li blblioieffl nctlih conilent; subruiltiis cubtipl.T e n d [xiqucie ;^pf«c.k pjira c&lculAr el 
tnxHdor ii^biuo con vapM cofldicionn de extrenwi.' .En el poquete pJuec, polioLf ecnen 

en d pm^u^imiifsS^^^ 
Hamiit. 

pudl0» ^iOd^ mis cetdlli*^ Itt^^ 

inuidocdbKO o iti^mpittd&ci cuhk a INT^RFl pctducv lu tvaluacibn pdLtaiocnid en un 
cnnjurtio tlKrcio r^nxi^. HOI .V hi L', hisodo ea k apronimacidn dc mfnlirhi; cuadrailos 
(viaK Ja UfCCiOfi M-lj p»de uune p^A oicwmr una fuacjiite imerpolamt <lt grado mi> 
;iiino:iit ^ ctv^ 9. f tjWOW^cf^d^^ SPLINE podemovpipdudr 



Material ^oK-Qm por ctonjctKis ouior 



^ y I C ] Y [ n 1 ] . iftMiik- T r> Is variiible y 3 indlcii4:jpnd|«4i(if;ij^^ 

bi£n jml«mfl« mv muukifCi Jinealn y ciuulfiUcoi. 

Dm llM^ I^MMiil tPbl y 4i( ba^ It^^^ que M ilediad a (oi tnudtnei 
ISchMlJ^ De Boor IDebJ Diercx [DIJ ^ Schuin^ 



Diferenciaclon 
e integracion 
numericas 



(3c coruitruye una hoja ■cuiflJidfl pan tcchjida^ luandQ luui md- 
qulna qiK compriitie una bnji plauia, dl^ ilyDilnIci, y la Iraitdornia 
cn una hoja cuyi iccddn tmnivcrNU tim/t la fomia dc onda dc la 

funcldn jteitiK 



5e nece^ita una hoja comignda dt 4 plc9 dc Lirf o ciiyu ondas 
tknrn una adtura de I pulgada. finidr la irnra cvfllndT }^ mda ondu Ik^ 
nc apraximadamcnte un pcrtodo de lir pul|t £1 pr^tcmi dc calcu^ 
jar ta Innri^tud df prliuvra hnja planu i:mv;tKtf rn dciitrniLiiai- In 
lonj^lud dt la anda dada por/(j) ■ seii jf dr JT * 0 puig n ;r ■ 4S 
pulg. Pgr fL tdlculDJtabfniDs qur ^ta longllud «i 

de modo f^ue cl probrcma conitetl ri tn cvaluar wfa Intepiil. Aunque 
la fbnddn icnn una dt lai ni& comuiif k cn nuicmdUcu^ ri cAlcidd 
de f u loufHud da orlErn a um IntcKral dtpltca dc WKiinda cLaiic, la 
cwl n» pucdc cv-oluar^ cun normalcy £n c^c capff ulo dcs^ 

cribirrnHw Im (odos dr apntxImaciAii de la lolucll^n a m^c llpn dc 
proUcnuu. Los abordanniH en partkular ca c[ cjcrcklo 21 de la 
4v4 y m el ejerctdp 10 dc la Accchki AS, 



4.1 Oijetfldodsn iNifltHka 




En It lritn>ducddcE| cppitiilt^ 3 sfdoolanKis que una dc bis ruzo- 
Hs psna que aprQiiiikemos mi cwjunto arbitnrio de dutus nwdiaivle 
pollnomlos alget>rairos es qiK> dMli uiu fkinci^ cvniinua cimlqoh!' 
rq qw cst^ dclii]Mi en un inLer>^D cr mdo^ cxislifj un pulEiiiunkk 
AiEdcntEmEnlr fcn^tid ft La fudcMn n Lodds ptiiatos dd Inttrvft- 
lOii Pdt Iq d«D^s^ LaA dcfiToda!^ y las rnlegrBlES dE las potinomios h 
cMtntn J" SP tvalfian RjicflifienU, Por HIn, nn debena Mrpre<Adem« 
quE la nujuria dt Iik prDc£diiukli1d& pus BprD«imBr inttgndti y 
idrrEvBdas it^n polinoini^ qut ^pmti£QMst hi tudddik 



Li drdvada dc la runc:]^^/ £n £5 



B$ta fifinnula indica una mancn obvi^ de ^ncna una afimxiiiucioi dt fXxi ; bonla cakulir 



para v^Dnes p«|ue(Vcr&d« A. Aunqug csE^vparczcar^hdentjc, nro es^ ntuy ijlil dcbido ji nuesuio 
vicjc? ^TicmL|0, c] emK pdr Urdundw. Sin rmbargO^ eienanmEr un punlo de pciflj[la. 

ha^ apTOsimar/'t%) wpofi^amcis prime™ q« jt^ e {a. i^). dornfc/^ C^[a. bj, y qiK 
X:i = r,^ A para aljruna. A ^ 0 qur n Id b^Laailc prqucri^. para a^^uramos dr quE € 
la. tl. Ctmsinjiiiic^s cl prirracr poli^iiQmiQ dc La^ngc P(i;,(*J pwa /ddcnninad^ [w J£(^ y 



^ ^ 2 



psra algiiJi^ ^ Ipr} en [a, b], Al dif^^sre^ic^iaf obienettKK 



nam 



de mudu que 



2 



ate rial protegido 



g aulor 



L6e 



pfir In cufll na pndprtuh vntimBr el error de Cruncamienlo. Pen? jiwiLii^ w Ji^ ic^i' cqt jkte it- 



Jt^i^yii para Bpronimir/'^p con iin enor Kotido por A/ 1 | /!2. daade M c» inw C044ett 
puax c [a, A esn fiScmuli leklliiiift fSitiiuli die 1« dIfatndafBfl y B tfwi Jrt 




Ej£MPLO 1 Scan/^JicJ - Imc y jc^ " I .S, La tOnnula dc la difL^tciicia ptogi^mi 

/Ct-B + fr) - /(J .8) 

ilrvt para aprdxiiniur /'( ] .8] con «l tirmr 



Q^l 0,M1B5,?8V ti.5MW22 fimS*S2\ 

iMOft i»933««1 t.3540lW <FM^n 

-diflik I^R.VI?*>7 f>.W4<Mj 0.0001^51 



Pue^iu que/'tt) el valor enanuy dcf{\.i) e& 0 y 1^ colas de error mdq wiit- 

'm 

Material pJUK-OKao por CkfrjJClKiS OUJOr 



169 



Psra otilencf fArmiJ^a!^ de fipro^imKirtn a 3a ckrivada mis generates, :!;uprHig^jTHis qiic 
{t^ jp,) £«fi ^FT 1} ni^meros di^EintoA en ^g]iit intmalo / y que '(J ). Del 

t -0 (n + i): 

paca fljguna |(jr') en /, dcinde L,(x> dcnoEa cl ft-^tmo pDlinumiu Jr ixKrurlcnEi: cte Laj;[;iii- 
ee para/cn . ■ ■ p x^^r Al difecvnciDir nta exprefidij] obtcncfnos 



<fl + I)! 



UrlEi ¥t^£, Itibilttimjf^ un probltfrniL uE cstlmar icl em^dc LruncsniLcnl^?^ 3 menus que 
J !^ uitD dc los niimcms jj, Eii c!=ilc CBF^p t^pnirui c^i^c cnnMenc ^jl/^" ''"'C'^^)}] Ce- 
ra, ;y cntcfice^ la formula qucd^i asf ■ 



f5o (IT + 1 Jv A^o 



La ecuuicidEL (4.1} redbe el nombre Je nSrmulft dtf {n -h t) punlo^ p^io upmjLimnr/'^)^ 
En icfiriiiHji p«icna3cR, la iitiEi^aci^ii. ck mi? pynto&dc^^vatyaciAn cri U ccuac<6n f4r2J 

pfoduce no [tlAyOf i±XdCEi[iad, ^ilnLfut^ e^lu Hlj r-ufrvEede diKU ta [TjnlJdEid df cvidyacicHm 

rjiDcionaJcs y cl aumcntD en cl crrof r[^do^ck:o, 1^-^ f Armula-s m cnmup^s E^k qi^c 

abflrcaji lies y cinco punlos dti ev;aluiici^i[i. 

Pfiincit]! dcrivXunos hJ^luiu fdrmidLa litil dc In^s punlus v dQusiderHincu Liis ^spcctm de 

!jU5 ern^nes. Piicsta qge 



IcncmQii i^iA = 



2* - - 



Por lanto^ 4e acuenlci con k eciLacin^n ^ 4.2), 



I ^ 



2 ^X^2 I ) 



pofa caday ==0, 1 , 2. dk>ndc la Eiotaci^ mdica qu£ e^tc punio dc^pciid^ 

La£ lies r^OmLiilas de la ecuiidjiSa (4.3) sen dc |f4jji uciSid^ id ](7h tilkIlts son equidj^ 
lantcs, cs dccir. cuando 

jc, = jk;^ + ft y J-. = -h parii dgtina A # 0. 

En el rejico de csta secclfln supoiidfeniosi que el esjwiajaicnio d* los n<xli"i*i igmi. 




i 

Mat^B.rial prottjgicJQ pi: 



I r 1 



PiK^ 4^ <i =^ + Ay «ffa^ lil^ipd^ umbi^ pq^;^ «(^tH|^ii^| 



COtOD 



Per rozuncs dc ccmoditbd, bi ^usulucidn <fe h variable A por jl^ ^ en b ccua- 

t fc' , 



44 i^mi^xiStii mim6^ 



hAU^U^ toi CTTOfts M (4.4) y 14. S) son Oih^l ^1 cm^r dc lilKtbkkSd (4i} es aproi^i- 
maclamrrLl^ mitad del cmyr dc ]aci:LJA;h6i<i (4.4^ Ello ^ dcl^ iiju^cA la ^im lE^n <4A) 
%c cmplDen dsrUK cti Amfoos bdo4 de y ii ^uc la ccuAci^n {4 A) utiliu Anicamcntc lost dc 
t#|i^A;M^ ndfcsfT que imJiujic ^ dn punto* « Li ecuac$dn (44)^ 
mimm ijuc «n la ccuulAn (4.4) im me\^iimn im^e^whiit^Oi^ \itii^/M42H^j^^ 

Ext U ccuuri^n (4.4) Ij. apfpAiinaciciil v$ Oiil ik ^^Urainai cteJ liit£rva}o yi iptt 




Im ixkAodoi pft«^^|i4^ iM Im «cwKioi^ (4.4} y (45) nM^iben d^iuv^t^ dc Hrntn* 

HHX IT^mniLi> rdrmula^ df dwti puntfn rn que ^ rv^lida la fund An cn do» piM|Pb^:|^ 
pero cuj^o tcniiiiio lic «Trur ticn? la fornia C^). Una fdmiuba » 

m 

hut bxlo en Uf ntlxioaado con l« inlerpoiaci^n dc aua^tcxc* ciibia» £ujcto« dc Id scccitin 

/(A** * ^ 4J^A-?fl + ft) - 36/^1 + ^A) (4,7) 

^ itfi^ + 3/.} - ^t*(, + 4A)) + j/<»>(ft 
dnuk f u fnciKShln enlrt Jq y "4- 4^^^ Lm Bpnxdnuciones de] euivino izquieido pue* 





m 




m 


J2.7U3lj)9 




n.l-«!l>57 


22 







Loi jCfioceft en las r^ktrmlaa :iOti ajpjrD]ijjiiailUQee# 

i^3Sx:iflK i;;i|#jr»^ t -^^^irWK 

res^LivaittiMiiG. 

1,69 >< 10 *, 

d erfOt de la ccud4:i6n ("I.S) cun A = 0.1 licnc apm\iirudaniciiic la mila;l dc k iru^nimd 
del error cju* ie ^tufii? nl emplesr la ecuadiiij [4.4) odq A UJ o ctm A » — 04. « 

^ikmbi^ podcriKK dcrivsr nuStodcHs pan obtcn^lv apccKimacionc^ a dcdvadiU de cr-. 
den mp^rm de una funcirtiip uliliz3ndo exdusivament^ |i>s v4iJoo?s latHiladivt de una ftin- 
^iod vpLfiofl puniM' Sin ^mbofga dcsd^ cj piinto de vi^m algcfanii;^ U dcrivitci^ Oft tc- 

fo:t,+h}-j{^ +fo^ + ~r(j%>ft'+ r/*t^+ ~r*K€iVt* 

'vi.j.ij ,<i iVDlesidQ par darw^Kis da agtor 



fi^*hy*S(xo' ft) - +/^^ + — \P*mff^^0* 

Al t«^diffic:jr''(;i4) tilt ^ epgp<i«i. ti^^ 

dig ua{)Lii» exisu un niiJiMra £ entni ^ y {,|« J^i par tan to, en Uig ~ 'i* Jf^ + con 

pint ilgmift f , dundc - ^ ^ < jc^ + /i. 
cmpkur (4.9) Don h ^ U. 1 o(>[ciii:[IH!& 

Un pujiiu limy iinpuitdihU: en zl c^tuJiv ik la dirctciicia4;jdn nijm6fii:a c> i-l efccl^ qtw 

SuponEEmios que iJ evalujir/f^ + b) yft% - A) dc$ctdili1ff|l:ii^ Cftwcs de jrcdondco 
fU^^ + ft)y ^ (JTg - FmL>nc^s los vyJurrs L'^lculado^t/ft^ + ffi y/(.tg - fr) rtLacionAR 



IcndrA una pnnc dchida «| emu de redondco y crtra bJ errwde imTiL^iimEi'mcn. suj^incmoii 



^"^^ — ik — 



£IEM PUO 4 Uh lap vakwu li tfiitili 4.3^ [wm j|pfOKiiTim/(lV;90^)L fticuadc/Ci) ' tea jt. CI lAkv w 
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(an OflMHiVllM^ ^ otobiw d|i Milium: ^ 

A u 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 





t/'f(].^KIO) 




aixii 


0.fi250<> 




0.002 


0.62250 




0,005 
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0.00039 


0.010 


0.62150 


-0.0001 1 


0,020 
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mkiiKkQ KiHadu por s = 0,QQ0005„ For umnj, k ekf:i;jdfi ^iiP^ dt: A <4 apr^su* 

|p cual cs cQmpalibk c<bi rcfiultados dfrUi tibia 4.4. 

En h prdfC[ica, no posibk calcukr un v^or <)p(imd «fe A que ik>s sLrva para apmxi- 
nw k dcriv^, ya cofl«emo^ la ier«ra dtrivida La TiuiciCiiL Petxi m debemos 

tDdB& las ISoMitAft de dilb£M]«3icL6o. EIJo » dcbe m la nopcfidad do dfvuir una pntcncLa 
de A. C^mo conipfnIrKamrvfi en Ia itecci^n 1 .2 (v£a». en panicutar, el cjempio % di^i^^i^^n 
mu« lUbtBim pcquc^ umdc a «a|eraf d cfToi dcJ rcdoodcoi por lo qtic dcbcrla ev iui- 
#i3i^^ di k diSii^i^^i^ nicar por conqiifi^ 

ID el pii^blcm4l^';itttt9lli^^lo atcnujinos con \m mStttdos de cmlen auperinr. 

Recuerde qiM. como m^todo de apfoxima^i^, U difcrenciKifm nuiwrica es in^ita- 
pocquc lug valcr^ pcqucOti^ dc A na:e»irk)« ^a disnunjir d ciror de tmncamienlo^ 
liraBiea haoni arccr d flrtdi^vf^^^iaf^ k pfim^ft dise^ loaM^ ioeatalite 
jqye bemcH enconnadQ y^cn b |i^»#»k^di9l^^ em- 
ptear^ en los c^lculm, la^ fdrriiula;! que hemos defivBdo son ncceiJifiiip^ 
ai^iujcLdidca dc la» cai4ciqnc» difcronciakfi wdinanas y parddes, 

at«itiqpnk.«v,ipieiM.oDpipl!el^ 

'vi.j.ij ,<i ■.-.'alBQKiQ par darw^Kis da agtor 
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c. /(.tl = J en* ]fl «n .1 



4. 



/fjr] Ji In .r 



Uje Ifl fCimiidB mdE pnciu peaibk dc Eiti KccMq juri detenuiosr 1m ApiQiuiuii^uwA cxt 
lit cdlnplcfiuAi Ih pdgtitcQtn 4^I;Ih, 



A. t 


1 /(■■'^ 


2.1 






" 1.3^3*33 
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Material protegido por detechos cEs autof 
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marts cm hx tkl ej«rciciL» Z. 
[An coil li^ del JiicHj 4, 

11 Gii9iit%l%iod^^4^ 
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a. LV Id txUitL-i^n i4J \ rum arnhi]i]lar/yO.:J), 

m'lmi^ urn §^^m^mampm»0(^iimm i^mixbtii^^^i^^ /4 



Metdrld.iwieifdQ par d&red^ da autDr 



10 



Dbftfick & f 2Z$ 3K1 «Z3 . 742 



mEn an dtoaiA'tiimiaB^KfuM 9 oat Jiidticiiacia la Briiaen li^di^lGliEjfaKdff iiit 

^"t"- ^^""^^^^^^^^^ ^—T^™'"^^^^ r^^r^'^^W^T. Wr¥^|p^^^^^^ T^^^^Jj ^ ^^^^^ TT'^^W^^^^^^'^^^^ff ^^^^Tl"'^. , ^^^^^ '^^^i^ '^■'^^i^^'^n^^T* 

r I i.w I i.oi I 1,02 I i.OJ I i.i]- 



Li£LL 



IL I>hIiui;« un irt^odo pva ipn)aiiiiif/*'1(^ atyo i^nnino de enw km del wden ^, d^iuit>llui- 

* A* 

n V 



] a {fxlmpnlaf i4n de Richardson ^in-c pno ^rrKiLif rf^nhndo^ d? gfnn c^^titud coiindo %B 

l&Eiia 1^ F. mchtftlMii y J. A. G«usc en 1921, U idu ^ i^^.^^ 
a mucho nii^ SLnli^u^. En [Joy] intt^«|«E^^ 



MiHerial j^-^itegWo per cfcrcH:;ht^s ^ m]Of 



111 Ctiiisilanlc^ K^, Ky Al^ • ^ > 

La exliBpolacidn licne por abjcto cnconlrar un modd dc comfaLnar Lu^ aproxim^'^ 
dana IwMi&ie In^mciwi 0(A> en forma apn^piada parst prodndr f Armulii ^om m cvmr 
irufKamjenlo de <Mxteft MpctiofL Supongnmos. par ejcmplu. que pudidranvo!^ ajmHttar 
taa At*) Mm una fdomiU de $jgrtfQxktiMLi6si pan 

una vw raii^ ptm wnqitiuilQr^i^^ > . &ittDfiPii:^idi|i^^ 

y atf niioc^ivimifnle. &i Dor»ti;inte& fC^ y Kj son ii.proAini;idLtiai!}ilc Li mirsmA imgnl- 
tud entuTMb Ib4 apioxiiiiacicm« N{h) ycrSn inuchti mejoieh que la^ iproKinudunot MA) 
La «icif«polivcidA continilla il cbmbbur tfti ApmiivMkiMi Mh) u fb^- 
(gl qiie pfodu/cnh R^utaft con un entw de Vwcaix^iento y a^T 

tn^niot d fstw d? k ii:N3iiLiiu ^on que ^ ^prvxinu) M dc In foma 

rc^ullodo ^uanJo nftmpUccmos ci purunQein^ J^t pur la milod de v-d^jr. TenecKA cnlon- 



ppdrnio^ coiiiSiitjir \» f&rm»h *>ncrior con In ccimci^n 1 J ) par* sitprunir cl t^munoj^* 
Eft COncJelO, aJ ttilat U Bciuci6|i [4*11) 4 vti«e» ik k ecuvida 1^4. 12)1 pt^CtwnUM 

^ ... 

Uit ajm)ximacjmc» antcriorcs kcik^t^ por n^tlooea q Rla^ en d onkn indicado par 
111 f6rT11uli9> de qrdm supcrtor. 

b pi«eat« la form* 



ExtnifHilanAn de fOdwrdswr 











M - Ml d I -b Adj ri L 






























10: JV^(h> 



pari un cwijvnlo cfc cofistaiHes y ctiMdc ci, < cr^ < a| < <: af^_ En cl sHfubcoie 
ejemplOi ljetK;m<H *■ 

EIEMPL0 1 En la ecu^c]6n (45h la RVfrnuEa 3a dir^if oda ceittmdA A|iio]iiiiiu-/'(ji^) pmAc ct- 

IffTMra mediaflle f^uta error: 

rt%> - ^ E^(^ + k) -/t^, - hii - ^ rt^ - cx,t ^ ■ ■ . 

PiirsUa que csta fK^ula de eiTOT CCintaiaB excIusjvWKnIe |ICNl«lhHjLi£ pares dc fr. !i m- 
tii;po]acl6c] o QiiiS tficaz lo que isygi&re h. CKplicad6ii inidH]. En Icncmcis li 

D 120 

donKJe 

At iriCBT la DdLBcida (4. |^ j 4 vc£» -dc CS4jl «uaci<ill uqninUDOG el l&minD Oift^i que coa- 



160 



doiide 



Aloontii]iiBra)nesU:prQ(xdimk^laQti1cncmo$.{i«9C^ = 2, 1, 



la apiiJtJiim^ 



I 

! 

I 

I 



Material protegicfopQ 




Siite?!*? cl dcTiciniLiij]d{}r del cuctcni-F uhoru l'"' — I efl vcz 2^^ ' " 1 pofquc hhn- 
fa f^iLQTino!! clirniiLtimlo poicrKP^ *k fr^ y no polcncian dc h. Dudo que (A/2)= - b^iA^ \0$ 
mtilElplkiidfsreiK ci^n que efiinirkamn^ las p^n^tcnciitf^ tie h- fnncKhi^ dc 4 y de 2. 
SfuponguriHi^ que x^^ ■ 2.0, h = Q.2 yfi.ii = xe\ Eaiuncica 

ft?j((K2) - JV|0.2) ^ [/|2.2}-/( 1.8)1 - 22.4 14 160. 

A?j(O.I)^MOJ) = 22.228 7B6. 

N^iaOS) ^ fif[QM) • 21 1*2564. 

La lubld con qyc cxcrapc^lEuriDs fc^ dolus uiiyriurc& Jipui^e en lo liiblu 4.6. El vulnc ciac- 
lo J^'f-r) = j:*** + a = 2.0 con sci* decimalcN C!i 22.!67 1611 dc modei i^iic ttid«Ts kA 
digiun dc Afj (OJ) S4jn ciJu:tiK^, uunqucf la inejar upro^inuci^n tsriginn]. (O.S). fi6kJ toifA 
un^ cifra decinmt dt pwchi6n. ■ 



Tabla 4.6 



* 22J6ftWS 



= 33 WI57 = 33 lft7|Wl 



Hn la l4iblu dc c?^ir;ipi^latri^ las coiumna^ de»^pu4f:^ 6c h primeini obiicntn ct^n un 
simple prxKC^ici de pnimileo; por clln cl m^tcxk^ pucdc pnsdiKir dprt^^inuu.icinci Jc ufdcn 
E?lcvEkdo con un mfnimo dc cdlculos y dc crmr de rcdofidco. Sin cmbiir;^^, confofnic k ou- 
mcnl;ip el cmir dc redsnEidco en ^\ihf2^i scn^raltticntt irKmncniuri ^ caum dc ^uc la 
inc&LibilidaiJ dc la dirE:rE:n(:ijcaiin numf rica cslA irloLioniidii ^on cl Lmmfi'D dc paui ft/2*. 

En h sccci^n 4.1 cJcplicmTioii nrfiiKlos de incs y cinco punim con Uis ciiales w 
sipniaimj rtx^} ctuimki 5ic ci>noccn varies vdum funclcniitcs 6c f. tAn mfimlns dc irtt 
puntoii ^ derivarnn difcrcnciando un polinumio intcqioljinEe! da Lagningc po/a/ mj- 
\K^i.i% de cincu punU^ nc piiedc^n uNcner una forms p;ifecid4, pcn^ U ikrivuiii^n re^ul- 
Li tedicKo. por lo que pudcimiA^ ulilizar Lu cilnipoljcu^n para dcrivor mil fdLllmcntc ci&afi 
fi>miulai. 

S jpfiugatm^ qm ilesam>1lartiO!i In rumrirtn/en cl etiirlo polinnmic de Tayltrr olrcde* 
dor de tinloncei 

1 1 

2 (1 

24 120 
para alf^dn liilniciiD f ciiife 1 y AJ cvaluai /en x^^ x^ - h dhtencmo;! 



doikle - * < < < < + ft. AI rtstar li ccuaciAh f4.I7J a la wuncidn t4M^ 
nisic mi n^iiiiieto I ed ( - .6. i- A) c<hi 

En Ctfmccumcia. pqtJcmos despcjiir/^iJi^J en U cciLaci6n (4.]^) paia otMjaifer la aprcHciiTui- 

Arnique la apnuxmacr^ de: la ^u^i^ t4. 1 9> k inii;iii^ ^uc la de U r^rmula dc Urs 
punUK cn U cciwi^ (4.5). t?l punlo sconocidP la cv^y:aci6n ycyrr^ shm en /^^^ y 
lu en/*- E^o apfov^a i?n bk c3iirB|Ki|»p^, piimmj reemp]2zuHJ«> Jlr oi la c^iuciite 
(4-19) pdr 2A para pnodLucir Is niseva f6fmuli 

1 4ft^ IW* 

■W D liU 

Al mLaii^plii^ k Atuaddn r4.l9j pof 4y al resl^ la ecuad^n ii W^). otn^nemos 

4ft 




i 



0i mf^ifytm-f;^-0imfQcf^ * mtf^cm tHmme» 

de 

n^m !Hqi!!^ juq^ iii«n^ i^faftwde ^ttM'Vle^ 



1» jyto#lifaiii!kgjd<>>lll!^ I jiiii iTiiriillliva fffi) OAMl^prt-: 

«^ - h * 1.0. ft - 0.4 h /(,«) - * * ^t^j^wiflufl, A - OA 

t - 2' iffl J;,^ ^ I ft = 0.4 d. /(.i i - jr^ eon t, • * - 04 

I ten xia&:- 

Supfi^iMIPfe MjlMt lint fOnnili ean»1* que view en d ejcR3d» S y dclc«n||p|Mr|^ 
^/0.2j en h iMt 4.6 1 Luuichi ii - 0. 1 y .V^t 0. 1) eumck} - 

Utilioe It cAinjnliciiki put dsrtvir mu fSnniili (Xh'-'t pitm /'(xr.V 



Material pi por ctorochos do atito? 



i» Deimnine lis ifin)ii]miH:i[)n«!i dc t uum^ixindkntirs a A ■ O.CM, 0.02 y 0.0 1 . 

c SiqNHg^ tfK # B MAj -H -I- /iLj^t^ -H J(r^9 + UiJLKie li utrvpoLui^ fH«iKitt caa 
fi iMMf^ttf ijiffii.luT 

lie cun A ■> 0.04. " " " ' " ■ ' 

-^7) <l) 

U imi ti I fTOtegWb par 4er lk^ I it^s ^ ti ulor 



43 Elcmentos de la integnid6ii ntim^rica 

tlvBda^pl&ita, ocuyn amkkrtvidi nu oi TdciJ dt uburncr. lil it^Uxlo biuko cun que &c «pr{)- 



4|ue w qblJCiicn utilhAUJbdo el primer y ^^iindi) pdlltLortiim 4jC L«jtr?ingjci. caii nudo^ i|ual>« 
prain «pu»dm. Eil^ not di la IC|^^ 
iii4l«ne en tos curww li uUj . 

Pan iferivar la rtglsi del lr4i|>i:cio pofni j.[iiii^inLar j^'/Mf) * ^n^t * A * 

b ~ ujidf^moA et podinoiruo lineal d£ Ldgraiige: 



Dado e|ue fjc " ^'n' f-^' x^^m> cairtH6dc fn lTlHk^lr^ l^ iiplkw t-l Ct^jremn de 

Mirteritil fTOtegWo per c[i>rLM:;hos J^j tiulor 




Comod BAaunadb error de ta rc^ del Inpocio cmtieaaft bi RgTa da el 3Tsu1(ad» 
«X*Cfa cupula « fiplicjt a una fuajF^«tii|A^ii|f^^ 
potincHnki de grttdo 1 f^mciKK. 

La EEigila ffc 5j rajmn tc iititicnc liil inLcj^riu- cn [a, bj, cl scgundp poJiiKHnio dc Lagian- 

Material protegido por detechos da autof 





























m ^ 










— 



mino dL CTTur ^A*) que contiene/^^), Si abofid4rno& el pfvjbljdmj^^P^^ 
derivar un Idrmino dc ordco Jiupcnu' ciuc iIu:1uya/^^ 

Pam explicarcoD un cjemplo estt f^mnulA aJlema. Kupoi>gain« qne/se desarrolla me- 

M -^.j^ ^ ^^^^ 

rtr ifli titrfiriilwlri^ 

i^f^m^^n-^ ^-*m^ ^^^^ 



Bfl pqopKuncii, poffemof fecsfrib^ likiscnddn t^SS) mno 

*^jc¥ ft* r 1 Jt^ 1 f^^^ft^ 



Con m^ftodos al[i;rnos (cwii^illtcK el cj«reii;iu Iti) potlomos dcmi^sErdr que cn c&ta expne^ 
giidd los v«ikw<4 f ^ y ^ pueden nompliizftrsfe put uii valof camilii f U«f J(i>> iKk tin 

tJsidfl quf cl i^^mo (Ic rrmr ccniiifnc lu c^i^inn Jerivadsdc/ la regla 43c %Simpsfm pto- 



negtide junfagii pvn/ipn [U, 2] « 



1 



m 


1^' 






VI + (3 


Km Jt 






4 m 








dm 


::iiSc43j 



Mateiial pi aiogtdo'pcw doi achos cie autor 



claAcdc polinomifis con Im cud]c!i^ c^iilk Ffynnuta!^ prvxluccn nrhullados cKiicLm. l^i dcrfini- 

Dtftflicidflf 4.1 EL gnuiofte i^xacUtud o prqc^lndn dc una fiAnnub di^ tiiiudrjiLini crtcm po^liivo m^^ 
grander ;t, till la ft^rmulj ftizj e\iicta paJ^ tuandb A - 0, I V 

La dcnnif i^n 4.1 kmplicd <|ik Ui^ rvgl^s del tmpccio )^ dc Simpson iknca. cejtpccliva« 
iThciilc, un gnick) d? prcci^^l^Kfi dc unn ^ irc!^- 

Lsi integrHcidn y \u suwa !^ Dpcmcionci llncEilei^ etto es^ 

f faf ( j) ^ Pfdx)) dx^ a ff{x) dx ^ ^ t gix) 

pun cudb p;!i dc funclonCTi Intcgrahlc^ fyg^y dc ctrnManie^ rralcs a y jE). 

Ea:lc signified (vduNC cl cicrctciu 19) que el grudo dc pncci^i6n dc una f6rtny]a dc cuddra^ 
Lura seri n li y sdio hi el emv " 0 puru kKkm |n^ pQ]i]!K}TrhaK P(x) dc gnido t = Q, 

I , . - , , fi, pcm £{jP(.rW # D pjfa uiguri potinnmio Pi t) dc grodci w + L 

LiLs rcpt^ui dct trjpcciQ >' dc SjinpM?n cjcinplo^ una ckiK dc mdlodos dcnoml- 
nHdciis r^rniula^ de NcwLun-Cutes, Exit^tcn dos cAiegmfdii df fdmiuliu de Ni?wion-Cotc!i, 
abicitin y ccTTttdai. 

LAfi^rmi4l<ict rrndudr(n ^ Ij^ff^ail^ utilisalMiiodos « j,, 4 jA. 

p^tra ( ■ 0, I tkmdc if^ - a, - y = <fr s^n, (Viaw la figura 4.5. J A cs(i 

fdrmuk sc k Ibma c^rrada, pt^m^ Ion c;ieU^nws del inlervAlo cccrodo J&] 6C jncJuycn 
Hjmo niKlii;^, La Rktiiuh swlsi^pia fcirma 



y 




de Newion-Oiiea, Parii uiu demuitraciiin <k eite ttforemia uon^ulte [[K, p. 3 13J. 
yifismam-i^ Supoqipmoc que aJOc,) dciwct Ja fdntiitbi ccmxlii de (n + 1 ) punUn de Ifc^tni- 

N^ICSC <|UCi ciiiiTKlp n c« mh CTiUnj pv, ti griidu da prccisi6n n I, auoq^uC cl pO' 

rift 3A* 



11*4: 

ItQiide j(^<f<^^. ' (4.26J 

En hsfdrmufas ahkrtim iV^H-^<?/i-p#f'^lo» nodos jr, = jiq^ + se usan fain cada 
f ■ Oi L , ^ n> dandtf ■ ib - tfVtH +^3 y = 4 ft. Esto iirplica que - b - b, 
pur lo cubI osaicaRtDi los c)itn;ntu& huciciufo x_^ ^ oyJr^^^ = coino ic muej^tra en la 




Ei JbDpniiw liiiijepM! ni^^ 4r3^ W 4^!t»$^*ffi^^ 3MJ< 

Material pi por ctorochos do atiRj? 



11-21 

I /Ul liv - V -/(Jti> + ^f^2}\ /^<^ t'*^''^'' 

n -3i 

i /W - ^ 11 1 fi^ + /l^,J +/^) + 1 l/U^J t— ^i'/^*' (fK (4 JOJ 

doixlc x^i<i<x^ 

EIUMPIU&S Al Utili^vr Ids ft^nnul^is 4ibi«t1tt y ^Mldiyde NcmIUH-CipM KkjilliicailEis iMHiiii 
(^.23|-(4.2fi) V 2-!}'iA.m para Jipnw|niitf J^jie^^ J - yyi^ tjtj^^m^ 



T^ '"" «jflri»M 6.00003941 aoooDtTll iiiid^ 

I'timiiilaridiUvtv OJDOj^SS? (iim^m OJm^ 0.292S<^92| 

Ehw iMxt76ew tijoosmn (koomm (MX)0Qe399 



CONJUNTODEEJERCLCIOS 4.3 



I. AjMvuine 1^ iiguicftics im^ff^lci iplicu^ 3a rcglii del tiapflcio. 



r 



7^ 



ill 



^ EcfME^d ^crcicio 3 ifdicjjidD la rrgb dc SiEnpf«L 

4, Rq^ci, cjn^kki 2 aMndci \m vc^Ir dc Simpson y ki* resalt&d&i del ejtrac'io 3_ 

Gl R^ba d ^cffCKHi 2 usanda Lb U del puruLo locdia y l« n»ulLadDS tkL c>frL-lcH^ 

: 7i La ttfU 4kl n^pnio j{rip>iriMl:i i T /(t) i/jt da d vihr 4 y It irfJii ^ Stmjwn ncn- di rt va- 
kvJ.^Qii£«H/ll>? 

B. La i^ti [Ti(pc[in ipliErida i ^ f^^l vkks di d %iJpr 5 y la ir^ la iMffHOi mrdbo ros da cl 

^iJor -I- ^Quf ^^of nci^ da La rciJ^ dc SLirifu'tfl? 
9. OlAaiga cl £iwhi de pvecisi^ni dr 3a fcfmuLi dc li nulnftm 

10. A * (fr - QjfX ^ o. ^4 = + A T J* fr. OttKfiga f J grado dt pncctsidfi dc la fiimjja 
dc b Eiudrvtiiia 



p.^i np^irnf dc un fr%k> nvncH- o i^l a 1. Dclcnruix c^-^ y 

liMMTUDS dc un §rulD flbcruM [> i^iul a 1. EktctffljBC y 
13. ISfKWJTtR lis cmflafi1«^ y de modD que ]a fi^miL^a die la cuadr^iwi 



14, ISiKunitn tu cfKibtairlH y f j de inode qur Ja fi5fTnuJa dt ]a L^uMfarui-a 
tcngad ^radode prciDis^idii mis. sJm pcKihle^ 




Material protegido poi 



11$, Aptitvumt Iv ii^ienic* [iieep«lt« tacdiwitc Ui RjnnailK (4.2}> a {AJQ/i i^ cauftti^ U 

•■ ' ■■■■ ^ * 





11^ 1 


1^. 1 


\ ^ .1 


'1^ 






1 









hi 




i2 1 


1 '-^ 1 

















{;wKliiiUdi ikfK m gnuki pRd^hJa 4, y le^o ^1 rl emir £(^^1 ^ C3 pva t^ckK tofi pnliimi^ 
m MddiAffite el tS;^^ la ngli dbteif -^ili^ eaiKUq (4-29^ cm d 



inEjcrvokts de iniegr&cite ^nuhkHn Am eutn cusoa ie cvquierea fdnnuLu tit gnado lupe^ 
NM'UHi-Oite^ ic b^Aan n lot p^lBiBitife|:^^iflic^^ nodoit con ttptti^ 

n^^ilaluriB dc Ion jpulinomios dc grado svpciior. En e^ld Mcckki atudiaranoi lui m£iodo 



Material ^oK-Qm por ctorijctKis mor 



J rtfcfifflMfe Ftwritiintffl iu^r^pnE^/O 



CdOSidefC A ptotdmia dr oblcncr una apm]i^Lm3cidfi ^ ^ ^ ^ iCf la (9c SI mpj^ 
ecu A = 2iKKdj 



2 



Dsdo que en esle uso la respuesia ex^u «s — e^= cl ermr— 3.nH3 cs 

fDUdlO Jnayor del tpsc cMHTnalEncnCc arcplanjJTics. 

Si quemnos aplicai im mctnlo Tlia^TucnUirio a CMe pTObtenu. ditittiUHSs JQ, 4] tn 
2] y CO |2, 4] } spJicainos 60s veces It regit dt Sixofsoa eoq itr = ] : 



= 5?.S638S. 

El Error « redujo 1 -D^STO. Coiir etilcK rryuJiadDs. subdKidiTTicii! las inler^'tlD» fO. 2] y 

- -Wit + 4*"= + *] + -Ir + + 
^ jS 

6 6' 

= 7^** + 4<l^ + iff f -te*^ + 2*J + 4<M + V + + **) 

6- 

El error d« esia aprt^unud^n « - 0-0IBt)7, 

icn^o [j, fc] en fl sLibinicryali^ y arliti Id rt^Ja dc Siinp&on cn cada par cojisccut™ 



ra. cada; = 1.1,.--+ ~ 1^ lincrnos quc/^^^J sp^LTOCC CD el l^rmind CMfespOndicnCc 



latGrial protegidDpar 



m 

Flgura 4.7 




JUS 

domJt; Ajj^j <ij<x^ P^a ^'iitla / ■ 1,2..... 

Si/e C'^Ifi, h], cT (cortma de xiilor cxintrHi implica ^\3ip*^ aiunw «u mdKlinu y mf- 
nimo en [a, h]. Pueslo que 



1 



,) * mix 



ft * " l*>l 

De iicucrdo ^on ct Tcorcma del vulof inlcnncilio, e;tiHic i^t ^1 ^ol que 

Ufa 

7-1 



ft 



P(ir iiirHi>, 

c/bscrvndmc% ajnierinrea pmducen c! stguicntc i^uliiKfo^ 

TeQftma 4,4 Sean C^\u, b]. n pur. A - f fr - y x^^& + /ft pur^i ciiJai "0, U . . . ^ *f- 

Ek(sic jii € fri tal ttuc la rtRltt mirippij^ita de Simpson (wa a siibtnE^natiifi puqdc cs- 
crribin^e con sti Ed'nutnu ifc crruf cdf™ 

El dgoHlmrs 4.1 uva lu rrgta compucHta ilc 5im|y!inn en n s^uhiiUcnpalnit. Btte cs el 
gf^htnw di? cuciclrjiLirii prcsp^Mto general que ml^ Mf u^a. 



ALGOHiTMo compuesta de Simpson 

^ ■ PflTu AprD3(im£U' la mtefral / - fix) dxl 

ENTRADA e^ircmo^ h. j^l cfisem |io^iUvu pur a. 
SALIOA apruiimuci^n XI u 
Ajjcj J Tome fe - - u)fn. 

J Para f • It . H . * Jfi - 1 cfcclik pitt-w? 4 j 5. 

ftjjo 4 Tofne X - + /h. 

I flfflM S Si I es p:ir cnloTiccs lonie Xtl - 3f/2 + /(JO 

slmcotneX/l = Jf/I +/(J0- 

ftM ff TomeJf/- WJf/0 + 2*JC/2 + 4^X/l)/3. 

Posd7 SAL1DA(JC/1; 

PARAR, i 

El mftodo iiutxtivisidn $c pucdc apticar a cualquieni de la^ r6nnul4LN dc Ncwlon^ 
Cnie;^. l^i eJilcn^biE^viiic^ de l^:i n^glsK ikl iropecio {v£a!w Fig. 4.8) jf del punio medio 
incluycn sin denio^^lmciAn. La rt)^bdc] niqwcinteqiiicrc sdlo un intcrvnlo irn cnda apli- 
cacidn, por lo cuol qI cnlcm n pucrdc s^^r par o tmpar. 



200 CAPtTULO 4 * 0ifitrtfKiocf6n t fntMSfocfdit nutittrfm 



Flg]ura4y8 




Tttntue 4.5 Sean/e C^a, h], ffib- a)fn yXf^a+jh para cainj = 0 J n. Eiisie una m « 

^) tal qiK ti ntt* cumpticita dd Inj^cdo fmtv n iiu\>irncrvak}» puctlc cKTibinc 
m If rmina dc error como 

Phfu cl ^a;KO df! tn rrj^la campije^lo ikl punfo mcdici, nucvamf nlc n dchs scr par. (V&i- 
sc Pig. 4 J J 



r 




n -I- L Ej^imc unA e ^) liil qucr la irgli i^Dmpui^tfi 4t\ fninlo medio pum ^ + 2 lub- 
in^tervaks pibedc i^ribir^c con $u Uhmino «mic conu Mgu^ 



« 



I 



OQ mar A^SHiilmci mciuir flL(!M)002. Esta jvcIil Hchg da pira algiin /i cn (0, tt}^ 



ISO 



sirvc para dcirnnbar n y ft. AJ cwppkiar csto eiJoilos oblciiCTioafl ^ IS- -Si n = 20, en- 





o g>ie n ^ 360. Esta hnplica rcalizar m nuincfo dc c^pulu m^dto mayor que loi qw k rc- 
jijij^iefmd 111^^ SinqBcio, par tb.ci^ d^itiiwlw^li^ 

La rr^pucsti ctacta (rs !!. de moiKriB que )a rogla de Simpson Con ^ ^ 20 praporcioiu uiu 
re^puc^la demru dj± U CQla Je crroc cctjuerida, la uual eviikjiletiwntc no ssucede en el ca^ 

La mayor pane 6c Iuh si^tcnM^ de ilg)cbra por compiLtadora inonrpaim la rcgia com- 
pocftft de Simpson y U del trapccio £o Maple, para tener acceso a la hibUo^eca donde 

sent J) 



Ifiiii fDcMntr d cdi^ A hUftte d]|RM|mfidf^ al li^Dp^ pmio ^setiiN 
slftf^fti hi 'Pit Hit -18 j litiiXbi«(ti?M*eiiJ 

de unit unidi^il. Pmu catltt valor Je ^ » 0, 1 9^ w recorrc el ciclo y sf RiiTLziL cadii 

cilcLiln dciiLru del ricio }ia>il;i eiUUHtrar Lu pulubn ad. palubnN re SLT^iulaN iitlpliradsK 
Bquf 4(Jn iQSi, fron, <io y sc. Obsmc que i» a|uiccc uapunto y coma (-J d£aipu4is dc k 
•'if||| tji B^jt H "i^i.- . 



Malerial protBgWo por detechos cEs autof 



m 



Una projiicdad impurrynic que comruirtcn kxlos witadc^ dcinl!E;p9i^^ 
la cn Is FsfEiMili JikI rcspccto ji] emit dt- fvdofuk^. FdTJ denid:^triJir]d. ^UIH*f^|^^ que iLpTkflmot 
In rcg!^ t;:UTnpiicMJl dv iiiEnp^un ^an ji hubinicrviilo^ li unu l'iui^iAii/cn [ii^ b] y que ikt^^r- 

denude denma cl crMr de ittMdw i{uc iinptkfft UAdr /(i^ pni ffffuimiir /(r^K Bntoo^ 




***** I [' - ') ' * " (1) * * *j " " 

fxiia UuScpcttdiensi: de ^ (y it), £3lo.iatiiiifici ^itCt aiuHuc ikbdnw dividir inii 

&uTtieniai} «1 tfrror par T«dLiTKli;n. F^ie it^gltadn indica que «t prdcediinknin es e&inble ai 
apcojumanc a cera. ReciK^nio ^ no f ma to* {MOCcdiinititlM de difomKtudilSai mi> 



CO wuNTp DE mm^mmm 



a. J In Ji ° 4 J ^ jt* ** 4*t ■ ^ 

II 1^+4 * 

^pgjifet 11*1 ■ 1^ m^dt^ ii»s 

Hi Lil^pttqp^tB rej^ coffl()W»l« dd pumo medio wn n + 2 nAintcnttlus fiura optPKimir laft inte- 

Miateritil fTOtegldb per ttoruc;ht^s ^ mm 



■ 

t. Aplh|Lie Ti rej]!L L^»rfiji4JErji4a del |HifitO nwHeiL 

•tiL La rc^B del pwil? -rrwdi -Cm que i^c opreiKinia | A da c] J 2> la fcgl^ ccicTqiiics4j dc-l 

/C I) ^/|l>j/[-aJF)^/|BJ)- J p«4*smtaif^ 
I>BladuKli]ftrfiddttidfr]M^k 



G^o jru cTcactilud -lie l-O'-*. 




ApLiquF ]a rcgLa ^ofTipucsta -de SJinp^n. 



0 s jr s |>. t, 



Malerial protBgido por deiechos cfs autOf 



[wm del npedo. 

li* Uw J4i »tim<ii;iijrR^ tk crryr Oc lo^ ejercieat^ii 12 > 13 pari ei^timv its^ zim&i «ld cj^ckia 10. 

In flinrtiin li^ ifrn.^ hiiiJ mtt^ait ^xm m^ii2 ^ » CI y "La ^,fvjan'4n ^sidm^r tr. La pfobalii- 
lid^ df Lfur un valcr ak^ttwidmcnlf Kcltxwi(ifi^> JciK^lu pur f sla di^CribiK-i^Sn ^iMii^c^lir en 

la, hi csU duk pof i J^i 4ijr. Con uaa uKUtud 10"*^ opft^Mrao la probftbUkl&d (k qvc im 



IS. auitop^vil EfCDiic uruL pUia dc ^ani:TH^ cn &4 Kiuncbi- 5u i^loddid td initnraJu dc 



TlL-;jt^ 10 j f> 


i2 1 la 








4i 
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m 





1^ Vm paitkult dc nuii jti que dt!<pUfit jnr ub fluidb eatti uijett « |Dijip|JM^ 



Suponga que » — u para ddenmiudo QmdOj ^ioDde fc da en n^wtona y v dm cn 
mftonibpiiidih^SI M « 10 i4 y li ii<)^" tOn^ 
fed&clr hi vcloculad i v 5 to/i, 

jr iL. W;HA:ab«c]c [SHI tuvkFoa qjic ^vtncimir n^sns^iciinieiiie li ^iiBtr^cntiin ejcienor 



donde ie|ff¥.'S*t>la radio Jjnde CErniith/a rl ^nniJEriLi cntrr cojfn y dl^ju, f(., nqxvsicnca c] In- 
itio uterUMT d£ dkiw wtafafio^ nepKSfOJca d ^|:iJio mbtenduki pot kd oqjiiwit dd. frtm dpi 
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puntai dirt diwo, obcen^a uru 4ipro:iinmi6n de T. 













TTfH'F) 






0376 


1034 


U.-144 


1^ 




w 


0.393 


lOM 


0.461 


1222 






0.4 It) 


IN4 


0.47)t 


I23y 


(1J59 




0.427 


It52 








21. Con una c:uicl]tQd ik lOr^^ oblciigD una aEiroiimocit^n del valor ck Ik in|c|;nij qms inchi^r cq 



3X UiiMuLH.ic^O 



V5* 



[Hjcik reitutvcn*: fqn .t uplicando el mduxki tie Nt'Micin con 

Pi 

Si qummos tv^hm/m li aproKimiciAn ncraiitin™ fdrmula cle k niadrtim para 
MpruxiiiLir 



TOD con V jf ]■ ni$ii»3fiipu»^ de SinntmrtL 



liyi^^ y Iw^o el impei^ pan misji^^^ 

si^pliTiKl^^ Eo L secdtin 42;ijip^ que In ifxtra|Mlji^i^ Jt^^ 

f6miiilu e?l ifmu- truncamicnLo ifsLii dcmiiiudo pur R ,A ciuimki h pctjiicfLo jf,, 

Mipcritif. En la ^txirtn 4,2 y'mtyi criiw e^lo pucdc wrvir p^rn Eihcgncr Bprnxiinacio- 

linidfti. ^ .^^ 

f uicittc: la rcgb compMc^i^ del trapccio p^m siproxliavUli^ 
{DlefvA]u|a» iVJ pdf medio d« yii >|ibiDierv^^ 

m^, " I. iflj ^ 2, iW| ^ 4, K . . , y " 2^'\ dondc n un cnfcno positive- L™ ^alo^c^^ del 
urniaAo del puso /p^ c^onrv^pAndicnie^ 4i wi^ son " ^ " ^'^'^ 

nqiactAnp li Fe;gk ckl mipecio » upr^ coiwisi 

- ^ [/(/^) +m + ? ( ' |j /(^J- i'**)]]- ^^^^ ^^r^^i*> 

(jcndc jt| cs un i»linef!t> ^d* 



Material pi por ctorochos do atito? 



t 



to qerdcioi 12 y IJ). 



Fl|gunt4.10 




I r « y Sir Tfl' .1 



pgdcTTKiE dcmo^tor. aunquc c1Ijd no sea facU (vdoif [RR^ pp. I36-I3&]3 que si / E 
C'Ij, *i fiances pod^mos ^scribdr la regb compue;s4^ del trapodo con m l^nnirw 4c 
crm- illeTi]o en li foffrru. 



Con 3^ com[niCKl3 del trapccbQ cn e^sla fqnTLO^ podcm^tii suprimir ci t^nnino 
c-Miirnc k{ ■] c^bdnaf esu eti£iM.H6{L oon sy CDTt^spDndieme ^ue liene reemj^la^iidi par 



r 



A3 mtar la ecuaci^i] (43^ J acuajiro vieces la y al simplificarU, o^EcneiiKH laf6rTui' 



para tada k = 2,\...^ n,y ^lifomes r1 pfomUinicnlo dc ulrftpolarton dc RiEturdBDa b 
c^lxH valcwci. CcHiEinioodo ci^ta no^JEiAn tEncnHT\, para Eada i[ = 2^ 3. 4, - . ^ - *^ y J — 
2, ,r,, t una fiSnnuJa dc apfioj«im*cicHi Othj^) dcfinid* por 



























































■i : 










V 










iff. J 





<4,?5) 



El infloda dE Rom^Fg licne la car^'lcffMlca adiEjon^l dc que pcrniicE calculaf (m^' 
gtuiiEiLlje tm ELuc^ rifngXAn da ]^ izbta COa ^la hal'^ una aj:i!i*:atH}ii dc bi le^la com- 
pvc^ dcL Inpccm, y |uc£0 pmmEdLar ln$ vaJqfcs pfcvtamEntc EalEuladDJ^ paraoblEncr Lch 









! 1 ii 












Material protegido por ■ 


■I 1 


jctioa.da autoi 



I -^W'^^ 



elcmctih» Kuce^viwiiiieJ ree^Idn. £1 mijiada«Ofi qu« «< cmMniQfH) mm iBbln dc e«ic ijpd 
^jj, VIC. El 4tlj(uriitiw 4^ Ju ikAciilK ea funna ekuJlula, 

I Tome /i * t It: 
Pttso I SAUDA 



/'auo tf S A I, FD A f W, , puf y = 1 , 2, .. , , i). 



EJ^EMPIOl laid cjtcmplij ], lo^ vjhuiistlf ^, , d , tthinviLTuii ^ifituKinutiub I'jitii ,i tifi Iji Ju in- 
bit 4 10, » miH^ua is ubln <lc Kombcrg ijjuc »MiJt4t 4i uku cL oi^oKinw 4.2. ■ 

AuNw 1q t«bl* UcM 2t enimdv. iiOl« lit «^ <|liep^^|^^ colmoim itcxi»jiiui 

ii]Le|riU(;uii].i las dem&K i>bii«flen aI cakufar promeiljois. 













|>«Wil l)iM> 









































Mijteritil j^-^iteBldD par 4ertHiht^s ^ mm 



mem 6^ rniglocies a gcncFLU. A rocnuclQ ciimicDC mi^ Hjar ujul Enlfmnd^ cmK dc 3a 
ejiVQxim^iAEi y gcpcrar ii. denLra una cntu fiu[icnnfr. h^jJa quq- las cii^r^^"^ diagonalf 
con^uuv^ y ranciicfdcn el riiaj^en de loler^cta. Vi^ e-vii^ 1^ pohi.t>i« 

lidzid dc que ekmcolu^i dc ncji^l^n roiiF^ud^vs cxHtcucfdf n cnlrc pcm dg con d 
Val«- dc J A inlc^jaJ a a^nD^iruir, ^cncniniA apro^JiiinaciuDC^ h^U que nu >i6kT | | — 

es4i dealTO de la tolerfmcias sino umhu&i ln^-i^-j ^ J^^-i j-i i ■ Aunktuc cyiA me- 
dida no cs aplipabk: a lodos los caso^. sos gaiantlz^ ^^ue das Mfijuncwi dc a|?m7^i3in!i4:k>^ 
Dc^ gcncrsdos en forma discinu ooiici]c:rdcn ckniro ]\\m\^ la lo}ei:ancia e^tecifica^ 
da, antes de que aoepiemos R^^ oortRi Mindcniccricnif cmcio. 

La iniepaciin dc Rnml^ei^ ^plicad^ a /en 1 , frl. se bas3 en la ^ufwicifln que la 
fegla compoesca del mEKCio Itcr^c ujl lifrminu de cttdt que podcmDS cipc^ar en la fomm 
dc laccnaca^n j J-U j; ce dccir^ ddwmf^s Ccncr/s C^"^^[ii- tl para jwdcr ^ enctpi cl ^-i^- 
iTK>ran£jAn. Romticis lRclu=yc uiva vt;rif]c^iAn en cada elapa para cercriararse de que la su- 
{Kt^d^Q tuiti^lf. A esiloE Uxlu!^ tf E llama afgoriJmoi amrfh.^,^ df Rft^iht'^ >' K 
dcscfiben m |Jo>hl. En esa obrfi se e]i^p3iL a L^itba^n cuandui ^ u&a cl m^iwlu dc Rombci^ 
pltkcedmlienCD adapAzliihta. !^nK-jaiiLc a La i^ta adapt^va cfa^ ^imp^ri! que c^iudia< 
icTTiiys cn La sccci^n 4.6_ 



CONJUrfTODEEJERCIOOS 4.5 



JL la invj^nct^ 6t Rnnhcr^ piira apn^^iinar las inDcfnlcE del cjrfckH? 1 coai imi cxadnlud 
dc 10" *. CilcvkliliWadcRnmbcng lusts que. - \ 10" o hfti4a que a = la 

CompaLfc EitE icsli11hIds4.-oii Io^ valonts txAciaE d« Ik ioit^rAJes. 

4^ ApiMfiic U im^fm^ 4? Rnnlvf^ a lis :UfUKn[c3 antx-^JiilcE basla que '^.-.e v nan- 
cuerdcD Doa c%acdiud dc 1Q~^, 



a. 



I.CUI +<U13Ji- OlI) + QlV*- ail' + Sti - 0.1 0.1 < iSO.J, 

I QOS + Ol [,V4 - tUj + Ol^Ct - 02f * at* - 04>^ 0.2 <: JT ^ 0.3, 












Li [i^ 


m 


2Am 


. ..i*7»-.| 







Si /t^i « D.15D y Aj^ " 0 33 15. i,^^ aoi /TjiT 
^ Ll telei^Uitl dt ilMnbeii K uu pin 

Si*/I3l) * 03 1 ^^2J0i - 0<J67&a, - 0.4 Via?, y !hi fl^j ^ {).4?«>2. oh(eiit*/(15>. 

10. U kL(eprM;ii)q Rombei} pvn cakuiar l» lifiutaMt Ijinniniiciafwi t 

tJVnIlR: Loh ltwlltBiin de eiiM rj«Fvicio kki may Inteneunliei en cim) que OMi^lt.tMyUi^^ 
do dfl dtq)pskiivo que nuiHTje uiu ihliTidttci MM 

•4. Gti9M^«alqe Jf,^. ir2.L< J^jjt ^^4.1 y r «|l|b^.«iH||Livi9^ pv» ji(«$q#e:«l vilor di 

E>clicn]iJDC ^71. y /^t^, v Ikii^i uiu pkhJi^ckSii final 

t. ExplLquc pDf quj6 Ckin iiiEe|raJ i,:au^ pcubkmu m La Inte^nkiidn 6t Rmnbetf y icdmo pude- 

13;,' Um d midM'JtH ii^efK^ (4ii!»g3fe<|ji|D^ 

i«,4-j[«^«*V.g/("(^-5}''-)l 

14.. Ea d <;|Ktiei» 24 de d«MwMl p«Ai^iip^t^'M^^^ 

Material piuK-QKao pof CtoriJCtKiS ElUJOr 



■J-'M. - iWiiirirJhr * _f f...T-l . 



En lasH r<innulu cornpucsiiii » cv^uicfc cl uso de uockoa c^^uidiataiita. Emo dp jwlww- 
-<ity;iniii]da SB iot^ii ttfltt'^liitelSil^'^ 

va fi tsULi dislribitido linifciinTieiTtcpifc, w r«|uifre iin p-t^T dc mcncvr i.imaiki en Ifw rrgifv 
net dc ^a. ymKi^xk ^ en de md^ddf vari^ifiiL En cstc iipd de [Sfobkma im jikbDdo 
tifielefitt^i^ wiaddm fbndciul y ^puircl iflnuflo del ■ lii 

de cuadnliini El mdlndo qoc e^plicimos. en csic apart^Jf* ^ bi^s^^ cn la rcgk compucs* 
U 4^ Sij£ii0Epa» p&p podcinM no^iditicarltii fl^Umnyie pvi til^l^ 0^ prcietdijriiiieaipfc 

Sqadi^M fie quenrnw 
prijn?!r pnKo del piwedimitinlo ^Ooaukte en aplicijir la rcgJa de Simp^ion cond ttpiailiCk^ 
posQ - n^. Eate pro^^injc^ jiu d« kr B4|uieiUe (v^^^ 4. 1 1): 

J^*^ *t*-^«. *> " /^'' (m). [Mifi MlBU'wa M cft ¥k 0* 36) 





L 








; ' ■ ' * 1 



EAFitU:ii^ 4 * Q{|fefWK&idilM«JI^^ 

M.tl|uieiite piso cdidlili tdttCttdtiK^i^^^ 

iipniiiiiiiicii^ii. cn c\pccia| una i^ue n(» riMjoitrrJ dei<?TPJiiaar f**\p.]. Pitra fHo, prineroapH' 

tfi^, H A/2« lo coftl not da 

pAfu nJgunft (o, fr>. Van $irnpli(kar Ia ootaci^o. wtpuajjaiiiM 

Lii rsTirtiiujiAn de emir ite tibticne suponkmin que fi." nulv «^\Ll4:UErN;nl4;, c|UC 
J^'^'Ui) f'*Kl*h El ^ilo del mtodu dcpcnde de Jo eiiatijlud de caia uipdsici^ Si 




mi 



iroCC^ VtlfrjOf dc lo que ixini]iia:dii cun cl valur caiuwisla S^.a^ b). For Lonlu^ i»j 



4 151; 



i4m 



Hn cs^lc COM}, 



5(0. f j = ^ [seller 4^:^^ sen - &^4^^n^-^X!l3^m 



'v!< ,'j iL r I I prategidQ ];nr dsr^c \\os da agtor 



216 



por tnnlo, 

■iVK"-f)-4'-fW(f-f)l=""^°' 

Esta se apKniima muy bi«n aL erfor a^jlI, 



mcK la rcgla fic .'Sirnpscm Jc moncrtt individual 4i suNntcrv'iiloft [0, fa + ftV2| y [ia + 
fr)/2. b]. Difspu^s ulLliMiiio^ d prxmrdifiiienio de C!tiimai:i6ti del eitur p^nit dcijenninLir ni la 
' ipnaxi^nuf id^ U b iiLLe^jraJ Chj^i iikim'iilo s£ cifeL'-jtrnlra dejiErO dtr unu Uilcmnf b ^fl. 
Dc wruiif. suTnai™?t ]44 apppsiJiia4;tw*ci: pwa pr^xlutir una flprosinwiciAn u J^^ /(aJ f^x ctm 
uni LoterancLa d^ f . 

Eel de t|uc 111 ilproxiniiktidii en uiw dis kis subLnlcrvalos no kc CTlf ucnLuc d^nlnu dc 
tz lottr^ncLn luMividiinciEi- subinlcrvulcf y rtpc-tirrins el pmocdimicif^i^ en dc^ fitlilv 
inhervalti^ parii delemiimiir m la aEm^^iniicioiii cn cactn sulininlcrv^lo cknc una exuci^iud dc 
£/4. Cofltinuamcis cste pnocedimttnto dc dlviajiin mil^s ha^ia 4]U£ c^^i p^utc ei:t£ de^- 
ini dc: [[k iijLcTikHiL cvqu^ritk. Aunque podein^ cmsmiLr problemust 4jiuf nunca ^ 
t>bili:ndrii c^LU lultr/utCtil, cl Ekrk'M.^dinflimcCN si^ick tf\Ctil^ pjvqut curl ciidu lubdivj^n 
pctr lo ^cmraJ iiUEn^nCu la cxjijc^lilud de la. upnaxirniiLikdn en un tmilni de Lb^ aunqiKr rc n;- 

En cl algorilmD 4.^ u dt^Ealla CHle piuc^ijniciilja uduplAiavu dc lu cuiidr&lif ra para la 
regis ck SimpKiMh. p«^nj- Sje pne^i^Ean id^jUnDs pn'^kmsL'ii i^hl-lh-ks, qu^ r^-Ljutcrcn qiic im- 
plMtaciiSqi del JT^CEiTdo diftcra un p«ci dc In cspuoto itnierinrmjciice. Rirc>fiTiplo. en el pa- 
is^ I njainaa it Eolerancia lOt: y 15t, £04ni> iadii^j m la deiLiuaildid (4.39), Ejj- 
mccHi tu e]eg:im^K cun^rii'^idLvafiieTiEe para t:E>inpcjisar cl error de U iiiupo^iricin f^^^ifi) « 
En Iw pnnhlemiksi en que se ^hc quc/^"^ vBria muctwi- cE*avicnc redueir Jiian nifi* 

En una ivubdivUidn. cl pnxic{\mutn%<3 que sc inrluy-^ en iilgcKrilnio aprxiKintn prinK^ 
10 la Lnlc^l -el subinlHYzJu del cxtmno ii^quienju, P3i\k ellu ncotbariu InEroducir un 
p^H.'^imicnED qut zimMxsit y IJame efiL'itrniJZincjIltf las CvaluiKiiml^s- I'uiiL-EuaiL&lti Cid^^ul^^ 
ctiTi Clin imLcnQiidad pwn ncsdns de I^n yylniiiLtMvklQFi dc- Ja mltuJ dji;Ti[:cha. Lns^ pasf^n 3, 
4 y S ei;fnCienen un prucedimiCfilfl p^a uptlur. ^:un un iivdjcadjur qy^ ]lcva gn cwniftH dc lfl!4 
daio& mxc^sariD^ pam ealcutar 1a apfcxim3eii.i4ik en d suttinlfTY&1o ecvncipci yt]t dcrechji 
ttel ^ubiniernJi:' £k>bre 4.-E tuaJ ^ va a gencr^r la apfti:iimiuridn. El inltcrfhh m fitil 
jmplanluf cfi una CQmpulndorah ni lud nil Icngu^fe pn^niitlackin t)uc pcrmLCu b ir- 

ALCORiTMO Cua drat Ufa acfapiairva 

P^a iLpf^iJcimir b inlegral f = ffix} dx ccti una l^lcrMcia d4ida: 

ENTRADA e^cinsmuit a, lok-mAcia TOL[ Umiie al nilnrKrfn de N. 
U 

TOi^ * 10 TOL; 

Malerial pfot&gldo por derechos de aulor 




ft, = - if)/2: 
Ffi, -/fft): 

S, - + AFC, + FB,)^; 



(Aprnximaci^n a fKtrtir det in^todo d« SmpMft * 
para el mtfrvalo eompleto.) 



£.j- I. 

PQiO 2 MicniraSi i > 0 haga. pascHi 3-5, 
Paso 3 Tome = /!tf| + A,/2)! 

SI - h,iFA, + 4fO + rC^Vfi; 



S2 « + AFE + Ffi^Vfit 



(Apntxtmetcionej a partie dti mftoda 
dc Simiistm pans mitadri dr jtubinttr* 



"1 = ^^ 

V, - FA. 



iCuarde hs daiax rn estt ntvt\^ 



FB;, 
Si. 



Paso A 
Paso S 



(Ei prvcrdimirnlo fiillaA 



ToiHc / » f — {FJimlnf el niveL} 
Si I5I +52 " u,\ <v^ 

eniuiicc» twne ^^-p = A/*/' + (51 + S2i 

ii no 

»i {^ 2 ^ 
enloncci 

SALIDA ( 'NIVEL EXCEDIDO ); 

PARAR, 
aI no (AjfTTnifr HTt niVft.y 

Lome i - i + l[ iDulos para ia milad de\ submlerv^lo de In dt' 

fl^ - H + V,L 

f - FE\ 

■ 1% + I; 
lomc / = / + I ; 



(Dales para la attltid dfl subiniervato dr la iz 



0.- Vj! 

FA, » IP,: 
Fq - TO: 



PARAR. 



EJf M PLO Z En la TiBuni 4. j J DC nnjcbint li jjrdricu Jcln lujicidn /f Jf } = ( I (ififx^ ) sen C ] n/jc) p«rajr cn 
(] H 3t. Al utUi^jir el algf>ritmo ckr la ctudratura adaptattva 4.? con la tolerancia tO~^ pan 
Bproximar JifU)dt Dtxenemos -1.426014, ]%&uliaiio ijui: iknc mtu preci^idn Jc 1.1 X 
10 ^. Ld upmxLmacidn lutjiicna upJicur lu Jifj^Lu tic Simp^un cun rr = 4 irn loii 33 uuliinlcr^ 
valos ci]yi>)( c:ilrcmfi!i: Aparvcen en cl cjc hnriieonlal ck la Ctg\ir9 4. 13. B nuinKTO total de 
rviltudnncs fitnclonalca que sc ncositan en csta aivoninuicL^n e« 93. 



F^n4wt3 J • 




■- 



Malerra[ protegido por derechos de aulor 



exitctiUid IIP" c& A = Ema Ei{i|lvei^|i|^ 

d do^ del in£tock> juUptntivp, M 



2* IJs« la cuadrdlurd adapted va para obltLier laa aproiimacionc^ dc lai jrilcjralc^:^;f||i|^i;^ 1; 
con un^ tiiuMiitud n-u um' ^nv^an? ilguno paia general t^os rv^hill^wlt^. 

* IM U itjla CLnnpiioii& 4k !^imp$on con *^3fig*; *r - , liii.\tii que t^* ^pnwiimaLiyiitt ^iiceil- 

(If Iv^ li^icnlfs Lntcgralc^ cojicnc-ndcin cnn una ■c\ai:litD(l dc 10 DirtrrmiiK 1? f^lLckld dlT 
oockn que i£ icquJ^ien. Mediaate fi jjfofiuih} do la cuadratun ^daptMi^ AfH^uoe la ime^iij 




;TtK:*)-.(,.Aii)-,(^.*)| 



La ioluci^ tic It 

cnn una cnfictanic dt Amartiga^meiiiof # Q.M|ab|^^ 
dondc 



5- — ' 



L Sua jit « U ^ ^ ^ I. f - lOi y - 3. Dew^ilii^ipKlQi dc C| y c^d^.mtd 



4^7 Citadroturaj^^^ 

lniic:rp<»bntLr}i, Pueblo que el ttrrniEso ik; errwi!^ cl polinoniio inlcrpoUnie dc g^rado a ctin- 
benc k IfT + IH^iJM doi'b'ada dc U rimci6A « tptostimu; UIM f^ula d£ Cfit« tipci 



rtf|;lq5 ccHiipLie^ ^uc c^pkcojtioi cn la sccci6q 4.4; pcro c^ta f^alricdte puedc Afi!C^ 




La reijlfl del Irepoclo EpfoxLm^i b inicjfFiil tic 1i funci^ i^l inceErar la funci^n liiical 
que un« cpitremc^ la gririca dc k Tuncidn. Pot sin dud^ <l5td ito Ia iticjfxr Kiicq 
para afmMj^mi^ U uoiejpd^ UitJfiR^ 1m 4|Ujl:f#'|i^^ figun 4^15 Kfun* 




La cuadralun gvussiana »el«c£E(im Ioa pamp« die bi evtJiwidn de nifliufa dptim y no 



Mirteritil fTOtegfcto per c[i>rLM:;hos iiulor 



nhlimil ml p AtrtUiy la. Jilit irtiii Imifi^ 

• j-i 

iiy^sr .^p. .r^ csiun res^n-ingiJ^i^ mjIm por la e^pci:tncift:i^n dc que rtxrucnlrcii eft: 

[a, i^]. cl intcj^Talo de U inkgracLQn. Esto ik« da 2/i pararndros de dande ctegir Si \o% coo- 
flcidnl£$ iJi£ liH pollMttiio ^ Cdnsuteran [WinutriHp k| tie pulinamidc (k: £jc3ilp ntk- 
3uii3ti 2rt — 1 tanbiiffl mmktm 2it pu&netioo. Ad jm^^^ttid [uliiioiiiiai^fN^ 
jmplio ^ que posible e^^perar que k fdnnula m i^nKM^ 5# 

Pitti$t Ufl ^jcmplo del pitcedliEdfefilis cml ^ eico^ b» pAtbatM^ apropiidcK 
inofttraretnw cdcw /letexiofiiir lot codkicniet y In nodot ciiawjb n * 2 y oiisnda d li^ 
icrvulo dc intcgruci6fi | - 1 . 1 1. Dc^pai^i^ cxplkorTtruus c1 ^a^t* indt jgciicral urui clcc- 




d^ el rc^ult^ t ^ ^^j^jsispa^ 

coajimli> dc cocmjiilcs u^^ y Uy Dado ^ 

Con UT\^% nJanlBs cipCfa^fK|W,|^^ 

Ltnc solucidn imica ^ ^ 



da poLinomiD 6t grask Im o mcinr. 

CuA esta tkntcA podt^unn delcnBiaiir loi mritit y CMncicnic^ dc iis J£iinDulu que - 
propaidbMH itvUnd^ ^ijiii^^ 1di£^ jiupisrior. pen UinSlfl^^ 

«tudLBn;m(K I'nHaN grupuK pulinumiOA Dnogcnales, (line svci futiciunci; 4jue tienCR 
J^^^mfpicdwi^l? que i4itc^ flcUnMi 4d |!t(pd|N:lo4« tit; dlusi, cualeAqui«n » i»- 

bus jmduta .ti, Jtj Jt^ iKc«^(U piimpf^ucir uufiSinnuJA i){HrL!Atiiiaci6na la 

Wii^tL que pfopo^toae EmltMkK.euctu ]NtEl. cudipife^ltipg^iriii^.^ gado maiOr 



iPvii^^ ^gjuglglljipiiw que c, , ir ^ son 1u aisH ^ pdiininn de Ley^^jft-jg^a^^ jffiwji: ■ 

ti^"***ir^^j!^^ ^^^^^^'^^^^^'^'t'^ .Ti'^J^^^^ ^P^^^ ..^^"^^^^T^i^j ■ 



quq cl t^rmiiKii de MW laif-^aiiiu derivida y esiderlv^a es em. Per Uva- 



Mat^rla^ppc^l(%^ jjorifer^^ alitor 



I f n — 



ton fHtD^i«riii(!iit»df d taa^0kt 6B h» poliii»riii(]*ii^ lui gmdo nmw que ft, 

sSi el pohnomin Fix) dc wi'jlflda mettW (^u^ ^ le divide enme el poUnosnio deLt^gUl* 

p jic producxn pur medio de 

'ii^lKtl PDCornmoi « la putenci:i finica krs polinoiinioi <k Legtpdre. PriJticro. d 
4p:flti^ jiqiiift^ Qt^) titeior ^ it: pot tutto (d« HCtwfdo cm U piOfXie^Md 2)r 

emtfralB tf| iwceftito pom qiie li t:iuidt0tM^fi9^ jifimmm i ^urtir 

di! [a MjKidfl dd teoreoia 4«7« pcro iinrha:^ cooiiantei y lu nice* <k bf polinoinlcHi de 
InegtHcfrc w$ tabulOT ampliamcTttc. U labia 4^U mimiefitW^^^I^^ 

Una mrcfjal f /tj()iix en un intcn^lci afbiuorio [a, i# pu«^ lr§D«fqniyift ^ 

It - fl - b I 
£s.to aot pcrtnitc aplicjir la cuodnliini puuiana « cvalquier mtervqlo [u + bj, ya ^ue 



Material pJUK-OKao por ctorochos i3e ouJor 



LflJ. 



d.oooooDano 

OlODOOOOOOQQ 

-as3it4«iiot 



JJMOOOODOOO 




EJEMPIO \ Codisideremos «1 problema oblener aprQAitrmiLiianiiiSi a J f~'^Jx,lja tabia 4.J2 coo- 





0 


■1 




3 





























rortnar primers h ii^ci^^E^i^] en un ptdL 
HAT liw^QicEdD i(4r42j t^P^rm^ 



11-2: 
It -3: 

Cun eJ fiJi # licLUur Jk cumpuraeiiOii, en Jn uAiU 4.13 m Jjiciuxpa iuii valorem t)bieiij4oi|l 
ipHt?ii''tt"prftWiilliinftiitiT rfit 'Rodiibcil0 con h B 

o.iowjN oif»:v^if> rKO<*wi 

iJ.IINjflCM 0,Jt)9.^l Q.lWitt*i 



CONJUPfTO D£ EJERCICIOS 4.7 



Material p&KHjkJc pof dortniiios d&AUKyr 



Ifft&gmki muttT^wi 
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DrEcrmtitf Ibi^ conMJkEil^ ft, h,^y d que prudutiiriji uni riVnnuli cwlniluni 
/' /a>-ii-a/(-I)4fr/(0) + c/(IJ+d/("l) ^^f/UJ 

■i 

que Jill - L xln Impmur In vrlcc^if^ tie r, y Tj^^ ^ . ^ Jf^, \SugFirndii: mn^fuyn un po- 



4^ Integrales multiples 

uliliiuiilDS pa^'a apfDKimar iillegiiila^ jnillliptcrj&H CiMi^hJcrcmoi^ b inlcrgr^ dubk 

IJfOcyidA. 

A^ndc ft cs una rcisic^n rcctjiilgular ern cl pluno: R * f(jr» v)F ^ ^ ^ 6. r ^ y ^ 1/]^ pun 
ikl^unn^h ccm\ianti^, a^b^cyd (vd*^ l-ig. 4.17). Pari wn cjemplo dtl iruElodQ dc flipn>' 



ngura 417 




. M ri y jfl y liu (Hiticioneii [d, b] y [c, ^ tna k» puitun de Id red unif a iii i tiitnttc c<;|rac:iuici£ 
eot del A ^ ip^^i(ifn yk * (J - AL WifiilrirlKiiriEpi^ do^^t^^ 

prlmeEO aplicaniDft la isgU campuesla de Simpscui pan ^viduiar 

Ualjupdn a jf cqpw ud^ e«aluift& c + ^ para ceda/ " 0, 1, i . . , m. Ei^ioqut^ 

[wa olj^una ^ ep (c-, if). Par l^mtcp 



■IMF ■ -^^^ 



Malerial protegido por detechos da autof 
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i-i J- 1 I- 1 



r 



+ 4 



J-l 4"-! 



I- 1 



jinj 



^ J 180 I ^ ^ 

Si ^ff dx*«& cotiiinuL, c1 lecHTma del viJcrt ii]icFTncdU> puodc aplicarse viarias v^ces 
part demoscnr qut b ([Valuacimi dc ias dcrhadv pwiaJcs icspcclo i puede ver roeni- 
plBzxda par un vtlor comi^ y qtw 



-k^b - gift* f A*/ 



MO 



para alguo^ (Ij- ii) en Jl- Si ay/^^ tamhi^n CS COTlirauaH el teoctma del valor mcdiio pon- 
ilcradp dc las intcjralci impTica que 



r 





EJEMPJjO I Li re^a ixuhj^unta de Sifflpson ^kida iwn ^jtuLi mac 

mut^Cra la negJ^n de LnlegrBci/dn A jualQ can tai nodof ^^|, dondc i ~ li'^'Si'^^^^ 



FIggiia 4^1d 




4 } 



-6 



^N?wijo(i^-Co4es pod^mo!) mwrpomi iiiSkKkiS! md^ cficL«ntes ccmci ];i cvsKliiniii'jiH^^ 

n^la intc|trAci6ri Romhcrig o 1^ cu^dramra ojin-pcatLv^. Fji cl c:|cmpl4> siguicnlc ^^.(^pfi* 

^Elt^jiP^^ QoBMat.U imegrni d^Mc del ^jemfda I. A]!ile» de jyv#k |e^^ 

tft fomn trtUiwuleiltf , .t = OJtr + 1.7 y y = O.llu + 1 .i?. 1 .3 titi I i ?.ic^r^(n d« Wl* Cilll- 



- 0^29554531^, 



•.V°" t"V 



Aunq w «le nf s^iludo Rqukm ap^u 9 ri^ilbg^i^eAK Ikncloo^n n compuiddtf iM iii 

I J iiK)4iictc Id K^lii aiFnfiuc?K)l:L ute Simpson wfi^^iijcrFi^ii cti el rjeniF^lci 1, c^ir rr$iiTU- 

El uao djc Im mfuxJc^^ cc?n •qii^ ^ aprnxj^rKin ]j% inic^ks ^^t^ no x liFii^^ -3 la? 





po t!fix-i^^ndi> pjLTij^iudtet de lirt-gin'^i jiJecuidaL (VCwd «Jen:ieiQ ED.) ,' 

RUta itwM'jikEp d m/todff H UtiliXl jII JUflOJlllUHr kUU. {HfeBOEftl AO. Ia. ftwiM 




apLicainos b Simpson pan loEcjrarTcsipwto a ambas variaN«!c. El laimAo del pa- 

+ It + hi} +/(# + + 




■■ -I 



4.a tiitt^ftkt m^iiiaifi 
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d * A 




algonlnio 4^ apEka [a rvgia comvpueiitji dt Simpju^n a ura, micsnl dt ta forma (4.4 
Uu hnicgr^iof dc li r«Tna (4^> pucdcn man^jainK d< mancra »flic}ani:o, 



HLCORITMO 



bitegral tfoMe de Simpson 



ftru ipiruiiiiiuir Id inleErvl ' " |^ j ^t^' J') 




PflM J Tumt A - (if ^ aVii; 

0; iTtmirw rT/irfucw.l 

Fw> 3 TiMIMT T ^ + th\ {MfltNla nMnpitfslo dc Simpxim para i, ) 
fix - (<AJr) - i:{x))ttK 



Ptsa 5 Tome = c(J»} + jffX: 
(?-/t*.>l. 

Faso € Si J cs par. cnlniices lomr = + Q 
ti iK>. tome Ky= Kj + Q. 

Paso ? Tome L = (A'l, ■- 2A'j + itC^)HXf^. 

" jj^l /Cf. J'Jsb' P^f" ^lO^i' Cotttpiieito Sinrpsoii)j 

Po$o S S^^=Oo^ = rt cnlonccf tome J', - J( + i 

si no, iu / M par enbufutu luitie J^^ 1^ + L 
St no, lome J^^ Ji. + L. 

ftuo P Tmlta J = /rtJ| + 2Jj + 4>/jy3. 

PARAR. « ■ 

Si qurrcmus BpUtar la cuadraLuni {;auv^lu.nLi u 

prinw-TU nfcticmoK transfonraj-, cl int-crvBlo ti<.r). a | - I, l| pnni cadaji: en h] y liic- 
aplkar III cuBdmlura g OiU^isiiLna. ErIo nnts da la formula 

. duilJf , tlurdd -uiTtEcs. Iu» nijcc£ h Acndfiitjc^ r^y pruvicncji la labia 4. 1 1. Ahora 
lf4uiNfoffTririiiTKiN c] ]!ili^'a1<? [o. ^1 -cd ( - 1h 1 ] y usramns b ciudratura ^ausRbUina [i^rii uprD- 
KiT!riLir ]a iitLtij^nJ dc-l JiJtki d<!rci:hui de rtia cLiiU/^j^rL Luti ck4iJlc^ ic incbyicn en cL algorit- 
my 4,3. 



integral dabie gnisslana 

SALIDA nfjcuxinJuitH^n J a J, 

PaS6 1 Tome /r, = ^6 - 

= (ft + dV25 

MatEjrfEil prolegirfo por rfercchos alitor 



■4.9 Jfltes^rz^Bs jnutt^pfi^ 




ftM Z Pifa ^ " M . r,, Ui ha^a las pa.™ 3-5- 
Paso3 Tm\eJX = 0 : 

= to 

iPofo 4 P^jf .... FTliiaga 

PARAR. 



EJEMPLO 3 El %^nlu:^^cll del s^liEki la n^uo 4.20 sr ^inncifTiB splicandD cl al^orilmo 4k la tnlegl^j 
doble d« Sijnpson, con = m = 10 ^ 



Flgura4L2jQ 



E , L 





Jg autor 



EttD requMTV Kali/af 121 evaluacicmcs die la futtci^/C*, y)'^ e'^v pn^ducc cl resultiulo 
c] aial » apfoxiina il vutumdn etc) !i6]iLlo que k mucsifd en la fi^ura 4.20, caya. 

duu; aiit ta 4ip[uxlrnaH;L'6il 0.0:3'33Cj56£ I h l|ue Utnt una ejiLtnitud de 1 1 cifr^ dcdniulcjj. 

Jl 



{v£av Fig, 421} K fi^ximan ck nutncra simtlnr. Pc^iUo a la contidad de cAlculos que k 
(e pKtcedintknio. 



integral triple gausslana 



ENTPIADA CKtremm a, h: cnlemgi pnutivnti m. n. p. 

C/jd* n<((ew tj^j f(aj ffN'yft'^MH CijfUben *iUtr disptmitflti punt j = |ii4£[J1, m.p) 
y pani 1 s ; s A ) 

$A J apmnimii^idn J a I. 

Foio 1 Tome ^)|. = {fr ^ a)f2: . 

/ = 0. 

/^Sd f J - t^^ti'.^i nrh^ga lo&pOHM 



*, - I - e{i/2; 





ft»5 Tome/l'-'O: 



jr hajjn toci pusoa 5-7. 



ftj ■= ats;. y); 



M aterial protDgyo por derechos do autor 



44 fnfrf^Mn m6il\pk5 
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tome ?: + 
fimf7 -fymn JX = JX * c^iiJY. 



Fmo9 Tom J 




El 4j|etnp1o aiguitnle mjukre la cvuluuciAn cic cuatro inlegralts triplea. 
EJEMPLO 4 El certiD de mm m3i^ una negKSn s^lidn £> c^out L funridlt JenHidud c fn^ halla eh 



a la majhU. E] s^li Ji> dc la r{;ura 4.22 ERla accriadn pof la pjirte superior del conn que di- 
vidr cl vtriicc ^ = -\- y^y si plaivn l = 2 y ticnc La function dc cknLidad dada por 



f^ra 4.Z2 




Al ivpliciir el d^uriinw de la iiilcgnl Iripk ^itssiaim •l.ft cm h " m ~ p = S sa^ fc- 



' - r f* j(V> + j^* <b - -5-551 1 t5l2 X 10-". 

^^''f r ' r >Vi' + y^dtitydx~-t.mm75 X 10", 



MatGffal prole g I do por derpchos de au^or 



y, J) = {0. 0. L6ODO370I). 
Per medic dc In cvaluaciAn dinrcta dc las inEi-^rdes, ptKlcmus- d^ElWKlror qu cJ CCntTD 



CQNlUNTQPEEJERaaOS 4wB 



.t J^'^jj^tJr'+>S)i^djr d. J^""' £[J|J + ^^*^^^^r 

■ Jr U« alp^ri^^r^^ Ji.J LXifl r^} ri -sr 4. ipJ ■= f?. (ii> n m ^ J| jf B ^ m fi pura airmiiniBf 



j (ly sen .1 + CD&^ jrt dbr t J j b Jiy ^/y lii 



4. ObtrngB ki& valcrnc.^ mi^ [^cqueilon cuaiKki pi = dc nuracn que pLHda nrpkEHr cl oJgDriEmo 
4 4 pnrj Aprn^j'ninf 1d5- iuicf r-Blc!^ del tjcfekio J cofi una c^Dditud de ID'^dct voJar mi. 

5. CDlcubc ViLluflgk in^ IKiflU-fllM- lid JT - JTV, Jd iliridLi pudtJd Uiiiir ^] nl^^lrrilirH] 4.3 jurtl 
BfproKjmQT l» inicgralcE Acl cjc-rciizio I cvn jiib eK^fchud de- l-D vjyu mib- tiEli dc h " 
m = :5. CdmjMTC la cuiLidiuI dc evaJuBclemes fiuK'iofi^u K4jLAcrid£A i^on lo: c^Lidod ivijLKrldi 
en c-l cjerctcto 2. 

7* Use tl fllgoriUTio A3 kjh Til it =■ m =■ 3. f IL) ft - 3^ m " ^^ fill) n -■ 4^ ■ 3 y (Iv) n st ■ 4 
p%rn npronirnnrlu inle^k! dcE qercicio i. 

Use eL BifCHitmo •! J ^ = m- = J porn DpnMimbr Ibb inlc^nJrsi ikl qf-rricio 3. Compare- la 
mddod de evmluKLOJieSi de TuDciorKE requeiidu cdd \a elided q\}c ec nccciuta cL i^jcrcL- 



MatEjrfal protegicio por derGchos aLitor 



n ■ 6 lAiilf] cn iT| oomo fi^. 



pun li ifimthmtl&i ptHi d Mnfctdo tucco. 



I 




cl lnMHiif^Tlo-e^ t + - 9. : & Q que mm00i§rii 
Id. Rcpalii r] cjcreickt I ^ upumd? a ■ M ■ p " ^ 



fff ^^^c*^^ 

dimlc lS' ch 111 r^iia dc3 jirinh^r (icju^nK iMidft pur ct LillrHh? + « 4, |i'0(£Mn ^ i^^'* 



4.9 Int^^tes Impraplas 



Lu Integra] >±€ biApn^ias be prodLi^ cuosda d wiis&ptii db^:ttB|l^^ if ^cllieAd^ a uh 

LZ£|uJenJQ del inCrrvBla dc Lu. intc^raciiAn-. wmd sc cburvi on la EigurA !>«pwFis mtK- 




Cuau> ci im puliiMtibo; puktun deknmiuLr ^;i;;:luiH±r3ie 



Uiinnk) dc Taylor PJ,x) concuerda csuccliamcncc »d en Eodo d iDU:^A]o [d, hi 



dl. 



Cofno D < < ] y Aifio P^^^iti) 4:oDCueiidaii coii^^V') pancada Jt ^ 1, 2. 3, 4^ ufieinas 

■■" ■ ' Material pi otogido por derechos da auiof 



ifi 1^ 



1Ui1k4.U 



I 







DJOO 


0 








[UXKUQIF 


0.75 









1^ ^(%+ 4<p!flfi5l!^^ 

|!(^ 1), cl oinQrci^ Ks*^ 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



fMjTA k inipiqpiii pj^ulom U ftvm 




fMbrtj»> ul^wvwtiiiH^eKiuBifufii^ 



4^ mant^MduM 

UEMPU>2 IjiiftijpinMiibkdi^ 



|i4 

J"' 1 « r •«»*-- f + 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



Acts dp iR^nfSTB, AptnlBK It wtflftdttf dp ft ci pi i 
-^'libiiHfinLittilcM dr liii|pM^ ]il|=^ Bit t!OL ^ly 

;MicafaB- Mi l■^i^ ^^i!iii ■Jfa^ mJf^flrfto■ fc 
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4,10 Reseha de in^Ddos y softwa re 

En e5lc c^Etulo f^cudiamoi la jpfoxim^Ji^Hi de inlegrales de rycicjane& de una. Am o lre& 
VMiatuks y li ipfDumad^n dc tas {knvBcLa^ dc una fiuioAn con una ^a variable real. 

B3^plU:m\a% 3a^ restai del [winin iBcdio. tic] tr^pecio >■ de S!inp™i paj^ descritHr 
m^odos y e3 aoili^iii del mo€ de los Ei^iodo^ ck eLiadnimx Li re^la ^lumpucMa de Simp^ 
son ci firii dc luar y eta afKnasiLmaEinaieN ciactas, a mcno^ que la fuibci^n mvcilf cn un ^uh- 
inier^'alo del Lnlervalo o inte^TSielon. La cu^raiiun sdaptalin sc pucde ^icv ^\ » 
SD^prcKz que la Fund6n prcM!JiEa un coimporLajni^nlc oM:LEu.[oni>. U^aimtu la ruadr^url 
f auuiana para rcducir cn Id poHibk d ndrrFcio dc ncxlcH ^ para aumcnloj cl dr pfc- 

dsMn. EitudiATnos la inlegracion de Ro4nbcfi^ pans fipnoveclw la n^la y U ci;trapo]aci6n 
Cnrriptjcs.xa del ErapcctO, dt fScil ap]kaci6ni_ 

La m^J'Or pane 4c pfogram^s^ de c^Nmputacidn que linm para inlJ!{> iiiia Funcj^ 
de una sola variable real, se l^s^ cn c1 metodo adapt^ii^ oeu f^fifiFiulas ^ aussians^ eMre- 
n^iadiiitKi^ie e:iaa^. un)e;fracic^ Ciiu^^losa 4i Ro^ber^ up fi^todo ^ptacj^'o que 
tncluv^ 1^ ivfril^cati^ paj^ asc^urafT^ dc que cl inlc^ando dene un ccrniptcvrEamicnln unb- 
fonific en loA £i£biiii£r\'aJo^ dcL jnim ^lodc la inte^jiickki. £Mc mdlcKlD u^ cuci gj^n cxiEd 
eg Ia5 bdbliolfieas de prognnm. Par lo genenln anije;era]e^ muliiple^ ^ iipfoximiin 
omplUndiQ bucnos mftodas adaplalivcK a dLmcnKLunes iiupmorrs. Tambicn rcfDmendamcH 
la OKlralura de tjpo gaussiarw psj^ disjninuLr h earUsdad dc cvaJuLacinncs dc fimcioon. 

Las pfindpaJ^ ruiinas dc las babLicHiecas IMSL y NAG se Eiasan en ^Li^f^TMCA^: m 
p^uete jHina mttf^fm:i4n aur^TinfnVa dc iR. Pic^srns, dc l>(>pg){cr-K4tpvii;gii, Cr W. 
UtKfhiibet , >■ D. K. Kahaner pubbe^a pof Sprir^ger-Verlag en 198? JPDUKJ. La* nicinas 
tambicn eiLij] disponiblcs imno progradTuis ds dominio pubtko en hu^;//W'^W.nt^libjDf^^ 
iA|UBd{»ck- 

La biblioleefi fMSL contkne li Tijrrel^ ODAC. que es un rsquema * inte^raei^ 
adaf^tailrh'^ qut ^ basa cd ll re^la dc 21 punlO^ dc Gaii^:kiaji-KjvnnMl y que u-UEt^ji re- 
j^La ^amsLona dc ID pujiEos cn lB_cslifiia^^ del ctt[h~. La rcgja ^u&siana u;^ Iihi dicz puji^ 
tO!9X|i,..i JTp^y Ic^pcfios Hj, .... i/'jg paiB pfoduckr la fdnnula dc cuadr^tLLT^ ^^^'l Ei'^/(xJ 
^HHl que fC apmxima fix} dx. Los puntoi adjcionalcs x^j x^j, y ku pei^ niic\-i:re 

1^ .... H V2y^ fmpleaji pou^riDrttKriie eia k f6nniila de Krctimd Zfj i /C'^,;)^ rlimin^ 
cl CTTOf. e^>vnp^ran Ips p^ulladci^ dc amhas f6miu]a^ La H'eiil^ja dc ulilij^ . . . . , X|q 
encada^ r6fmula eons^steen ^ue/lia de e^aluarw s6lu en 21 punios- Si ap1i<:&\anK>^ las te- 
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■ 















}0ff^. i^JJe pR>mlimieiiftjij odmLtc stppylaridwleFr dc l^i^ cMn^mns m cl inU'^rjiiiJo. 

Oimu yubfiJiJiu8 tic l^^L wfi QDAGS que |>cmiil£a liof uUridndiiA en las i r^um; 
iQP^uGP line iQifi^tiidi^ pcM dl vfutnc; QDAQX^ ^ pcinniic.. 

llteidhM dfl futqpiciAn y QmVSt^^^^ 

funcipncH ^nlf^^miap Li lUtmHinaTWOFX? li-u la^ r^g}^^ de Cnuss-Krcinrotf piuu iniegrAr ■ 
uiuL fyjicLAn tic ^ vwiib^L Ikflibi^ii exLiie Uiia i^uhcuiini QAND para lu^ id €\i\t^i\3^* 

gaLufttMn jf utitLjcii Ultglii lid 10 punitH Cawssi y la real a cte 21 p«nio^ de Kr^nfimd. 
l4i ibbmtdH J?Ol AHP iJm pw MpmumF /O^) d^ir wn uiu fanuJit do fdnmila^ d£ li- 
puiai^ (f^c K Emma en U 3> 5^ ?p 1Si' 31h'63p 127 y liS kOdw. ikii n^lu Immb^ 

bcionisdai dc [lEta pfMlitrio LVbcn a PsticrMni [PaE| y w cnriplfflii cn forrna ad;i|j?iaslivii. 
La Auhmrina |"MU(jHJ" iilili/4i co^t init'^T^Ies mijlilples y HO I OAF a[^:iima uitA IrntgHil 
ciundjO stiUi ye di^n pUAtuii dt= daiL>v y no Iji fujiclte/p NAG mjuJ^iio ini^iliiiij oubm iiibru- 

qur mLinr|u la ^hlfiguLaridflJ y lucgq la cuajiraliuni dc Clen5liaw-Ctirlj&, que sc dcicnbc en , 
{CC\. Si CSV] Mbi, dcbido > li prwncii uiiBuUi1c|4d^ d«m q d^l.iil^^rvila^ 

litt CR lit vtriaNc dc M4pte qiic cs^pcciUce la c«ATid^ d« clf^iti^A d« nedond^ o ()tie MopTc 
emplju GD cl dlcula num^ticai. El vtlof tfidndif dd D^U <t 10. pmpodAum um^ftit* 
mMito en tuatqukf aieit> jpo^tHib ifi medLuiu el c6nylfido Dipit^^-n; El conuAdo ■ 
QUAD da UATLAB aptoxinu la inle^l daflflhla. /(ii>ii<!x usaq^ fyt^t^ ^idupEfitL^'d 
^ Sjini;^^ JK Q^ADA 4iiirti>cim4 k^lMipsl -^lt;^^ vpEMf-.l^ 
d£ ixiKi taip^ 

macitirt de las dcrtvadas pira reu^wf lai^ttiiiKlonefidifimiLclaleR. Im hib^ii^coi NAG cnn- 
tifM U rJ(M A AF piifa LlifvitrikS^ivlon wm^rica kks una fum-i^n dt- una vmabk 

AHI que penitlte dif^nfiur luMa U dcri-riuk. La funcJlinL DERI V di' IMSL ^mplu un cm- 
llb^di^^ en tdHiiiw puo In di&inciii fiidlis pan apf^fitfir ^ dertndi 
Jm M fiqii viu tii]cf.ai[K^^4l^i&^^ tMSI. inclu^i^ild^tai^ li nAniiu QDDRR cm qpA 
^ c^lculan lae deiiv^du de una hin£i6n definjdA tn im nnjunto dr punlos mmii(^ la i^rj^- 

mnsi libtroc dc- En^U IB] y Davii y Aeibincfwitz |Dlt]. V para ma^w LnfiXTnicidn m>- 
brc la cu^idnEuii j:auui w puedc . gmwtlyr K Strwd y {SiS |. Eniif \m Vijir^ ^ 
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Problemas de valor 
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diferenciales 
ordinarias 



iDoilicdralD de nn p^ndulo por ttiHlio At Lb miKida dlTftnifift] dc 
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grai^x«cton^1 dr la Hem y tftt tl lin^ulE^ i^ut romu d ptedulo tn 
la porciriDfi vtrtirmt o dc eqidtibrm Si ^tinis espfciflcuEMS Ei pod- 
d6tl dd pf hdulu d ti^mienlD lit inidjir d otiitilnkntD - 0'^ ;f 
iB ^dikTid^d FTioincntn O'it^ = 0', telidrrmos k> qntf le cono- 



Pkini xEmplillriir t^Ei: prubJx.'niu u ana IIikuI dc vutur IclcluL, puru 

PMtiTKM rvwiwr Ht« probkraa por medio dc tm mf lodo ei.lindar 
df lancit dirtmiclttlGa. Vbtm. vflioret iruivam dp ti^ hiLj quv uEl- 
Uur mf lodCH^ de tpniKlnlitdrin. En d rjrrrlcb 6 dt Id Hntbdn 5.9, AC 
jm Incluye un problcina ^ i^e lljiOi 



En 4:iiiAl4juicr lihro ^o^ne ecuficTonc^ dLrcrcnciaks enccmiranj cxplLi:ii£ji.'me& amptLnii 

'micial cte prtmcr cifd^n. Pcto, era la prrt^;iica, pocos de \o% ivoMcira& qme m ptcs^ntan tti 
d otud-ii^ rcfW^ir^^^ifK fisici^^ puedcn r^Nctlvf c^^n esiactituci, 

" En la priiwra jianc tie] cupiuilo c^Tudi^emos ^Amta ^prcaxiYMf ]u koIikWitv K/j a ufl 

^Ucma de la Tortni 

Adel^nte en caf^fl iilc>, iratunenvo^ de la ejilensi^n de efilof m^lodos a un siMcma de 

ecbmjitmi^s dlferi^nctati^b di^ primer urtkti de la forma 

y la rttfliirtn de un sis^cmn csi« (ipp c*in d pmbltinii ^cn^ml dc vidcr imrmi dc ^p-iSsJ- 
mo ordes de k fprnuL 

para. Nu}f:1u a tuK iiHLdiLiDiieb Lnii^isli^^ 



^.V f^^ii elMientf]^ Idle px^bt^mm yofffr 



2S1 



k'fti^vobkim sawit* dem*4jiiifc^^ pom frsolvcrb tm »iici(tud por fa qun 

reiurr-f u dti^i pfundlmtcnE^D^ puxa upni^imur tu hJu^jii^n. Et pHmcrEi con^itilE -en N-impliri- 
pu^ k sdoeiibf ifi^la ocuocite sunp^jflca^ pan apFOKfauT firidlit^^ de k aaiacMn orfe 

Lqs ni4tf>diiH^ que ^"CTumiiK cn L-jpiLnIti- nu pflxTuuieii unu uprumimuuilki cunEinim % 
li. lOihlcUll-dtiil pffiMcErla dc vukir iniijiii] Fur ^1 LunlrudLi, hc ublifncn Idt apnjjtLrriLM.ncinCd 

inteiu«d^ UEL m^Mrt d« imerpobcidn, ipie^g^ da HeneAfi. 

tunu algUMA dti&Jik'ijCif^Lft y ccMiLuuluji de lu tairfa de In miadovH dLfmn^ifJui^ Qfi^ 
Hilin. L» preMenidjf de vali'rtr indfiil que plamufiwa ilialHi^ r»<iifflfiiti''id^n^ 

(^LiefioK irn e3 cnunc-LadD JlH prublcnij inLmduc^n carnbiif^^ ^^ji::LlnKnt( pcqvcnf^ACn la AO-- 

Li^i^f^ HMsi 14111^14^ n in^KTftante p(]Hr k ipvicidni dd cfn^ [cdofidni cuj^mki ic rccu- 

ik^/lsftitfll fri-j. diLY que uiui fujiirlun JU, ^U^fun^ una Eoadki^ LipiwhltK cn Lil t^imJUv .$4ll4|iii 
LipschilK. En «>lcj pr^hl^mu l^I v:diir mdn pcqLiaiO da ll e^itttitt!'=dfr^ 

J) ";/(4Qj 1 - [a - 111 - 1 " i 

P0Afmt SJ Sc dice qw bn i^ti^i^ R^ff ilaiif^i^ y,i y Oj. ji^ ) putm^ ■ 

H 

Maieri^il prole^kiD par der^chos da aulor 




it. yy 



jrtfriniiiiifc'rt' 



LttJifchiti. 'Jl 

fim^^y^ kUEfviw.^ Idl |»MaD4 Vllar lAiC^ ilitiiAici: li condlnjUfl dC LipfiChitE 
en iupin^^ v^j)hlc, y csKi jtieinpns -di miis iAal jpli4:3r la mndicjidit (5.1 ) qjC la defl- 

p«n ud« pQD^tdM LlpidSli:-inirvj0iA4 W itmidltti tfi^ ^jEiiKpIo L ^ m win i c i qfifei ' 

A>r. Id t'ujk:i<'in del fjeiiiEhIo L ulJir^Lic lui* BMlfeWlt dtf lltlftfWltr P«0 U Jjtjvadt. 

d# |R» ecH«ciaM#{lil;creiafiRti?ii of^noiria^ dc |irtHV|peiid«i(:^l^^ pDdtiiiHK dfiriDdnida 
tneidn del leorenw, mi* q inen« « en* tam^ t^duitn L blk, dd^ i42-i J^j^) 



fit) =f(t, A OS'S *fr M-'tt, 



; iCidi«iilt^(^ttK««}^|^^ 



• ' i" 

^/*«tiEriiM uBAison^^ ik^ijpv^tkt^ Uvii|i£t(r#^iftiHitt^^ d£t|p^lLi £ 
plica q^ue esiej)cciblemi<le >]alQr inklal ijene ui^h ulijq;6n iUiica. 



I. £l pTDbtcma Ltcne una fialurLdn tinica, y{ty, 

t- Para cDalqtN^ *■ > 0. 5\i3ic iina comlanw |Xi^i<iva Wrt con la pfti|Jii«l4d Je (|Ui^ 
(Leitt^que l^j y ^Jeb cuniiiiuai-iuti l^r]J < 6 etLLM,bj,u.iiil3:unaJto- 

A[ problema es[Kt:ifit:nidLi pot la tjcuari^ C5J> It llieas pnltlkma pcHurbudu 
awkdo III piobkma crigLnal ii2)y y svpoae U positaMaii de ^lu bayi un umr iStf; eq k 



^inal, Y 11 piiv lilTLmo nrr cklS bicn frffnitcfldc*, e^inl^n pocas mzonca para suponer que h 



dl UHkiMft 53 itiifilk» ^/[r, y^^y — fi H>: }#^Uk3« amUd^ do Upichkt on 



i 

^-^-"f +.1,. .ps^sJ^ ^-.OJ^ 

>d«^¥iifi^» **"*^***^^^*^'Malerial protegido por detechos cEs autof 



>ijiil::-yiO}-D.5i- 

(iH^jQl; - y<J^ « I + + - ^ <^ 

tea el RralfaiiQ 4d6913$4^. 

La fuDt^idfl ihs fiirw para juEi^nLLr ]:j M)liu:idii ckL piubk-niii dc v;Jur Lr]ic;i»l a la fud' 

l^nto ponifHf m ^ pa^ii|ipiCQnUW ii«i'liiitqi^|l^^ Cite eAo b«]r qw 



ri) ;,Siitl!ifACjj /uiia. L-<Midi(:ii^A Jc ]Jf>NLh|i1i. CM £) {(J', v) 1 0 £ ^ K - < y c «i )t 



■m- 



^iUhhi fiju a. r. 

StipoKgi Vie- br ^iMiAi^ ipw JK() - A jiili 

tcadoa. 

^''/Ktyt, Ji«r«t. j»(fli'^iii 
jMrt " + 1)/^'' if* -i^'>* '''■^ * ~ 1' ' ■ ■ 



512 ftl^tDClo cteJEii^r 

cx it. afispllddBtf do *a dedoccldfi lirve port qcmplificw ]jbs ttenfalii cbq ({ov iB4eiKi<&- • 
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En 1ii [>rictLe-D.. no QbLcndrB uiui ^prc>xiiTuica6n c-unCLDULk u li SuLuCi6n >fl)l pcr e1 
cc>Dtrj)fic>, gcn^rardn iipr^^^iiTniKiuiit^^ a ^oLucii^a en v^c^ v^Joi^s, ]]<uiiiido^ pimtDS 

f>hien^r par intopnlibci^n- 1^ wluci^^n 4^|>n»siiiTULJ[i «i cmtds pimEiK del ihberviilo, 

Eti [irimcr luf^r, e^lipuhinQN ljuc loh puntus dc red licn^n hina ctistribijcidri uflLforme ' 
en t<id» C!] jjiEervalo Garantirj.mftt ckis cfwicbcicSn d sckccionai un cnimi po^itivta 
Hyl^ pujaro^ de i^d 

La disH4uitLii ctinitin fi^raift ]os pHitfttos ft •■ - dVW recibfi tl nombf? dc tamnAci dt pw. 

Utkli/4Jj?i¥iciN el Icnrcin^ dc TfiyLof pani derLviu el m^Lodc tiJt EuUfr. S jponj$;inio^ qoe ; 
^1), la siJjucLdn dnicu dc? Lu ci^'unjci^a (Ji.6}t Ii^m tkriviMJas- DOfiEifluii^ [c^i dc 
do 4|ue pura c^jto f = 0, U 2p , . 1. . 

para s]gi5n nfljiwro ^ «i C/j. j>. Si ft = r,^ , - r,, ctiprccs 

E3 mftodo de Eu]«r fiOASutiye ^ >4r|) j;>iura oda # ^ 1,1,..., A^, al cLmfuitfir«l [£r- 
mim i^^buiU. Par idtticip 

= ii- + rfi>. pa/icoda ^ = Op l^.r., - I. (S^S) 

A La Gcu«i^ (5.fl) K k llurm eciuclrtn dc dlfemdffii awja44 al m^todi^ dc Eukr. 
Comri vcucmPH Lucaci cp cstc capflulo, ]at«rta y la ^Ml^uci^^^ dc cstr tipo cic ecuaciciRCH 
fccuerdan en much^^R Bf^[H?cici^ a 3a E»rfa y lyi $o]iN.i4n dc Ia5 ccuacioncs. difercncialcR. Rn 
c1 ii]g4HLtmc» 5.1 peine en cjecucirin e| nuHjodQ Euler 




pjifi* iipra]^in^ar ]a 54s|ucii4n d(] prpbkmii dc vpitor initial 

y'=f{i-yl 4fSr^A, ><ifl=ftn 
CJ1 + I) nijiTKroi yniiormcmcnlc c^p^lsdo^ cn el inc^rvalo fd, ^1: . 

Sale DA apnixiirLacidcn u' le^^ (jV + 1) VAJ^anf^ dc Fr 



M eitet"[£il protocfido por derechos cte autor 
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CAPLTULI) S * FfOtAEfAti Ht vnioi tfiidat para ^cunfTones ttijiffncia^ ^rdtiWf^i 



Paso 1 Tortie h»{b- aVN; 

SAL] DA {/, 
Paso i ?m i = 1, 2. . . ^ tuga pam 3. 4. 

Poilt 3 Haga w - u- + iif{t. nr. iCtifdfie u-f.) 

Fasa 4 SALIDA Oi a-}. 



Piin; iniiicrpn:tiu- gct]m£trk«nicaie ct m^todo dc Eokf. nHftac que cuando &s uiu. 
CB que 

En la rgura jipunccc Ui gndrc* de La funcibn, Amtii ne^Jiiii vfil. En Ij rt^nea. 



EJEMPLO t SupongantDii que empleamoK el tndtodo cte Eulu piijt aproAiiEuir la !U)luci6n al ptmblema 

j,'^ y - + I, 0 s ( s 2, ><0) " 0.5. 
wn jV = JO. Enltwccs h = ly.l, f, = Q.2i, ujj ^ 0,5, y 

- MJ + A(H1 - f j + n = + - 0-041* + ] ] = l-2Uf - Q,mf^ + 

poru ™ 0, 1 4. Ltt sulujci^n exjK-la t::i>if| [/ + I'p — V.Sf*. En ta [ubla 5. 1 sc raucs- 

[r^ ]j CcKmptiiritci^n cntnc Ieh vtitorcii ttpfOKLmsdoii en y hn vaJum nfMcii- ■ 



Ftguni ^.2 J 
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1. 9520000 


1.2140817 
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l.5W4Q(» 
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1.98114800 
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Aimquc d mflcido de Eukr id a )d nfl^inibnficate ipucin pan Jnid^r hu en 

■ ■ ■■ j • 

Malerial protegido por dorerchois de.aulQr 



r 

1+ g + «1 + g + +u + ^ 

rt-<lMl-ittifraMiadteii a iL can cu6a (t + j) >i, pcvtAtbii^ w 



1 - ci. 

tea 



i2 m^Otitiicr. 

y qpc Otitic wns^nlc ^ con la prop LcdacE dc que 

Ch^mlrinDs c^emI ]m. solud^ Kinica df l pp^cnlA de VilOT initial 

j). <J ^ r ^ ft, - a 

'y^Mi lif^, 1^ qiFCKJtjrmcicinPi ^oKwfu d nW^todo de Eukf para ilgiSn 

^ ■ 

^ ^formed. U& ec^iones en {5.€), 

Ed cofisrcucncLi^ il uliiiLar la iko^zriDn = )^r^ ^ 3 — f^^ | )i Icncn^ 

yi*i -uui= y, - + W,> y,) - A, «;)! + yy^.J 
Pucslo que /saiis^Kt una coDdici^Sn de LtpsdiiEz en la se^unda variatilt con la consr- 

|,..,-«.,,U-.».-[lv.-.^U^)-^. 

pAfACAda E = 0. 1 N-l. m m m 

El puiaco di^il del leottnfvt 5.9 en requi^io de tunoi-er uiul cou df 3a se^ 

gModa dcm-ada ta BoLucidoi. Aun^uc con ficcucirKaa nLa condicrldaB nos iiiijii[lt ohtciiirr 



I 



Material protegJctop . 



i de autor 



C-iPtrULO S' • AuWevtMj mtor mnai paru ecuudojfcs itffefEjrciu^ oitf/wmrs- 



up.i cnia tic crwne^liM^. Qowlme HsflaJaF t|ue, «l txi^ytn ifi y jJ/V i^y, b rejsla dc kcii- 
it/ df 

As£ puc^i. a vcccH cs pns^iblc ohi.cncr wna cDe terror piira y''(l) sin c^ue se co(^Oi!j£a ev- 

considcrado-cia e] cjcmp^t^ ] , veimos que wmo /(/, y) ■ .y + U [ensttios S/Ijt. vj/iJ.v ^ 
I i^jM^gi lenda y, por k^ misiino, L - 1 . En est* pfobktnd k M]iM:ijtia ifexiidji & jiH = (j + 

M uLiitAU Id dcsjjjuiildaJ la mli dc irrmr en d. m^tolD dc EiiJcrcon H = U.2p i« = I y 
jM = -O.ir^ — 2 DtiEEnciiw.iH la L-irt j lSc error 

Lv^- Pi', I ^ o.uo.Sf^-- 2M#'^- n. 

La iHtlu 5 J -ninticiie c] i:m>r cej] cnemiCriuJD cn rl cjenip]^ E Jynio con CKta e^^tLi de Errpf. 
N6tcM: que. aunque utLEL^r^amnA l:i eota vcjiEaJera i!0 Iq ^gundii dcriv^idi] dc J;i M^lucidn, k 
cffi.-i de CTTijf mwhtj miyor que et ctot real. M 



t, 
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I.U 


L.2 


E.-l 


1.6 






















c».r*i*ii.i 




1 mifti 



Ld impurtiinizii prlticripd dc! EUi fi5«trmlEl dt kiWa cimr que du en el L4>7r^mu 5 .9h 
Fodkra en que b cotii d^pcndc IjiKoimcDle del Luinantn dc pLi?«u A. En E:cjn!4cciii^nL''ioi,. L'uando 
cl [umadc di^minuye^ dcbrr^ tmhcr may-Dr^ n.actLtud cii laN apfaximacirabcxL 

tin el resulEadc? dc] Icurcina 5.V na se dene- en cuenla el ef-L^iu qut rl crn^f dc mIdA^ 
dco ejcrcc Rotirc 1a ■ErL-cecidn del tamarlo dc peso-. Cfintbrm: cfeercMie, nN^uLrrrn mi.^ 
cltculoii y !^ puecle pncdecir un maygr ^ricir dc r^midcp, AnJ pue^^ en La prdcLkra la fDJiiu 
de li] ccuaciAm dc dLfcrcnoia 

nn ^ ulilim por^ caEDular In apn)Ainiiica6n a la Kduci^^ y. en urt pluiEO de red Eq ram- 
bici. usjjnm una iccu£ci[in dc la fdniia 

«j+a - Uf + ^1 ^ ^-r para cwla ^ = Op 1- ff-t <5.t I) 

Matcr fal protegldo por derechos de autor 
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xifnaciones df digilo& fir^iio^ a _v, ubcrnida.% cm cl mciiOdQ dc Eiibr. 



ftonema 5-10 Sea yli ) la »lpd6fi unaca al pmbJenu. de v^or jnicial 



y scan U;, , My las apn>si™ciancs obflcitPdai mcdianie {5. 1 1 >. Si I fij < 5 j>aj^ ca- 



"La rata de crm (5-1 1) no cs tmc^l A- Fte bKlw, d*to i^llff 



PcMlemos yiih^ar d ci3tuto y- dcicfmanaj- urm cota ijia;^ baja para el UmaAo de paiO ^. To-- 
11153- Sihi = ihMfl] ^ (Sihi implita que £U) = iMfl) - iS/h-). 



Si k< Vli/Tf, cuando 
Si J| > y2£m, cuando^ 

EI ¥iJm- mrcumQ da £(it} wume citaflAv 




CuandoicdcKiinos ft mis aJM dc csic ^^lor. cl aiw-dtla i^MOif imadin iiende ^ increment 
lafiyc- Na otelante, normalmence e] \^ar 6t S t% lo bammr pequrrk] <)lic ei^tii cota 
baja dc ft no influya 3a operad^ del m^tocki dc Eukr. 



CONJUrrTDDEEJERCiaOS 52 



L Aptiqvr t] melxKfe) dc Eulcr part afm'xiimi' 1^ f^tJodmnr^ d« 1^ iq|rnimic^ pr^hfmst df v^or 

m y^= fe^-2jf, O^r^l, >1 0) = 0, coaft^O.S 
^/■l+tt-y>*- 2^1^ J, 7(31 = 1* ™ifi = 03 
t j'= 1 +3rfli; 1 ^ J ^ 2, _Hl> = 2, (XM ft - o.::,^ 

1 A CWHtlEniafi^ « \^ SOllukHK^ KjJ^^ df loot p^^ll^Tm^ lii ^-alnr inuno] iki rjrxTri^lai 1 , En 

(sdi pi5D, cofTiparc tl cmir ct^ coo £:ciiCj dc cnor. 




i, 1 * 

iHicUI. 

4^.^:-^;^^ + Jr. 0 * r * 1 , Jifit «p * " 0.1 
Citkyle cl cfiw cii ifKuunKiqiiei did cJoskiM J. 

-■ 'i 

bL Ihc Ju Rhpucildi 4]blaudia lai Jit pone in) y \» iMt4|Kdii«:kk liMiil ^firaiiniiii Jus ju- 

i. M, jam k 

eon li Hiliifi^cxicti^v(f> ■ - Vr: 

iCi. (J ^ 1^ ecuaci^ (5. 1 0) |hir4 f ulnilir wki da # DCKWiria pun ^4 | — i £ ^f^T- 
7i XIIuId cL pnrtriEiDJi dc V4t^n' inKi^] 

*nn la sHwi^ilb CKWCi ytO " if'- +tl 

Material protegiidppprdeFe^^h^ 

I 



gfitjuMljft l!«ttM*lK 

] J, £ji mi LjliKf tifcutMlD loi^nff Ell filsU^' Th/th^ f^ V^^ftifii^i. Rd^iwviky IV^^ ^ ^ 

Sgpisn^ qg^ Lin^a nn^nKbiJ Ci^nr nn^N robl!i?j6i4 d^.vfJ^ hndivlJuoq rn ertlempo J, ni uHd^, y que 
iDdjH Jjw » HHiltmiiiiUH tfue 4kren reJacionci ujiuaiei am criioi no niiiform4fitu f^r^E^raji 
' fcr^flt ^frtC ' tirii Aril %M no AirfbflrtliGtli: fnoMniwmM- qtM tUA pfflipoAnda ^1 r 4cl Ifsyo lol lii^ 
Jo4 lambfe^n lan nn cfMvff^jmjitHi. Si luporK que lai Ibs&s da nnflitiiirt y EiurlAlidHft dc IniDi loi 
ijidivldiLDi HQ bv WQiM^ byd, iraficGilvincntc. y li ]« cwAiiiiiutii ]r mTcvii^^ 

•■iBt ■HI 

4i Si ImiWttditl^ ]« >BrLflblc ^> - j^ff V^Uli fwa lESjmUp' ^ ^fD|H^ict:i^ 4^ lui -cofifofrniiEif 
- Jt OH I* fIBNNgfcl lirt fri'^fa ^ ' 



t2» Gn 111 clrtulK> dc vnh^Je ImprcHt di qve titnc Ii THivteticii Jf, la '"''tEfr'Bi.l f. J' It ntftfftfllh 

M ■j'i 1 I 



M^tarlal p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 



;;'jC.3i!li':f!|t'^^^^^ S ■ ftaWPBOt di yok/tf/i^ fi<m tat^doM d^llfmidakf i wf ^miii M i 



I3H cm jn mtninm da afiA™: pof eikh, ocsccsitamofi up medio cpifi Ildfrj^ertnift"^^ 



•jif^^iifiH4*= 



iupcHitrndiu qiK el mftudu ruQ jfopclillr dnd poao andenor. A;;! j^ic^K ban «:jtaHipielM^ 

Male^,fe^[.^?rt^l^?fo'^^9r.5^er^^ alitor 



'0 i^^^i^fS^Pif^^ 



IbI^^uc cL cTTOff Local dc LninuamicntD cn cL rnct-oiiT EuJc^ iCk (^/r^. 

caifQcnto s^n con el valof de p gr^iidc pKiblc. sin qvo vliidlu^.y Uiwi^i^ 

timu l3 ulUfzMfL cfe la ectuci^ ^femhrM; po^ etks niKbtru primn- intciiEi^ f^ntrntutr^ 
^KtL- fii ampliAr ciita t^iilr^ dc denv3ci6n para val^^rc^ mayofCK de 

licnc {n + 1 J dcrlvadat^ canEinuasiip -SL b-e d^immillB Ig jinlucion y{^) cn fuiKitin del pi-csiiw 

1 1 

Al iiiiBrtnik^il^ith hHi(iiliK%it>*^ '■'^"tf^ p 



26& '.CA^ltJLO -f." AvMnvo dt vrior i'nKi'oI ^ana «uixfDiiai i^t/^rwKwfK ofUftfirtM 

que CREiidiaiiKiA HI lu »«l«n IflttriOftt, d[ib(!nKi»fa!i^aiilt^ 

- U5 ^ j?+ 1 1 J M " " ^+ U+ ~ (B^ " I? - ^ilj 

M atrial protegicto ppr derechos ^0 autor 



^ eadA I'i' 0. I N- I. 

I = j;; + 0.2 I^^L + y ] (a) - 0^ + I) " 0*m] 



( 



0^2 004 X 05 a(K 




3 



m 
1^ 



■ -■ ■ 



□.SCiOOOHW 



Biror 

lj>(H,>'- 



7Cii|fhvdeanlei4 



ojconoo 

lU30fKKM 

1.I123S47 



0 

Oni 1406! 
0.0311233 



I W - Mjl 



€JCKK)00I4 

-oixjuiliM? 



bb« pal tijtufi^b en L25. Si ttuplfiamuA la lni£ipclu!L6n IidcbI Ju w^lMi□:lo^:k>W£ 
/U5"L4\ / 1.25- 1.2 \ 

Si i^jUetea^ s^ttMPu: la iii|irojuatiu;ii6d Ay^i25), pixktQuji ilnu in iniirrpulHCLQn cuh\- 

ecuaci^rv difenricial. pocquc /(fj ^ li^^,;^^^ 

■ ^ yi^ ~ + In rtlolia que 

I- 

dc dLfcrmC^^S divjUid^ dc La 3«:ci6ii Xi- Laa. cnlEodu &ubirayadB!< prcnjcncji dc Inn 































h4, 





EJ {VjLinomio cUbicu de Henniie es 

* 3.1799640 + U - L. "2)2 .7 39*640 i- (( - IJy^P^lllSWS 
+ (I - l.2)Hf 1^-Gi307i225jt 

nest M 
000 lamafko dc paw ii y s\ € C^*^ (a, 61 crmr in;4)] dc l:nnicamlcp(o csi C?<(^>. 

Material protegido por derechos da auiof 



D^ifr^$tFi^J^ S'alE qnc la ccuacinoi ^. Iff pucdc rcscribirsc oonw 

- >^ - w jfj - yro^.v.) — ^'^J = ^;^rT^^"'<^ ^^^^^^ 

fnin atfuol ^ «a (r^ f^^,Ju Asi qu«' el enct local de tnincamhenlo a 

part c*Ji ( = Oi It . ■ N - t. Si V € (^""'M, cUci si^miru^ que y-' '\r( =f '%i. yif)> 
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V / • I + - yj^, l^i^h yi2) * l.wrt - 0.5 

*=025 

E« pn>bkETU5 dr ya\<x mycM. 

= yift - iyi/f, is^sl^ >(1| = l,iXDfr = ai 
bL /= KOJ Osisl, ><{ri= a«w4 =0.5 

i /= -fv -^4j/v, OS I s i. i€0) = I^DMifi = 0LZ5 
4v AplHpc el nyHodp tnylix dc nrdc^ \^ coq A ■ 0, 1 pm iftpitrairTW la suTtuckin 

ir' = ] -I- f seaHJ^J. 0 s j s i, ><0) = a 
nm In Bohirfedn ructa jf J) = l^c^ — * Jc 

L Ajriiquc d n^odo df l^ylor ofdcn dos con li ^ 0. 1 pkri npfCiALnfiAf la ^liciAe y 

siguk^ntH viiloicf J cvmpdRlc^ oxi 9« vjlDn>s dr 
L yilMt |L ><I.:S5^ IE. 




Mate rial proteaJdoporllBBi ;. . . . autor 



pirtlB Don lof vikm jic^lci da jf , 
lite li nitodMi^i^^^ 

hi IJu iu tnpuslu dblenidu en t] Inclsa laf y Lb Inieipiriaddn IIahI ji«nr IfifWlliMtF ll^li' 
|iLiuiK«ri ^AhHU do+ y dfiipti^ feMi^pir^ltid ^iiin km nkwpt leiilciv 

dL Ll» Lifi K^yvtfivi t^nnrwAiu w el IikIki {c> jr La Jnbc[|K>laEi6n ciHmh d^ Ji^iitii|!t j||a.i^!r4^ 
xinur li» hi^i jenKit nkHd dr ja^ conipdnik4 ccn but viincii j»Icl 

p« I& ttiisuticii del uc« » ku\ vt, dqode j " 9.& n^- f U.002 J(^dl, Lh- uCiNKidd di- 



^fU* lu ipHdli^^ kniv y ooftv^lOHSo en u putt ^ J«ig 

tm m^tfHlfH RiiPge-KwHA ilcnen cl crmr local dc tmncarnicnlo dc ordcn ellci, co 
nap Icn iriflodcH TbyJjDf. pcro p^ermilca pr&ioadLr dd clhnila y eralu^ion de l» dm- 

C^ jlMwrain 4e tkytor pan df)fl vari^iiiiplA demARtracijdis de eilf p^iill^ii^Aii 

Mar&rtai pf€^^ 



A la fuDcido J^r, >) w le Uama tt-fnlma jwlinomk' deTbiyhn' m da variiblH p^nt 

- exp I- ^ " "4 " 1^ (2* + > - 7) 
jento con el u|undo paliDomio dc Ta^lw de/idr«dedaf de (2, 3y, 0 d«ir, d padinoouq.' 

{jcc^ f I . . . jjiiioa 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



Z74 



CAPITULO S • Prohkmos {i€ vt^or i/\ic\Qt para ecuKwrnj rfjfeinem7ffJK Qfdxf?^nin 



iMlrx>n adquicrc «L vakHT por omjs^i^n de fi y noi da el ^uimo pf:>lLn^n^io. 

I - 7(f - 2)^ - 2j(f - 2iCi-3) - ^iy - 3)^=- * 

4 4 



Hgura 5,4 




ii| y ccMi I9 pffopL-tdtM] dc que a^/U + a,. >' + aprostimj 

ccn un cnvr nn mayDf que 0{t}^. q up <a1 cttw tocal de iruncaunienEu drt m^ErKlLt dtr TlIv- 
lor de (Hxhm doR. Dmld que 

# 

efitniniplica que 

Mamrial protaglcfo por derechDS autor 



J/ 



4 aV 0", i^f 

5^t«^s5fc ^^^^ 

ordcn d«| taat local dc livKMlkirHa iel m^lutju (£c Tkylor dc vtiw day. 
En c^DseciieiHrlXu iitilii£iir el prDcediniirnla nucvo cn "ver di\ tsiiUuUi^e ^jlMcn 
dui 9c.|K;dfi« ti^g^u Jtlsgdn cimr'; pcno cUa amncnta el olxIcd ^1 error. 



i h h \ 
* *1 + ^ipf^^ 2 ******* i'O^l, .... H- U: 

fwtsio que s61d tns^iriinelrot tc cncwniraa i;ri ajfj + a^y -i^ ^^^y hcAtntAtbt^ 



iHullHiaedelBulkiiiii^ mfjf^r que podemu loffic 

hcch?^ jji'i 4]L^ Cf.S] J tfn£;i cuvifO piiflnic-tnn. da cierti ncsibLtLdad cr mi e1ec>L'iAr piLra pi> 

Sunn* W iC BftW W W W CW i- 

M^todD modHICMkt de Euten 

El uLru uidtcMjD IrnpafliuiLc C>| ^ ji leL Hfua. que fotreipunJe a " J"^: ^ 

puncada J - 0, 1,2, ^ - L. 



■^ntjte^ 04 nKjv«1 raCtotoiddl pusio msbDv pgr d nn^toda^ Hwit ^^It.; 
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-nnlcn trrs que ncFutta de t^ta ispftf^iflfl jiencrilmenlfi no le errif^lwL n»tLirdfi> dt' Run^ 



I 



£ 7S I C A P f T U L 0 S * Pfobtfmrs ^^lor mdoi pnrQ ecmCimEs d^fmi^Qtes onJimirhs 

par-a cflda f = 0, AT — 1. Eecc in^ludo dcdc el eiTur local ck tfynjcamlento CK^jp 

Jbj, kp £4 ifn SI pari- prc^ind^r la.-^ anidarL-niKsi ^uccr^iva.^ en 3a NC|eiiniia varLntilQ dr 
/(f. (v^a.s< el eji^ixHcio 17). En el aJgcritmo 52 x pone en ejecucidn m^lodo dc Kud- 
: gc-lCutta [k- crdcR cya[n?. 



ALCOFEUMO 



1 




1 
1 



mAikJd de Runge-Kutta de DTden ciunro 

t^AIH apfici^imv I4L sducLdn dd pcublcinii da vaiot miEiAl 

en {Af + 0 nflmcTOS unifomwiiKnlc c^jpwtados cn d inccn,-ab [a. b\: 
ENTRADA cxin:Mu& bi tuOeto Ni codidJcidn iniciiil 

ftiso J Tome h^^h- aym 

SALIDA (r, f^^.. 

BffJO 2 PSira / = I . J /V haga pajros 3-5 . 

fteo 3 Tome AT, = ;y<f^ u); 

Fasv i TVjiiw w = w + {K^ + Zlfj + 2^:3+ K^'^^, {Caicalt m^) 

Poio 5 S;\LIDA </, u J, 
Pbioh d PARAR. 



EJEMPLO 3 Al aplkAT ct mftcKki de Rung^c -Kutta de ijftlen CUdtro pan olNeiKr 3prc»!linw:|nncA a la sd- 
tuc;i6n ttel profckm* valqr itucial 

^' = j,-fi+l^ 0:fir£2, j<0>-0.5, 

con A " 0.2, = 10 y I", = 0.2j 4fcted«iiiK4 lo4 resull^doa y Ici *JTCifcs que sc proporein- 
nan en h Eabia 5.6. Ji 



Materlaf protegitfo por derechos de auLor 
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l.3l4nA77 
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4.!f]^l7fi3 






i,0 


J,JllS47i)y 


smmn 





idiH^ito o«#i^|«K^jj^^^ y Q] «d«D deJ ed6#1iai^'ii^fpii(^^ 

barl^^teloti^^i^:^ mtodos ile un ofd«i latw q^f^sji^^M^ 



^YVflpJKJIMKI {KIT 






4 








9^ 











Hipl pnr p^Rfl. ^JelKrCl d^f re^pveifUi^ ttlSi if^UtCUUi qiif l3H (kl irif Iwig £:iilcr cno un 
m&[odo Je Rnjigc^Ku^ra Ac onixin cusmi iHia mcjnr dcbcr^ ciffKcr lira ma^or fifixi- 



0.2, DJ, 0.4 y 0.5. TuJiUl i^quidiUn 20 ^^JlLmiianes fuiKri^^ilalcs pun dElcrniinar Tu!) vaki# 
r«ih tnicluidu en k [ubln J.| con eiuk m; Mpmiiiiiyj y^O^}. Ln eau eji£iti|)kik d juAcwIp 
guinu fHdeik ivfC||^ jfy^iilQ^^ wperiot Ml 
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l,tl1SIITU6 


] <Am'i7i 
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94* 




UI4T^ 







CQNIUimi DEEJEROQQS U 

libi ddrtlcT inkiBl y nonpflic deapudi iriullBdcH cun Idx valnnii tcnten, 

.4, y w >ctr) i$, 0 « I iG t» jn(CI} * 1 1 vOll 4 - Ot^i HtwUa Ml j^lj) - rW 

4f /tflliqiiBhd Ptofa tatidiilarfft dt Ebfai ptw ipMaiiniaf Im w&idpiwi dff lot wrlBiiin pniili 

m. / yff - (,v/J|', I fi J 4 J, ,¥iH " I. tun ^1 - £>.l; bdlucidn real y^H ^ lifi -y lii ty 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



'dtmdc r« el del ciriric]^ jt e> la alum i^t^l i\ivi'l ilcl IfciLi^^j riiL-^liJu ^JtwJtel i^^flik"* ifcl 
t p$Cft 7 m VPlumeii JnfcijJ JlS^ef i) ple^^^ 

fsndtKir iHDf^uhnjj de di6Kida>£,^H<^ivfi dc- mifiv [SO^V. nutrD ithjI^uIiij tiidn^idD triSn. 
|k£o4G poAuM (KjQHJ y 4k4 tnodjocuiLu dc oaUIq uAtido-dc cfawi ^Ct^^l pii^ re|mwJ^danc- 



Ml • i^kit^i i'caktm unHliiikii dc HMmiiAiakfiMti^M fllMAit dignij^iteii^i} 

' " Material protegiidp ppr dereQ.hieis ;de aiitipr 



i. 

■^*^*?+ Wt'r+ T*'^**^* li^j* 1*^ I*ili39t 
(^ iJy J|, ij. ij, T^j, Tji, T^. T» ? 1^ 



fttH die. aprOJumibcitiri Lu intrgraij.cQrn la rticicndB n^uCrldaen lACBntiEinjJ d£. c^kulci^ 

df Fiu usn. Pero prewn[ari frira CHradjcrfHlica que In^ hacc Fumamcnlc dlik^. En cl prrx-cJI- 
nucatD del Lam^^]im ipanjpQoil. uni BEliinKM» ^ £nw ^ liruffipniiciici;^ np le- 
4;^^ iDfi)Pd» » Jni Uhw 

.^mw:imai.^i(}fl, pam iaaF^iiir:/-iit que el ^n^^r ^^' i^uiKAi^^nlo iw rsbajte [a cula sspKifLcada. 
vttlor Initial y 4|u^ no ^lij uan Eflcientjes. }<iiii^qi]e^|^li|t^|^^ 

fipomuyr k aolucifki )<j> al piiifclenisL ^alof iuickLL 

frmmm j*^**^ 

debcn .lcricr k pPujpiccbJ dc Cj,ti«H Li^^tujti:ui e > 0, k tunuduil mlJiiooa do ipwtngi 

^'Kiil'i^^ iiff^fiiiMfedt^ d tiTOT global I .Wi-} — tf} L M retmirf 
^nka: f = .... Nodebe ioqmklijrT3L>i7 t|u4 leiKr ui^a canlidad miiainia ptidwdD 
re J y tl tuninjf dfl tnw j^lobuT un ttw£kid« ok JiftT^^mjijiN. j«^a int^"snip?<iMc c™ ^1 i:^- 

Awn^Lic iw [V^^ihlc. p<ir In ecnerJ. clelJerInil^^^^ 4^1 cmr global fU un mL-rncki, cn U 



* y t\ HTM gk*;tl M^ianjc m^lodos ete o^id^ di^inlK^ podcmoA fWMtecir c1 en™- local dc 
I^ara lIumj^ cs^e mflodo. £upDii|amos que tenemos dos mrilodos de apraiiinacl6n. El 



^ ' = + A^f^^ A). para i > 0^ 

ran d cnr^or Inim^aniai^nlo Tj^.|<A> = £Xfi*)_ Eil ^enciat.el milodti o ^entrakp'sJ aplitif 
li irKKtificacion dc Run^^KulU 41 iMlodo de Taykr, peio la deri^^acidfi especElica cana 

Ta)1or d^r ijnk^ii ^ JHsifflo d« la fonra 

'COti un crmr 34>cil dc trunCiajnicinUi T^h i{A) = OtA*"*')^ 

PtritfKjti MjpijflcJiHi^ que u; vfj^} ^^aj y ^lecdofifiJTm un tajnafto d* paso fijo A pa- 



1 



En 



1 
1 



I 




Putt ^{h) ti OaHPly %f^im 'tst-.Om* Ji ptm HgAUkcafiva (i» i^^|{ih)46^ 



*^ll^^-i^jj ' 

Vn^itiiflU^ISiik^^ Dtilin em diiiiipMiid {ilnt^^^ d tmn e4 el 

16 ^5(> IWfil 9 2 
1$ I4(]S 2197 F 



*3 

SO. Lo4 m^odci^ ar)ii[r3TiQH dc Runj|c-Ku[[£i cufuio y ^LJ]n[0 ^^nkn u]>iid?s de m^in^n 
CDfiJunc^ rti|yierHi (v^l^e U uibla 5.7 en Ed $eccJf6ii 5.4) al mcnos ctuiino ciHflluacLmc^ dc/ ' 
con si m^toclo 4^ cuartcf OTidcn y n^i^ ct^n ct dc quinEQ oftttn^ ]o ctiAl cios dd uti [o4^ 
pof [o mtfr^i^^ dicz •tryLiLuidriuLd^s dti fuficioflfs. 

En h Jeorfa del control cJcE error, un valw iniciaJ dc ft cn el /niximo pii\G' h; uh6 par^ . 
cfaicncrluit pfimenis v^dtieg de w.^^ y 2?;^. que nos permiiieron dcLentiiaar ^en ese paso, 
y luejjD sc rtpiticppn lob c^c:uk}s. E^it pnx'<!JErrucn[0 tfbjULt^ie d^le de £v4iluaciOii^e& de 
funcLones por paso- sin control de error- En U pr^ctka, cl iralor dc ^ a unar hc seLixduna 
Dumcrz un puca difcnfo^Ec. a Cin lie t^^2lt v^nLgd penn e! jyif^dlcj de ei^alu^icne^ de fun- 
ciomes- El v^ktrdc ^ dcEcrminado cn d j-^^ismo puso cumpic dc^ prapdKJlu:^: 

I. Par& rccha?^. dc !iCF ncccKano^ Ea clcccii^n inLcLnl dc h cn d paso j-c!iimQ y rcfic- • 

llr hys cilcu-loft por medio de y 
Ii Pira predecif una eiecci6ra adecusda de h psm el U + l>-45imo rnaWr 

Dcbido a la cuoia que deb? p^iirs^ en ijfjinLnos de e^'nluiciDnes de funcioTie^ si se rcpil^ 
l^R pasQ^ f dcndc a Hcr ck^tdii de i^afuCrd L;0^serv'LidO[:^; de hectKi. en el ntdto^ de Rtui- 
ge-Kutta-FeliCbecE con a = 4ja elecciidn comun cs 

En el al£oritmo 5 J para el mttodo tk Rgn|!c-KLiHa-Fchlbcr|, i;c a^rcga ct paso y pa- 
sLiprimir grundes mLK]iric^LiDne& al LJtniAj del pa^fo. Esio £C hace para, no tentf que de- 
dicar mucho tiernpo 3 Iha tEmaiinF^ pcqtierki5 dc paso cn la.^^ rc^iuncs dnndc hay irrc^ulaii- ; 
dadcs dc la^ dedvada^ de y, y p^a eviiaf los irandes tamaflos de paso. que pucdcn Slcvar 
a omJMr raj^iEine^^ i^ciNKitiles enin? p^s^os. En algunott cas4j&, en d iilgodimo sc omtu 
tolalmenic Cl piwc dlmicnta que aumcntA c-1 tamai^a dd paFici. y cl pn^ccdimLcnlQ con que - 
se di^tninuye el l^maAoi se nwdiRca para qw m incoipflcc ^i^lo ciiand(> ncctMrio cpn- • 
frolar d error. 

M^Ddd de Rtingc-Kjutta-FehltKif 

Pbj^ npfUAiEmir la soIuci^D deE problem de valof iniclial 

ftin uA trrtrf locd de iruncamienEO que no nebui^ la [okfancia c^pectficada: 



I2h 1932 7200 72 

/ 439 3680 t45 \ 

= + *■ "1 + ITS*. - + TT'' - 

/ A 8 3344 m9 Jl \ 





Apji^'h l^iiliifbo mif\ i ino Je piiM> Aytfi'n. 

que rctw^ «l tnmiirio mfnimo de piHO. 

flajfl / Tome i * a; 

u>' ■ or; 
h - hiTi^; 

SAUDA ir, lii 
flMff J Micnlr^Pi CflWAD ■= ] ) tvnga jmiso* 3-1 1 . 

""'^ m*^ + Bij'^^ ^ m*^^ " 1*^*' 

ft3J0 S Tome J5 0.84(70/^^)'^. 

PoS$ t Si S ^ 0.] cntoncc^ Uimc ft = 0.1 ^ 

Pom jo S\h> fmm cnlonv^^ trmc h = fwfdx, 



ftufl J J SJ 7 ^ i eiiTjCiiLfiei ( ime Bj^ND = 0 

dte olTO raodo si f + ft > 6 cntfliRT* tame ft & r 
d£ aino mtidft < ftj-ir^-^ cnloncci 



Material proEogicto por clfirecHos de autor 



2S7 



EJEMPLQ I UtilizorciniDs cl al^odlmD 5 J pao aprDiiiinxr la ^uckte del prtibl^itia d£ Valor itflid^ 

_v'= V - r - I. 0 ^ r ^ 2, yiOi = 0,5, 
que iiaw la &iOluci6a T<r( » (r '^ I J^- - 0.5^'. La fcUfwia d*] alg^offtnm la loki^ncla 

Am^ = DjDI. LfK TTiiiilt^kH muntiw cn b labia 5.9. Las Jdi ullimas roluumLiii dc U la- 
bia eolitiflieii Ics UKuHados del mi^xfoi^ quJoEooirdcn. Con ^^lonc^ pcqucAos ^ d cnor 
c& DDeoor que d skt rmfi^ de cuano ofdcn, pa:o a ma^^or que cuando r aumcnta. ■ 







RKF-4 








RKF-5 

K 


It,- 




0 










0.5 












0.9iy4m 


0.2MWSJ0y 


6.2 X 10 * 


1.3 >i lO * 


0.92CHS7t* 


2.424 X !0- 


■7 




l.3^«fUI 


IJ96491D 


a2J6i51^ 


4.S X 10 * 


X I0-* 


I3%49Ch:> 


IJlOX 10 








1 W^74^;S 




4.3 X I0-* 


42 10^ 


iwpjr? 


i.lM X 10 








25iJ6J2» 


0.250W™ 


3.5 X 10 * 


6.2 X 10 * 


2.5K^25i 


.%.242 X 10 




l_Z393332 


3.2S6OI520 


3JM4M5 


o.2?f0ocim 


2.4 X I0-* 


8J ^ I0-* 


3J6(M.'i99 


7.S95 X 10- 


■* 


1.4793332 


3.9520844 


3.952W55 


0.25ffl)DOO 


7 X 10-^ 


l.ll >c 10-5 


3.952W.^ 


L096X 10- 


■J 


1.7293332 




4630S26S 


0.2Sr»00«5 


5.5 X lO * 


1.41 X 


4.6.108272 


1.446 X 10 


-J 


I.979J3J1 


3.2i746ft7 




0.2500000 


4.3 X 10 ' 


1.73 K 10 = 


5:^745171 


im X 10 














1.7? K 10 * 









ejeoilir d iii£t»dod4^ Ryfi^e-Kiina-Fehlbe^ usando MapTeH » utUiza d conua- 
da dsQive tvn la opddn niin^fiEa- Coiuidcrc d pfoblcnus de valcf intctat dri cjemplo^ 1h 
Elcoman^ 

ctcvuclve d piwDdiiniciilo 

f : = pnK(i*/45^)..- end 
Cbfm K indic:a cd eI Ejcmplo, podnriDS £vabar _v por mcdJo (fe 
>g(2.0L 
C^uc da 

[r - 2AX'> = 5.30547 1 958400194 J 



COmUNTODEEJERaCIOS 5.S 




CAPITULO 5 * fnriiktnos df vo\(fr tiri^ po/v Kuociones iHft/vrrdoJes onHmiTias 



y • I + f^-J^l*^ 3^f?)- l:iiolucirttinali<f)-r+ 1^1 '0. 

c. y=l+y^ ytl) - 2:uliKi6[in[i]>^^) > rInT fir.. 

tL y " C(M Ir i- uq D £ r £ I. y (jQ; - 1: Hl'ut:lAn nciJ - ^ un ^ - ^ cm 

^ cl Bl^ofJlnho dc Rufifc-KutLi-FchiLbcrgg chid Ift h^loiuic-ia TOL ^ l-Q'^pm B^LiinBrla so- 
JuL^rifi dc las liguHnlEj pmbkmHA dc vfilor mJti^. 

y •■ iytf + yif. 3 ^ P ^ ] .2. I) «- 1. fti^ /ipnii - O.OOJ J- firtrfK! - 0lO3. 

y" - MB J + ^'■'p Qi f I £ 3, jKO) » 0. ton JkrtiU - [*.25 y iuMdi - O.CH. 

c- y = liHy^ + J * f X >f 11 = -2, ron flmij = OJ y ^r?ifn = 

Apliqucs cl mSslwln dr R-jngc-KjiJltii-FcWbcfB ccni la tolcrBJicLi TOL = LO"^, /i^Ji =0..^ y 

y = ^^f - [v/l^. ] ^ P ^ 4, ^] p - II 9«tMiCk3il f*a? >1T| * ttf r -K 111 0- 
y = I + + (yj>^ ] ^ I ^ 3^ j( 1 ) - wi^wrtn «al j^i) - f im (Ifl f). 
c. y - -(^ + lj(>+ 0 i= r s 3.. j^ll>= -2: Eohicitin rraJ vlP] = -3 + 2(1 

4. IL1 ni^Crnki 4^ Rungc Kulla- Vdnwr Mj h-M en liU f^»rmijl^ 



dodHk 

/J 

1, -ii/(r, + -. u- - —ft, + -A, - —k, + ^t,J. 



Materlaf protegitfo por derechos de auLor 



SJ6 M^tOrfOJ tlivitifitMil 



£1 it^ckdLi 6c tc\ici firdm ^- , , <\f\t para o^uryir d emir ea cl cndiadci ik quinto €trd«t ^^.4.1- 
CntiACruya. UJ1 2||[£irj]rnn s^ip^jaiiJ^ a| 4? Riiii{.?'KLiL^'P^Lbof y fcpiLa rl cjettcilili ^ uumlu ^i.-- 

dc 3i pcbl«d6a lETectadot^ ^ un trr oipo 6^3^^. Bi^mpvc y cundo R;alk«TTKHj 3^^ b-upoi>1cU]w:i 
idmplLfk^idft MkcuBda.";. En pimic^uJaf^ supoaj^fTU^ que lo^ Lndividun^ Jc uiku pdMa^b^ 

Udd. 5] CJHD jr(M dnKlJUTKH il numno cndi^'idiiais wljicnib]c& m d linnpo I y u c:aci yii ^ dc- 
QoL&nio^ ^ Ql^mtro de icir^ iQfie^Ladcf!;. pcHkriKH supcmtf^ raz4>QBtdHifif jvit, quf r^ipkki oon que 

idqiciide ^1 njEiKrD etc lodhiidLjrTV inffrladw ir del ntiiDcni dc individLH^ vrjlucnbln que f^i^- 

■ i^mabki i^ueiu^ pcM^cm^ ^m,^\^ ej proUe™ Pim* 

/Oi * Mima 

dondc I €s uiu ££msum« j * >^J| * m e |j pot4jldijn Mil. I^Jdcmos ™«cTihjr«lft ccua- 
dAfi que cvrtijniEi jti? cdtm 

SifpcKracmto que- pit = 100 ODD, >f Oh = 1000, ft = 2 K}-*. ^ que d lit^mpa sc midc en Jiai, 

II Li ccnicifai difa^eftial del irKi;^ se LkiHMiu&a n-ui^ti^ Brmfmlli y [iwJe iriifij^o^ 
marsc cjt una ccu^kJui <di fe^ciui jJ I ineal en mi p 1^ ifttnuii^h irii] - tji ti^ ' AplHiuf eMe mil^ 

Eat; cpmpirT vjhir wUdrro cn li ■ipn>JLiiQiiCh6n Aqui dadj. ^Quf ek 

^CwiciimU ctio ™i que micd imu>Te? 

En ^jercicio *tnsWT. UnJii^s ki^ inJividij<^t& rafccUdm permaiwcicTm en 3aiiPib]4ci6fi y prDpa- 
fBnn Ll cnfennedid. Uni prapue^a [n£s leAlbu eocuule en 4mrodLieLj unn iL-Jttj^ ^-anulfk zh/L 
que Fe[MiHeii4d el ndmeto Ac Eas pcriy^as a qubCfM!^ en ub lie mjkh dackh r %c ]tn>. ^q^rPi ^ 9? |^ 
blacjdo lidbC'lada pW ^l^ajEULUlu, iBLupcrracicVD y la uibuoKpit^ LnjiumailiMl ci f ^h^iinif rtlP^.. 



dKKit (| c« in i^ptikr dc ll ]n3«ci^4 n li npktez del al&Uimiento >' :::(l> se obckoe de la 

Lfra ain^Ts rt£> cimwtrt m^Hniki alfww pm n^hrr diiwtamCTtie evlc pnvt^lemi por 3o mi^- 
mo, es HDCcsariD apdcar un pcocedicnienrLo num^rloD. 04^eii£d ima a|»«:Liiiu*fHin a -a 
j<30) y flif30X ?i^aHidoqiie m = 100000, AlOi = »000. i, = i >f IO"^i que JE, - LO 1 



M^todos multjpasos 



F 



Leu mflodo;; que tHMiKU ejiplicado h^y4A ahora ^ lism^n iii^DdiW Mil po^. fKil^Uf Jsl 
apno^iiinKiAn ck] punljo dc r,_g ^ntiefie infomiarfri^n provenieriEe de uru sd3u de iv^ 
pumos ^Le:dor» dc icd f-. Aunquc ci^Lbls lecniczs pucd^n ubar la infannaridn iclaliVia a 1a 



I ate rial protegido 




e autor 



qv^fuacikfei etc funcimncF cn I™ pumos enlre y nc" N wfiscn^^^n p30 uEilisorLa direc- 

de nttlQjicr la apmRLmacirtn cn [ j' c^tttki cnrir | j-f^ — jif f^) | licndc a auiTientar Wfl/- 
razonabk desarfullar m^lodcs que u-sen «&toa dalM pr?wdcai£ji p»taijai d 

*?^ffHfPff !?ffl!iM ■ri^^ftJi^'W fnwifti^^iBtf ti'^iwj^?if iwfiBplHii li mtmiriffHtfiftn inAiF 
66 uno punto^ de red pKc^denl^a psmi ^idc^innr li afiroi^JmiR-LQfi tn «I KJguJeitte 

'^^myy* 

ceK ^ m^ncra cxpli'ciii cnt^nniiocM de kw f^tujfw pi^vuiiiKiiloflctEntUnBda*, Chho^ 

EUEMPLQ. 1 Sju pifmjiieiMi 

U^WDt, «^*^: iH^w,*^ Till^mfAfi 

U^-ilt 



Malerial protegido por det echos da autof 



Ea {5.24} Ota j[?^> debtn especilkuM lui VidctfeH iiikjalea^ j^eoenlitmbe jupudicn- 
5i qvcicilHH ApLic^ d.iTr4n£I^c^tll^ un m^lwfci bnp^ictto ccimi? -c I r5.?S). dcbcmcK rcMit- 

AntH de com«»Eitr U nbdtKciiSii ^ lot wAodu uoilt^AK*, ^biHirve (|ue lit !iu1ucJi(!ifi 
(M pniibkma tie vibK |jB^^Q^)^4 Jii Jf^^ tiet^ it evf^ 

Aunq,(ie en JidAduccMn podnnos nJlizBr cnt^giiki' fbnw del pnlinandiii iia|bN£ib4iMf^^4^ 

Paf^ dcdvar ua m^todo «xp1fci(i> de Adum!i-&u±J]fonJi de m jiasos, forniBincH el poli- 
■qmjd d«r^&fbri(jis» lEfpsgoniii' h tnv4s Ik ((^./{/i, ,,/(rE_ |. J<*j-i»)^ ■ ■ ' . 

(f^* A. , . I J Pucsic que P„ » »f^^ 



* 


0 


1 


1 


3 


4 






1 






s 
< 


HI 

19* 


M 

3f 



in] 



Flw^UJ que f[T + Si - (T + JO - l> wciaAtiA^ liiBD mf^lJrluMisil^il 
i«areinii tiel vuLur mrdJu punckrudu die lay iiileg;aleR y dedii?ir qiK para, dsiSn ni]nKi4^.j^ 
doiidf r^i^ *^ ^ ^ ^j+i' i^nniiio d9 fmordc la toaaaiAa (5,ZM) « conviert« cn 



|i4 HftKim.fmdiw^ 



fist imaa^.d iu^bHlD rie Aduu-Bt^iffiilili' li^i^^^^ 



<i1 ejetidcu) » ^l^^lif!^^ x"* 'ijc'iipLu ikl pmc)edtmiealo eo cuesUOn . En et i^endm 9 .st. 

' . 1^ It* aAo^ inultltiAs(^B<ibi turn bkd dt tnmciiniMlD k dtSatt db iBoen iii^ 

iA d&lot m^tuJus de un paso. A] igu^l gtc en e] ciiKir ik- c^^ioii (jJiintua, el error local de 
u^ibClviAkeaito diftt khu medhU d£ c6vh> k scriuddn dc: h. '^•"■•fiAn ^i^tj^jassiiii ax hsffA 

H el (i -t I ^-f sinio paso ai un mctodip oqtillipSjtaiF c| crfUr local da WuitcKBilMldi cq cs- 
]^ ^ 

Materiai pr<3teg]i^o wr*^^ mj^r 



I r 3fi^ 1 

/'N^ip 3^1^^^ " "l" ^ 'J^. f^^M^'VMli-. ■ 

MtixMtoexplfdto de Adams^Bmhliarth dedos psue 



itp-i*-. 



"Wfe-A 

dMiii.i - It J. , ^ " !■ Et error kniiil tie liuiliuiitu^nlo p* r^^^t^t " " X*^^ 



ifitninDi ^cAsaJ^, Ids tenm Je lc& Unninoi qw «nlicnen / cn ct cnnt loo] dc 
tnnKVCDCiilo Hnnienorci; en lot n^inlcH kdpLfciiiK qii£ en Im e£|rikicofi. iL^no dd Ofiif^B 

■ $1 KP^ikviT LEf Ai(jini£-Mou]iMi ^ wi p*Mi^ en tmbot hnmi * 0. 2. 

ItaH yHflutf AxpikiimiBle bit p£lDilu» iftn|i«jiiniui j > otricfiunui 

tefeitiiiillifet' jtf ti- iifitf ii^T 1 M DbtHVw^on i ii ^[tliiiiit) TT:Wiii ftr i Hi iil^ ifilirtt^ 
nienlc^ die ^ (/ -4 jj^ - l>Jc^ pn a, Aj, o^y^ iB rf<iio<di^Adil^^ 

cl mtUvin npltctm <St Adsnu^Bulitfixth ibJ mLyma onleiL Akoiqut f^ncFaJitlDAlc 

IcH mni-MluN implicitcHi ticnen U rlr|iilkl»J intrfnsoca 4c <]ue primoq dchen cat\ya^ tlffi- 

braiunKMC «l nb^lodci en uiu nymameido dxpJfciu ile y;,^|. Efle prondlnueiMo m 



5.S Wtcwdif ja(t^rlFwn 
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MtlwiQ Adams- 




















w. 


Fimr 


IP 




(no 












DL2 
























ati 














2. 1272 W 










1M 


V 1 LrV J 1 








D 0000"^! 

hr_1u51iAjrLr — 


12 






0.00040^ 












0.0006601 


J.732J27CI 


OjOOWTM 


IJ& 








4.2333767 


O.ODOLOTL 


LB 


4EI517W 




D.0OI4SI2 


J.glS02:t6 




1.0 






0.0021 119 


5.50525B7 





Dado que > r?, d mfuxlu tic Adjnu-Muullua dc [ics pia:>u!i licnc 

PoMaflH&USar ^ miFlt>dc»4k Nrwiun oelilclA sec^^ u- pon c^io 

tDfoplicfl dcmoiiiBdo d pfDccdjinicnici. 

En la pr^ci, los mitodos muJljpasos in^pUdtci&no j^empleaa cumo ^ ^xplica AqdT. 
Pdr cS cufttrzria, :EifV'rn par^ mcjofru" laR apfaxLmarinoit r ohtcnidai; ixiu inf jodci^ eitpl k iln^ 
La comhifiaci^ifi un mftodo c^plkito con uiw ^fnpl^l:i[o rectbe *l numbre Ar m^oda 
pnedlftor-COTTHtor. £1 m^cdk> f3ipliiriE[> prtdiDr uiu: apuidjoarH^n V c! implijciU] ram^c 

Consklef&mos el si^Utence m^l->i> di: cuulo onkn pan irsol^^cT yn pmblrina dc va- 
krf idici^. El pfimcf pasjo oonsiifilr cei caJcuL^ Ien valorcs jnicialcs iry, y Uj^^n cl 
uiiiDdo dc Adams-Bflshrorth clc <^alio pssQS^ Pan cllo uHlizitf^mas mi^ndo un pa- 
w cvajioond^p c1 mctodi? dc cmno ordcn de Runge^KuiUL EE JtiguieiLle CDUbbiiir 
a C^C^\^ ueU gptutiinacido yi.i^'k luaodo can3£» prcdiclor el mdtodo c]^icila dc 
Adams-Bashfofthr 

= + ^^^^/^'i^ ""^^ - ^/t^2v Hi) + 37/(i(, IP,! - 9fli^ ugi. 
Id idc Adams-MuullOn de Ux-s pa^KK ^ apEkr^duIci cdmCi CdnraiUir 

Ed cstc ptocediiiucnto. la dnica nucva e^'^uacidn dc fiuicj^n que r&quiCfV es/(r^. l^-^ 
cn k ccuici^ del c^giTcctor. EJ ussto de las valofes de/ han ^da takruJ^dLKt pju^ Jias ajHO- 
KiEoaciDDCs anLcriijrci. 

DcBpiici iniltriTncts c1 valor ^f^'^pa^K^ sffrcucimacion a ><r^l. y la ii6niita que exjiniiM 
cn uliJizM co™ pnediclor cl meEcidn dc Adan^^-BSk^hfOflh y como t"«reciE.ir el dc A Jaills- 
Moul[on se replte para obconer uf^ y w^^^ aprnj^iinsijcic^Dcs tnicial y Tinal di! i^/^J. 




C A P t T U L 0 5 • Pr^bitms r^^nW parir ^CMCimet dif^t^daii^ mfrinamj 



Moullon 

sin ^mbargo^ {^i JlV'} coftvc^gc u 34 4ipw\lmacWn tIaiJa pdi In firtnniila linplfcita y tH> a La 
El 4jJj$oriciiio 5.4 ^ bm\M tn ft\ tn^odo AdaiiivB-asJirurLb cudrto onkm ixmi^ pre- 



ALGonmuD Correctot-pnedktor de cuarlo ottten de Adaitu 

ett (iV + 1 ]| nlSmcTTK lani Fomicmrnte ciipiiciadus rCi cl itilervBlo \iJ^ b]\ 
iHTRAbk cx'rcmQS o, entcm A'l cnndbcK^r inicLal or. 
SAUM apfvAim^uifKn a-'tt >■ en los (jV h- I) valopes dc r. 
flais J Tumc A " - kJ/W: 

Hjj^ a; 
SALIDA ( V 

Au0 Z ParB J = I, 2, J, hofit pusos 3-5. 
flMoJ ToJlB JSr, - (ti_,); 

t^ = a + ih. 
SALIDA If,), 

^qsp 7 Tatmc t ° a -i- ih; 
^0 0 SALIDA (r, uf^ 



MatEjrfEil prolegirfo por rfercchos alitor 
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Paso 9 Paf a. / = a, ] H 3 
~ w. 

^ !J PARAR, 



EJEMPLO 5 La tabla 5.1 2 coniicne las nuulEiidas ablenidot aJ usar d algoritRio 14. Para c1 prulilcrria 
(]? valuf iniciiit 

.^'^ ^— Jf* + L 0 s / s 2. y<Oj = 0.5. 

con ft = Aqiii Ins ccsulladiOK snn rniif prcrisuH que el ejcmjJlD 4. ciue k6Lu ukjIh el 
cociBcCor (es dwir, eI in^luda iinplkilo Ackma-MuU llOn.^, pen) CStO (10 iUllipre OCUnv. 

IMila 5.12 B^Sc 









If, ' 1 


D.D 


QJOOOOOO 


D.SODtXXK) 


0 


0.2 


CI-.fi2929Se 


O.B29»J3 


O.O000W3 


04 


i.:jjos7t 


I.2l407d2 


QuDniO]]4 


O.A 




1.6489120 


D.OD001S& 


0.8 


11273295 


2.I272!054 


D.OO0OJ79 


lA 








1.2 








U 








Ijfi 








IJS 




4.a 370964 


0.DDD0799 


2j0 




5.JtH3707 


D.OD0IOI3 



PcKlcrncii obLciKT iDlrd^ rncEmlm mullipaHi>j^ uBili/^ndD la ml£^i:l6n dc Im polino- 
jniDA inlcrpolflJiLKi cn Iok iiUcrvaSL^s; dr 1j] franu. [i., J- ^ ^ 1i para otrtcncr una 
q^no^tjinaciAn si ^-((i ^ j Di^n^ inlcgraiiMi? cn i- , |1 un polinomio inlcrpol-uite. el 
sullado scrl unsi [£enica cxplfkijla dfnriiniTiiuJa m^l4Hln de Milne. 

En nco-^LCTfic^, c^tc m^^t;^ us9 coma prcdtctiof d»c un mftodp tmpHt tio de !;jinip' 

SOfL 

qiDt tirnc cl ornf local Intncamicntfi para ^Ifiina ^ Jj^iJi 

y que fic oblicne inCcgrandfi un p^^linomin inCcrpol.nntc CJl ['^. |l i'j4 |li 

MatGT fal protegldo por derefchos de auEor 



IrtiUit^iri^^ Auek Acrmeror que c1 de] rn^lorici dc ALlim^-HjiKhfi-hfih-Mjiiih^ici: [wm w 



Ug> j H^Ui cu4i ufcblKf vilms ^ictoi y iwadw na^ilfdltacAi- m^^^ ^, D» 

^^ A|h]h|ii)^ kvi nieiodob ck- AJum^ Oji-JifurJi para apai^»^iin;ir lus ^^luL-ini^f s k\c ]ci^ ^^uicinir^ pni- 

cjpki I. 

^ ' '^'^^'^ ''^ vpr4ttunpr lu HhictDDf » Um jjavhlniiu dc vftUw Laickl fo f I ej^- 
ii MbifiiSqiiecl ii]gnrilT[ii> HA ih cmMb quu purda htlirc) ci^rmiMif cn Hit* ttaittttad (b UMCiO- 
cvqniuvtlii di: jn!«)hkiiiii dc vyiur ill k'ld'? 

'^ii^'MMiiilii' 

Arlit^^nHii a tMl' rn>ht-nu;al qi|ftd4l^4^ A#P^^ 

.^g^t l^.r^.Sf^.'i t '^'Jl' 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



' m 

I 



5^7 



tUtOilK BHiitipiaES am tamarin variable 6e pdM 
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I 



i 

\^^kHt^ InkLiks cxa£H>s uj^ ti\ y u^. cada pmo tiMm pin ^pimiEiur iiuci*lmc?i- 
Si a. MedhimDi? 1j for™ Jc Lifrang* full li^Mrtki %mrpcAM\i£: icihiiCM 3a KUict6Ti t5.32X 

tfeBBftitt* . , ^/f-T. ^ I'-ft", - 1- 1 5 ™ scfk Taylor fliredokHr fk rff,)) c igui- 

de m puhnc}n\jo inAEipDluftG^ 

S-7 Milodos muitf pasos con tama fi o variable de paso j 

£1 mflfflii? cfc Eujigc-Kiici^- Fehlhcirg sc ui* par^ WflUfllir c3 cnw ponquc ciiia p^sn ofic- 

d Hmr loci3 . Las 4i^iikt> ptvtlk-cm-SbTirftf SL>r siempfc jicnefsn atTO^amaciTuws en ca- 
da jm^u p.w ]o cui^l Mifi cr4in4ikt4ii4i'H fiaiufales friir-a a Japcur c^l cntiin.]! 6d error. 

Cm r3 (in mnilfw d prQCcdiniLpilq dc cmLml del cmif^ codlhliUju^itiCh 1113 m^todD 
predji:toa--cfKTri:tor con torrLaiki v^aMe dc pu.-^. uulJ/Jitdf^ cono predictor mftodo 
plidEnh de .^daifh-BimhfLPrGh de tusiro pa^Hi^ y umo 4:<»tecior d m^iodo impKcito dc 
^jLcTku-MLHihcm lie Ur:^ pjim^. 

H mfiotlo il« A4flfn^'R4i^h1r«rTh d« cufi4ro paKK pmivscn^ dc la rclacifin 



para iiT^^n ji, ^ (l,, f^^j>. La SJUposiciiJ^ df -que la-i ^tpfn^KtrFtacicinc^ IJ"^ 



251 
720 



ate rial protegido 
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CAP^TJLO ^ ■ PfoManNti dp- valof mitiiil fmra fcaadonBi ^jjjwew'pfa at^ingntn 



Un aniittiiii similar di:l m^icMja di: AditDiii-Muulion f}*^ una puM^i, qut pmvknc 
24 



pwm iilGiin € it^„^, /^^^) nos Ikva al error local dc irujiciainiento 

AL utiNr^ «vt^ fvwliqdiri pikra Aup^tnlr «T l^rmEno que coniienc h^y^^^ if.^} CQ (3^-401. 

niizu. nutrvii^ apraxiin^ion[=B Ji'pg y J*^', . cibjcliv^^ c^ji^uger ^, Lul que cl cmur Uicat 
de lruTiL-4imi[=nlo cic {!S-.44}) t^wld ^cuindo pur la [o]emnL:ibi [rnrNt^HlA f. Si KujK>n^mu& tfjc -rl 
valDry^'t^) cn (5.40) auucisiLki- \i^k}Aiz upmxLma [Limbic [Kir jiKdiu de; (5.43 ). rnEUffKc-j 

dcf ir, scleccTLaiuunui tal que 

/ 270 he \\M he \l 

Material proEDgWo por derechos autor 



En p]^iik'4uiiivjticki heitius hecha ^[ifia^ supcHicioEKSi apra^iiiuicjf^nn flsF que en 



dc hjnci£m[;!i que un. mdtndn- dc un pann, porqiic hay que cabulaf niicvcis vdoies mJciJcs- 
umFrKriTicnienCc c^pacuido^. Ln ixmHnrucncaa^ cn in pric^ticn: se uc^lumj^r-il i^mrur 4!L cain- 
hin dc tnrTiann 4? i^ii^niprs quG i^l ciTDf IncaJ dc iJunDarnientci ^ cncucnlri- cnlrc e/10 
y C3> drear cu^iMJn 



10 



i±jj_ . 



[All. 

270* 



Adi'imj^H u q sUcb O^i^ndrsL-k': unu ct^Ui supc:riuf dK^guruTi^ d^ qijc uM noI^ LJ^proxJ- 
mat:i^ dc eXacCcLud pot;y u!iuiiL na produ^c-a m lauiudid dc pii!^ dcaihiistLMj^^ nrLiniie. El aE- 
eunlaito 5.5 incurpotn eji4ii mcdidu dt^ SL'iguridud c\m utui cut-u lUpcHor d^ 4. 

R-kuckIc s-iguicntc; cumu lu^ m^cudui^ mulLLpg^fUN i^uitiren tOjikiiBus igiinle^ 
paw cn Ics vbIdttr EDif ialcR^ cuulquicr -rambJc dc Uimadci nig^ R:c:4ik~u]£i^ cilnra> vnlurea 
inj^^idlcN c>4{? punLo. En ^3 EiLgnritmrt 5.5 ti&lu ^ hxt llamaitdu uA ^tvulj^ritmo de Aun- 



ALCDRiTMa CarrKtor^predrdcvr ton tarnafto variable de paiD de Adami 

5*5 P^r-a apTDsimflT I3 fmlucubfi del pnrtilcmfl etc val^r inicial 

CEni un error local ci< irunanraienlci dcmro Ira Ifmit^s dc una lokr ancia liada: 

EIITRADA cmlrtjum cr, ccxndicJ^Ei^ iniciiiJ cr. tc>)cr:UJicEQ jTUL: [anLHik}' pnijikmEi dc paso 
A.i7r-ir; lanuiik] mfniinci dc pa» 

Ap Q bien rni TiKnuijc que ^ retias;!^ crl tanuJlo infrj mo dc pa^o. 

^fiJO J Planlcc un subalgorilntQ pota cl mftoda Rungc-Kutta die cuarta cudcn al que i»c 
a<!$i^Tinr:j c-l n^niritiK KKVh. t|^. lYg. 1^, x^^ i^.. .v^. .r^.} qy« 4K;cpEa cc^rno cntrada un 
[amailc cte pasa fr y valorcs ink-iaJcs n, V d^i^uelve {(jc^ Ij " 1^ 2, 3 J 

psiraj" *= I, 2, 3 
PffM 1 Tumc Jj, = 



«i3 



= a; 



y atGT fal protegldo por derefchos de auEor 



CAP'ITU'LC)' & ^ PnMemos ^nnrioJ' poor en/trnDUTfii d!jfE.rfncn]deF {^^mfius 



h = hmAK 

fiAiV = 1 ; {BAN jprJ u.TflJrt JfWiw M^i" i/f / rir ™ el jwi.ra -Hf.) 

f = 4; 
Y = + ft. 

^ VEicntra^ = t) hag^ pasDs 5-20. 

f^i c? 5 Si p = , + [5i /( r; - "1- .) - 59/(r,_ u.;_ ^) 

+ a7/^i^_iP l^i^s) - l-1.4>]; iPmlic^ w^) 

Ako d Si er s TOL uiiEcirnM^ hag& pasoa (ff^f.*Ej//adrt m?^i^df>.} 
\\ m^h\Mj^^ pjiMH 17-19. {R^Mtaih ftcfuit^o.) 

flaw S SiNBAN = 1 qnitjnpcB piu^/ = p - 3, r - 2 J - J, j 

lid, SALfDA ff.J.. a'., hi 

flsso 9 Si tytr = l «tilDtice& lutM iMiV " 0 iSigukme ptt^f* es ft 20,) 
^ m.hB^p^^iim 10-16. 

Poiff W Tcme f = / + h 

ftasff II Si rt-^O-l + ft > ftfflEcjnces hii^Ei p4ts*5a 12-16. 

( A w^rf^f ft jrf « flPrf.F prf<?i.w iif iii n^quEfith n diifni^myu ft pa- 

ft™ J? Tbmc q =■ (roL^iai)^^ 

floso J J S3 f > 4 tnloficci Unne ft = 4/i 
si nil- TOfTK A = ^ft, 

ftjjs 14 Si ft > ftnittr entofKe$ Ecrae ft ^ ftmdi. 

flffM 15 Si Jj_| + 4ft > ft eniynces 
iL?mc ft = (b - f^_,y4; 

t/f.r= L 

Material protEgitfo por dErrerchas cfe auLor 



ftsff Jtf LliuiK flA"4(A. ifi_]p lj_ |p Hj, h;^|» f^^,, m^-^j, 
Tome = ] K 

ptf.T.r.1 cf M.) 

Pdjfl Si < 0.1 CDEomcs tofw ft = dAk 
si nOnlome ft " ^Ar 

19 Sih< hmfn enlonces timw RAN = 0: 

Hitmc rr; ii^. i^, ti;^,. i^j^ 

ftTH? £J PARAR. U 

EJEMPLO 1 Uk (aWa S-l 3 CMfctknc Iqs f^^wltiidcm fibteni*i4 at usar cl algnritrnt? 3.5 pm^ caScnlnr ias 
apraxinincic^ics j h M^lucj^n dc1 firoftlcfna di; vjfof initial 

= J - ji! 4- I, Q 5 r ^ 2. y(0) ^ 






y(0 


»(1 








q 


tt-5 














a.'?00(23IS 




4.03] X 


U.LKHUUUS 


0.3^1 41:1^3 








4.05] X 


O.EKHHHilL 






(.L613S77 


0.iy70]7 


4.03] X ]t> * 


O.ClOLHJUi? 




1.4317302 






4.03 J X li}-* 


O.0QQO022 




1.7 14^^.1-1 


I.THfi-JOfi 




4.610 K 3 or* 


O.CIOt1002S 






2.0L42S34 


011^37017 


5.2J0X IS-* 


0.0000035 






2.S2fl72Da 


0.12)7017 


5.91 J X 


0.0000043 






2.6flflea77 


0.i2»?0]7 


S.TOfix ii}-* 


0.0000054 








y.lS^7«M7 


7jftft* K |tk * 


□.CKKKHJAfi 


l,337QI6fi 




3.^^«(i.1lft2 


().IZ,%7l(Jl^ 


iijftii >< let-* 




1. 31127 IB3 








9.T77 H 10 * 


0^.0000097 


l.4i512ti 


3.9697541 


3.9tff1413 


0.1030100 


7.0Iyi M lO '* 


0.0000] OK 




4.2327S30 




0 1030 LOO 


7.0 W M LO * 


OjOOOO]20 




4.3310269 


4JSI0137 


0.1030 LOO 


7.02? M L0-* 


OJX»0]33 




4.aO]M]4 


>I.Bfilfp4aS 


0.1030 LOO 


7.0 W i( L0-* 


0.0000] 51 






5. 06 1 5^88 


O.IOIWLOO 


7.7W X 10-* 


0'.OQiaO]73 








0.025J57!! 


J.9tl( it L0-' 


O.D0CO]77 


1 9^mi 


3.1W*!)J2 


5.IBH7,'ii 




3.9Fii X icr" 


C>IXXXtl8l 










J.StH X L0-* 




;;.(x)i:joooo 








K EM-' 





i\/iaiGntLi proLegiGCi pai uei cicncis^e^ alitor 



CONJUNTp pEEIERCICIOS 5,7 

It Ihfl el dlgiif J[intP |!iri:dintH^coinx>c[Of cam mnuAQ varlsiMf d? puo AfiP:irii^ f^m mia (iilci JiiiHs. 

... . 'p . .,, . . , . . ... . .,. . 

K / - Jcn/ + <■ '. O^rsl. tlOJ -(^4smAtt7ir = flly Wir - y.UI. 
t y - iiyr>i>- + I t r S X I] - -liofi bm^L = Q.4 y hmfu = ftJUj. 

7PL^ lO^^Jlirtd* - OlJ > AnrJtj - fliOa pan ijitDRJianr Im wbcnwi <k )»^lij^diMii^i^ 
br^mu d^^ valor LnJcJikl. DebjHJ^^, carnpirt loi KsullBidcn* con Icm vaIoks inicFjifcN. 

y " yt - i.v;f j-, I !^ r ^ 4, >il L ) = I ; soiih-U^JL (t4il ^if j = f/( I + lii f). 

• •'*»'^- ':: 

C CcHi^cmji'a nil jlfcviiniD pndktor-cwiTclor con timiSu vuiabk de puna de AdaniN, kinHRHlu 
cfmkj d dKiiiiki Addnu-Bbhlonli cibco {mmh y cI Adinui-MtnitlDa -ite tuubu ptL^ 

U^ciinouJca ^Mcuko eotHJstr « qd c^pjcitor de {iH^uftujHte ijoiisiaiice C ^ L.I fanidiov que 
fi iiA ^ + J- J- — 



5.8 M^todos <te «xn9j)Q4ad0n 

br[moi t^ue, s] pnsrvatear conrcclAjnenie las; aproiiimacionc!; n^hLii^-imL^nif inc:iactnK de] 
)if«LpC«ip« podivnux utrifnei- oiruj qiue «(mi inucho mil preci&aSi. lin fis^u scccLdn apLLcarQ' 
iHjin )tf Wnifuliciidfi pan). incjDrff Ut-tUCrilnd lit «^!iiirtUCkHU4 ft Ift »lucdi6ll d« 1« 

□abs Elebcn Ht^rk-r uii 4t!pg«ii^jQ^^^^ 

Fin *p])cv 9i citlripolKkkk t Id 40 ti<vM)#» 4e y^loT iAici^ Aplk«f|i|(4^ 

INini poder UctcnnLov la primcni upiux.i muuLdn Oil pntHit rnddi^i r;^. CortU) HSIbmHiVk 
ii^iu]i(H la candic]f5n Lnkiah con h'q= Wcr) = a. Plini cklicnnJniu' cL !i£^iult> vnl^itf LnKEitl 
Ifiij BpLLumwei milvdo (k Buler. Lan iifirox jjnm: iune^ lubMPLieiilcii jjLtii^Dizn 4 piutirOd 
13«n«lp«A^ 4» (ji^ivit^ tm* «3ie dc tprtMindckiAei de ti«t 4ae mUSm'tii: M 
'Vilter I. XE t:recld:i unj iMrreciriun en lus tfuCrcjiHin que curtCiecle la:: chiN dLciEtUK ^cnxi- 

(liHiaJi: Lus 14HI (^unLLuDlEiii [clacirniitdax 4.1UI1 lay iienv^]L% tii It vjitMsvitn y{t}. El puii[u iiqh+ 

poniiiit ei^tei bo depndni dd ludino da paa J|ft^M^i|iiUv^ MlPB^I^^ 
to lifl «nciHl&iin en «1 inlujo 43c Grasf }Gf]. 

: Ea«l pciincf paso di; la oiitn(iolaci6at iu|HiQieiiiQi e)LJ« ili^ ■ y ^rp^icuiios tl cti^io- 
■d4:ib:£)ia9r e«*-«^^?^^^^^^ " ' 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autipr 



Ci4qgui4a fiplicBmcffi J» comcocitiD ds Iw eNlKino&a y a u'^ pan ubtcner li ^ipDuxiimtt- 
^ cri^D %i^ciit i^l del puiLio JUi. Df^jHJdli umjtick la I'rinrrocMii dft Eos e?clremt?« para 
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muiGFicit ertcEiuudLis medjziiicc k r^fld del Ei^a^^Jci que uulim divi^io^i coDS^cutLva^ del 
liiiniirliD dc pa^o piif mediLt eld In^ c!nttruy 1. 2p4, 8, 33h . r-. E^l^ |)ffi]i^cdJjnit^il.lc^ p^' 

qiw Ttdu^can a1 mfnLmo la canlidadde cvfiluicLofHr^ Tuncionc^ rcqucridaH. El pmiTA- 

que scr produce ccn clt^ccidii dc suhdivisl^n, y que 1ik:1u>'c cn 1i tuliliji ^, nc^ 
ckmiU^, pcro con e^u ^wdud cl [BJ^mu que b± tmpltia ea lu inte-gr^idti. tfe RjOOltMi^L 



Bn et ai^oritma 5.6 S4 u&i el mtftodo de extmpolodiSn con li RU«»lAn de ent«DS 

Sclt?OL]0nainG!t Lin tirniaSu clt pa^ A bdsicu y m^udu avanzfl uLiliziLndja M^i, -pu^ 
coda I = , h 7^ po^ iipF€iX]iniiry(l + A), EL error L^nlroJa ul cxj^tr que Ian AproxJma- 
ciuiKSi |h - 1 - . it caiculcn huKEj que [_v^f ~ >'j - 1 i - 1 I nicnor que unu lolcriuHrLu 
dclcrmjnIklE]. Sj i^^la dllJnuj. no se luj^m mcdijuiEc i = K, cnlonce^i i^ucirno^ A y leptdniiK 
Cl pnx^KTN, ENptt'ltirLimiK Iqh vuIofc^ iRix.i.Fno y minimu de h. hntfn y ^rtdjr. ^c!jp4^;Jljv4■^ 
rncnlc, de modoque ^uiBnEkzrn d e-antiD] del m^oda Si mnpfic}h4uno<H que .v^ , ci^^cpt^ble. 
enljUT».-H IniJi^fojiiiajEKJH rj',. cn y- , y rciinudiuno!^ Ins o&kulo>; para deLefiruruir ii\ que apro- 
WJnard >ISi] = jta -I- 2/0- HI p^oopso sc rcpitc Imm cncwlrar la iqmwiunadSfl w^-^yib), 

ExtrapobtcMn 

Par^ iiproiimur In jipLuctdn del prubkm* -de ynim inkLftl 

y^^J{j,y), dsjsft, 

con el etrcir Instil tt |ruhc*unppnlw dcnlirt dc un-u l(it<Tanc-i.a Jdcrrrunuja: 

£NTRADA c:!iEFeiTKr&, Jb; condic]6n inl-cLoJ. or; (olepancJa T()L" UinniiD m^^ji^D dc pa^ 
U ^.tthIi; t-um jHd miElijfii^ de puND Apttm. 

SAtJDA T". fti blonde W^apFoxinia .v(rt y se el tamailo de p*so A o bien uit menta- 
Jc dc que fic ha rctw^do el [amaAin de poM. 

/tap > Inlcudice el nrFegb iVAT - (2, 4^ 6 J. 12. 16^ 24. 12). 

fluo J Tbrne = sll 

BAfiiD = I. (if ujd EANPpQfu .Tfl/j> rff/ nW*? ffl 1^1 f^m^ 4.} 

Mate rial proEogicto por cifirecfios de autor 



flffTO 3 Pataj ■ 1, 2i.,,j 7 

ftiw 5 Tbmc Jt = I ; 

NBAND 3 a (Oiwjjiri? i^HMflf /e exaeilntd detetuM, NBAND se 
lima ComO I ,) 

Piosa 6 MiiiatiA {k^^Ey N&AND 0) h^pi piuoi 7- 14, : 

Parse Part/- I NK^ - I 

r - TO + y + u ■ HK. 

i^Cfirm-'i^ 4ft partUtJimit para iaScuiar , ] 
Paia 10 S\k^2 cnUmrt* JlA^ pimiHi 1 1 ^ 1 3. 

nv^/dn anJfrrj^/' d'r ler labia. ) 



/•too J J Si - v! STOicnConcca lr>mc NMND - L 

flflja iff Si NBAND ■ 0 entofun has& pascw |7 y IS {t^t^suit^v r^hffz^tdor} 

na, ha^j pases 19 y 20. (Rtttiij^ ac^pf^do.) 

M aleriaE prote^g ido por dersc hos de au lor 
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PCTSS 17 Ibme A » hfl. {Nutm valor pam le^ P^^!!hazMv. ^jminiiwr A.) 



(Amu vvf^iidj^m tcn^ir^iSila, ^igyimff paSQ Of- 
TP = TO + ftL 



Si £ t ^Ricinct* (Piw BAND - » 1 

si iH^. si no + ft > t calornoc* la™ ft = t - TO 
^^tmmn m J = ft. J 

siiK]i,sL(j:^3y^< OStJ^JwiiarJ cniORCC^ lontc ft 



2h, 



ftfio 5 J PARAR 



qyc licnc la ^uldci'iq = (l + - 0.5s^- ApNoiremos d algoritfflia txii^apD^aci^ ii 
pfobEc-im cofl ir ^ 0.25, TDt - 10" ftrnwlr = 0.25 y t:«n Afieh = O.OJ . LalaHa 5. IS 

( 

Lis C^ik4l]t^!i in(errumpL"n «hi u'| — y^j, ponpic 1 ^ " JP^^i I ^ 10"'^ y Vjj « 
ar^pia ctumo ^pmxLmjc^i.in cSf = |<{).25). Ell la Ubb 5.16 ^-kflc la sefie <^«^p1ctz dr 



l^bl^ 5.15 



'CL9^[VaS6H7^| 
:{J.9™S7IBTfi 



I 



J- 




*^ 




M 




0?3CHS72917 


0.9SME72917 


0.25 


5 






1.-iZ.%f9M46 


0.23 


5 


im 






0J13 


3 


l-OQ 






0.23 


3 




3.3 1732^^2 III 




0.23 


4 








0^ 


3 


L75 




4.6S5llJ^»l9 


0.23 


^ 


2Jfl) 


S.iOW7 19505 


5.3054719505 


0.2*i 





La demHlnctdn 4t que cl mdlodn pRiwnlacIo: en d ilgDriEBia 5,4 Hmvcirje, incluyc 
rEsultmlcu tnniHlafe de la iccnta d? Ui &uiin4biljdtul y *e cAcumnvi cn cl iiLih^ijii de 
Gn^ [Gr], Bximen mkh ptocedimicnKH de eoiEnpNalscIdD, aJ|Liiitei de k\s etudes uliUtmi 

m^feadcHt d«l tmuRa pmo wtrl^iKle, Otipfit ib^ « el pEoono de exn- 

pnilflciAn RC pxplican eo kM lnlH|oi de Bulirsch y Stoer [B&tl. [BS21, |BS31 o «d el 
de Slcct^r [Siei). Los que eni^jlean BulincK y Sioer Jnclnyen la iiiTeipolurjirtti ton fbMHO' 

OiaiMt. " - . 



CONJUNIO DEEJERQCIOS 5L8 

i. UHd^gofttnodflextTtfolicidHcioBlinisi^ 
tfedM CM i« vAkm r«4k4. 

ppjcntefc pfivfaknuii dcwlor iaiL'ial!! 

t. ^ W + V^ l S 13. J^l) - I. eon hm^ ^ Olds y « 

4l 5n 1^ d ndiMv db IndlvidtiM de ifen f^ihdi$km4jii^^ awiyb w iAol Si U lut'iEi^ 
^ddldid pmae^ ft «i 'CDilHtulU y IftUcltdc mwiJiJad pfamadlo Jet proporcLoriLi] iJ mi!]^' 

«ittfi ifadi (or b fOMite bfUS^ 

ST 



En at« aecddn pttMP^mm uin^Moduoctdit i Ufotod^ iHUiili^Hde lu«Gn^^ 
ferencuLitt dc Drdcii uiperior. KujafiA 4 fltindLeleiws ijik-j-iies. ivfls m^iodo* que Re otplican 
«m cKciusiv^mcmc ]ns quu trwisformsn una ecuacicin ik orxltfTi sitpuriiw tn »m \i«frna fic 

idw^t^A, enmebe biwatfira^ c«nHitwia« «rf!fe laiiiMeihii qucoodaKii ijt^tiii^cAH 
dircrrnciEilc!; (Ic pTimcrgpt^. 

sarst coma 



I 

pire a ^ I £ ^ con ]a!i cwdlcioncs inifiAks 

df/rtj = £if|. Uj(4J> = flj ajiai = a^. <.V45> 

BCa dLferenizLAlei y UUnbL^ [Odiu las Eumdiciancn iiufH£le&. 

iftfk£{i|iQetpu fCKtfidlcUii de IJpa>cmi whn D en tii i^nitdn u^, u^si «uie um 

ff^h0»iii H,, r..T *tj y ii< t|> ■ --f zj «A 0.; ■ 



put a^ijmlM • r jn YP&rtvi^{t,iii,. y; ^< ctMswei /huIbM cwtj- 



D = {<L N,. ijy . . . . rj^> I if ^ J i ti ^ ^ I'^uiA t-uJu r - I . J. . . . , nalp 
coitdMdniki Upfdaib. El llitcma de Mittdwol df(k»diJc«deptMV^4^ (5-44). 

:;|llke^iiL^^Eie^^ ni$mlM |im u&d witddii de primer ad)u^ explicadcH ttKctdip 

*| ~ Wj^l. MS + *s)t 
can que K rcMKl^r cl pniblcmd vhIih initial ik prinKT urJt:n 

r^*rt+/fr pan eada J = Oi, 
U« JiA HiKLon ^djj puTH (iBfiiJimiJiin upupjuitiaci^ a u/jj pan caJaJ = 0, \„ t,t 



J 



T , 








V 




'^il - 
- 


m 


"J3 - 
" J] - 


i 2 ^ 




p 

L I I 




rf *ri, ^, Fj d| f 







'■ para cacta f — 1, 3, . . m- 

pan ciljJa = 1 , 1, . . . h /tj ■ 

- + A. -h *5 pH *Pi,^ + t,^ .... fc;^,j i5.5l) 
para -mda j = 1 , 1^ . . . ^ y tuVj^MSt 

pv^ cTLultL r = L 2, . . . . m. Ndl^sC qw ^jes ptider Jdifmii^f tUii1t[iikT-J dii li>i iimi- 
nos dc la furtfu d^bcn L'uJciil^irM.- Lodui^ tos v^ltm^!^ j. . . . , l^j^. En general. cadA 
"^^^ eulcu]ari*e 4Jaii<?i dc wulqjici^ cle Jaa estpft^iones *f , |_,. En tl aljfi- 
ritriKi 5.1 ^ eJecuEa d m^todo dc- RLiii|ci^KLJtt3 Ac uu'jno ofdcn |ur{L Icr u^tcnLiU- de pnii- 
thJcmaE vakv inlcjaJ. 

M#t<Hfci da Runge-KUtta para l»slstfinu de «uaclon» dlftreiK^Ics 

jiprnXLHim- la iHjlllcidfi del ?«i^Cema dc ;7T>^siinc> ntlefl d« Ids prubkmitf dc VdlOf llikial 
dc prinier orden 

pojuy = 1,2,..., nn en CiV + 1 1 nUmefw unifunitifiTH-iiik Cspsciiidos en cl LflCervaK> [«h &1: 
EjNTRADA c?cljirnta?f 0, Jb; Itdmcm dr ecuacaormi m; rntcro E^ondid^cE liiicial« oci^ . . 

SAIIDA apru^iim^ciun^S u- 4 ^^U^ en Jus [N + J) ViilurcE ile 1. . 

ftufl J Tome *i = ib - ffJ^Wj 
I'd. 

hiip 2 Ptiri J - 1. 2.,. .. PFi cinn< tf^ • 

ftuo J SAIJOA fl^. ^if^. . . . . 14^). 

Fq$q i F^iri ( " I, Z, ..r, Mia^alift pa£ws3-] I. 

Materfal protiaglda por derechos dt? autor 
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CAPtTllLC i * PtoMemof wriof mrciiil para Ktitxiona iHJeterKioIes OHfirmrias 



411 




EJEMPLO 1 



fVaj = I, M lome 

PiBSO f PutiJ » 1,1, ...y m ivme 

Pflie 5 Pnm J - L 2. . . . . m inmc 

Paso 10 Tome i ^ tii- ift. 

ftlW IJ SALII>A (f. M-^. idtj uj^J, 



La ky^ Ki^lihofTifMat^lcte i^u^ Ij ^ym^ tk codos lo4 catnbLu iii4^t;MEiJW>s de volCii>e al- 
i^edorde un cLitiuiio cerrada c^iccro. Ehii ky implies qu^ en clf^uilo cermdo ^li^ con- 
icn^ii iLriii rt;NiMCii<;ia de ohiiii^K urta tapdeiEiiin^iii iJ& C fitrndln^ un^ iniLiitciincia de Llten- 
t\m y ufid Fucnce de vaLmJd de E('j) i^ldos, la cwfjentje Ai) sjaiiirfiici 1st ecuaci^i 




Mats rial ptosegitio pordGrcfchos autor 
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Sii|»n|;B[mcK epic cl intcmipcra- del ciiwUcj « encucnUi ccira Jo en el in^ajvte I ^ 0. 
EDlO&ces /^{O) = D £ Vj|0> = 0. Sc much^ para /| Cf>. aj dafiriiciiE;iar la ^guihia ecuaekkl 
y ^ smtihlir la primer a hi c1 rcsu^Lada, sc ablicnc d si^lcma 

Lb vlucidq cucta del ^^Icma n 

= -%.i7Sf-^+ 1. 875*-"* + IJ, 

A|)iLic«tfEmos el m^iudu de Rudge^Kuru tit ctiuia ordfli cofl A 0,1 ■ esxe iisteim. 
Dado que = = 0 y = /^(O) = 0, 

■ Vif^lfr fitjjj - 0.1 /,(a 0. OJ - 0.1L-4(0} + 3(0^ + 6] = 0.6. 

-flLlL-4(0J) t 3(0.18) + 61 "0^34. 

*y = ff{h + «U + + 7*i4 ™ OS. 0 J, O.IS) 

= il.U-2.4(a3> + l.ft(0-l«> + 36] =<U1«, 
Al eeiMfarlcK vdoiei festaalje& en una fonna seoKjante, se obticnc 

= (ai)/,(0.05, 0.S67, 0-1 5«*) = 054073; 

= (a J)/j<aEi5, 0 267, 0.1 564) = a3Zi264, 
lUj = 1-0-540(71, 0.321264) = 04*00&I2. 

y 

= (Ol 1 ^//a L DJ40f72, 0L3? 12A4) = 0:28 1 £2^. 

Ed CXHtitiClKllfUL, 

-0+7 10.6 + 310J34; + 2(0,540172) + 04^0091 2J = OJ3S2552 

y 

EI rcsta las vsJorrs dc la ubli 5.17 st grc^mi dc maiura punzicta. ■ 
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l.5]U?l? 




0.1^7 M itr* 
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o.zrws K Id- ^ 















EL comando de Mapk daol ve puede uaane pan ratofver liitdpilijflt cjCWvlomf'^ 
%ciH;li]ei dc {MitBtfMdetL El titienu del ejen^ilii 1 le^feOiic ooQ 

li.Hi^ii^ .911 t^lifui {fat; (i^iM^iiti%^^ - 

y 



^tuF1iu5 pm^le-max impurUnlcs dc la. ffuca (par cjemplu, drculliiii rl^ctrici^s y tihUi- 
nt»!i cm vitrKji&n) impliCWt prntlcmw <3c vaIof Lnici^L ■cgyjn ccuacionL's Lenu-Ji unltJiJ 
pvyoj que una. No k reqiijencq hucvjih i^ciui^u piu^i revilw oMit. prubkma^; rceiLqiK' 

DiR cfeeini^innc^ Jjfcieibdi3eide {trtJnt^finlcn y Ine^ iiptEciiruDA j^|C!»lg$l!f^^ 

•■■«tlB'fe'**-3»e^^*i4; **jj6flcH!^3^**'<^^^^ mJ^:m^^:^l^m■^)t^■■ 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



&*^*i(A>+ f 1^^*+ 4i+ {'u) 

En In isbit S.IS u incluyc c1 cnnjifnin iXt vnUim ic^jy nh^ ^waJ = (*, J . 10 y 
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8 34 X 10-* 
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-0.«35e3« 


-0.69iJ566ti6 




D3U73SI0 


17 i ?f 10 * 


S.« X 10-' 


DL6 




-0,72 M 3 IW 


^.144383* 


-O.E+J38(]ff? 


l.-ll 5< ]0-* 
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4.(15 X J 0-* 


2,03 X 10-* 
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5J0X 10-* 








0.SJ47M 


0,1J34?BEJ 


4.76 K 10-* 


?54X ]&-• 


J,0 






2.S7ST41 




4JU )t 1(1 * 





Timtoifni podemo* irtlflEar -Jsol vc de Maple con ecuaclcnes dc ornten supc-rirw. Nrt- 
&ik]i «!iiKli$ii Aei cje-mpio 2, i£tt3ttd£ 

jp* |iioc(f^5 jf) ... fin prae 



Sl«lcm)emns mn control de cnw mfiodofi comi? el de Rung^'Kucta-FeWberg. cnton^ 
ce^ dcbemos eKWiiaat la eKacliiud de coda cumpoDente ]a aoliuH^ii numtnL^ (jty 

u'h^ H;q^),Sfiiito(kl»«niportegitHii0flAvwfBfickntecis^^ 

cucfilar 111 iiChlui^L'dii numfiricacdiiii^jctii rn'i ^ u'^, . rl^, 

Los m^iodos inuliipas^ y tn^ rn^iftcl^^s predict wes-cotKciofcs timhitfn puedcn etirti- 
tlctsA a luu iiiUtimlui. UnU Vbil mHi, ui vz uui eJ cunlnfJ (te nrvf C^ixlu lumpunenlc ckbe sCf 
:niiua 1!kiiypb k puode CRludH a kn liiteiQU, p»a U 

p:i(i Lax -^nlWIiilicx ic^le*- 

+ ([(-aitt^ 0^,1*1; ;nis?!!--iij! 

C Ei| - II]. Of r £ 2. nli(O) => Li 

Jij - -H, - 2i' + U 0 = r =: 3. i(jO) = 0; 

H^'if. ■& s f s I, = 1 : 

ji^ ■■ le, + f^. Osrsl. H,(0J = -1: 

TCK KiiBTiniqiillfHiqdi!^ 



3. O^ftihh fl jil^cmo prfdicinrJc ^uoffM onfen lie #afaiii|iiiiiLflhMwgiotei^^ pfroirarii* 

-■ibicfcv l> 1a pr»«}'Ett-fc]T|(i). La ciHftaUdsl dc Ib prcsa dcpcodc dcL ndmerD pre- 

u£ ^ de- df pfcdod^m^ vi^H^i^ 4]n iJcfTipci. Fiira sdnip1irKa;r lo^ c-^kyU>5-. 5-upfnijdr?OHi5 que la 
nuHtflJidml Idc Ib presd) ci = Jt^ViViL^^J- ^ cwnlbdah la nalaJidad M depml&dor dcptj^ dcJ 
ViSptlplAil it c»mbk^|(4 H^tU^ dot pflBritf.iiMi^^ padcD^ 
lodf ccpfodiiKiL^. For td razAi, supoKinraqiic lanafbdldBd^dclDidcpccfbdoreslca 

dikiiiD ILneoka. 

RtHJclva «nh? siswrna jurii II =; f 4. hn^Kj^LrnLlu qUi? lil FvU^iUki hlitlal dc Id Jiiisli till 4? 

hLHMiwR HH1 e1 tdnnpa y d£icfi1>i Ic^ fradineiKM I9^Ipem i^tmrfU^ni. iTiew esJ& rmddn dc-- 
EamgfiriCQ iiiia MDilLKlriA-iHl^ble'? I>e m^r t^U i.ctw 4|ii« yalt^^L d£ jk, y Jt-, «hLabl£ Id jh^liiti^h? 

ow Lwnlib. S[ ci^n jf , (f] y ^ ^fr) dtnriarw>* Ichs Fn^nwrw ik impede* vt™ d iKinfiv p. a jtmh- 

Mat^rla^pr^^f(^#rifer^^ alitor 



+ 



Id Su;. d£saffl>]]o cii lu elm que ei esludtajite que cur^ e3 F^'i^ ^ uti^i^i^ our 

.1 Las mdliMJi3fi ^v^iiuidaf y tMOjilejoa ticdcn cotud biwc uni? tie Jim m^todos 
que bemra spiHctD de fittoj^ 

Oefinkf^ SAS &^ diet ^ue cL iQclodu de b «i:uicidii » dhknj^ncus dc un pMO »d] i±J enw ICHJaJ min- 




^upnnierbdd que Ip aprc^umaLi^ it"^! ^ Lu iiOlucu^iCL £xacU ytij-t) Lguale^. Un ]nt:diQ 
mlur d efecRi f dd ttij£t«lD. Emb et «l emir m jKlmo del mlcwfo cn d iirtcmi!<> Mil 

qtw In p^todLo^ d« Uwwi^ Bit dS%^;fid^|d^^ Enpedd 
qwipnuMif it: 




Material protegido por detechos da autof 



llm mix li^^-^i^fjl ""^ 

a;MiMdiSJ£idio cdK£iiida ^ pimr del nmfiodu direrend^ en el ri-£siiirM> p^^sDi. M 
Al examinaf h dessgmldod 0.10) de la secciAn 5.2 ea la RirmuU de coia eiror del 

yn por lantfi, d nnftodo de EuJer « Mitia^?«ile re^perto a la ettiatifid direreifedai ^5tie cum- 
plc las ciofulicini-ncE dt citc trorema y la r^jnui dc convcrgiocia cf^ fXVrJ. 

liende a la ecui^d^n diraneiK]aJ CMando «] uinaAo de iiemle a c^w, dn^k. c] ator 
loc^ de iruiKaiuieDlD se aproxima a eero euMtdc et cafoaAo de pa^ liendt a. cero. La de- 

|iTicci»iTicnlc cuaindo la solud^n d^ la ecuHrJon de difefeocias lieode a la i^i>eL^ de k 
^Ct^^G dircrtocjal^ oanftjnnr cl tajnaiki dr pa^uj 5e arcf^a a rcra. 

crtro lipp dc cot3 dc tmw del problcma que ocvjtc cwndn w cmpkM Icis mi(odw 
de dLrcFencias piara appoxiMar las^Luciones de lasecuaeiooes difene^K^iatesH ^ debe a 
no V LililLzaii i^i^ullBdcK c^iarLos. En la pr^ctjca, nh las ctindicinaics inicialcn ni 1aj; opera-- 
qp^ifoc^ ajiiractic^ que 5% cfccliisin dcspucs c^-in i^ppcKnl^s cxacumeine. deJ^kto al 
eiTOf de ifdoodeo asoei^ ^ b arilJ7it^[ii:a lIc dig:iloSi fmiKA, En la siinririun 52 vinr^ quc^. 
Ma cuasiJrFaci^ci pucdc iJcaiiiDnar diiiculladcs. meluso en cl m^udo ccfn^^f^fntc dc Cu- 
IcT. ?^ anaJizar esia yiuaddfl. al menoE paiccalmeiiTje, [fai^mo^ de dciennin^ culler 
m^LOdOs ^wi c^liibtcs^ ril rL Knlidci de qinc ranibkb o perLLirb^ione^ pequenas en la& 
cf^ndLrmiK inkLalcs produTi^afi camhdnK igual rrTcnlf pcqucnm cn la^ aprctstim^ion^i^ pc^' 
imoT^$\€^ dceir un mt^odfl tstiUe aq^icl cuy<ft resuftados se basan <^c>^PrrTwjJTTr/iPf en 
dakH uiieiaki. 

El tMJfiCcplt} de e^tabilid^ ilr 1^ rcuaEidkn difcrmci^ de lui paM -sc parvce tui poeo 
a la condici&n de um eeti«i<Sfi difefcnci^l hicn pL&iiHtadi, psir ejlo no dchc ^-irpfcnderiH^- 
que la Qondldc^n de LipscbJU aparezca aqui. como «Lic«dt6en tl leoreiiia corteiip^^ddieDiA 
de tas ccuaciDiirE difercnciales^ Dnnrrina 5.6. 

Bl tnciio (j) del sJgulcme leorcma 5c relief^ a la estaMl>dad de un inf [odo de m pn^ 
Li dcfiiosUacid^ dc cslf tT^illljult^ no es dEfK:LI >' ^ incluyie en cl ^jcrticid I. El {ii) 
del 4^<vefna 5 ^e TcRcn a laj ccHHliciictne& Ktificiente^ pan que uji mcEDdo cmn^slenle 
sea c^m^y^^oicer El mc\w Oil) jusCiHc^ CQmcntariD hedx» en la ^eceion 5.5 5K4wel con- 
trul del emir §li>l>iJ de yA m^odo medianie el eofiin^ de mi mfpr Ic*^^ dp ii^nL-amk^Ei^. e 
] mpLica que. ciiando cslc ccfch- tLcoe k rajc6n caifvej]^enciia 0(t^\, el crmr ^]o]>a] pfescn- 
laji nuEma r3Z]6n dc COHvergei^eia. Lais dentob^ciOi^ei d£ Idss inciMJs [ikli )' mi^ i^m mis 
df rtdlcE t^B la dcincrsErad6fi del incisD (i), y pucden cj^coullracrac en e] niaEerial poeEentar- 
doculCclpp- j7-5»|. 

RftitieitlE] 5*20 Sup6og^ que apraitiraainas el pfobtema dc valor irucial 
mediMile loi metodo de dlfefcodos dc un posd en Ik fcvina 



{Mi El n^uxfo difist^tR^i^ LHiveiiieiitf ^ ^ Mo si i.^ii3^L!^unEe, d cual 
UU)' Si HUte uita fuitcL^ r jf. pom f J, 2v.... K el uwr locd. do 



»r que M cya^^ waiiiiM^ di; (iDnH3&utftl»«t(VCftiidi eft dl»H«fwHO« inctio £l 
m(ErLKV» C^K. pUfi, COnve^^eniii. ddn, htmLb vislc» ic|ue. en zs\ie: m^odM. e] cmor jn^ql do 
Efimcamieuio « Olfri^ de mMiArtt <^u« b pcidvi»;ycaei« del ffiitwlD imxUricwda dc Bukr 

Hn kiH in^loiJo^ fnu]tip:iM:i!i, \i\n prabLcmas relacNHWtcK con la con^iitcncia, I4 convcr- 
dot dc In apraiJniBcione:! pncctdenlcs. piy^jy^fc jggSji^^ 

if^'^/^^ AAi^K 

ll^-iJf. - (If.. .... 

para cada J-m - l.irt JV-1. fiiHi#:i(((j^^^^_^^^. , «^ |^ ^ ;-i!«j^ia^-j|>,^ 

cosmnhta, h ^ fjii - ii)ifif y if a + Hi, 

M^tarlal prolegiidp pprxtere^hi^ aiit^^ 



.ulunilmcnic ^cmprc que > ^ t^[o, j^J. 



<;tfai cundickmcv, Nienipfit quti /sjli^fa^ la cotkiicidn dr Lip^tiilz. (V^'ic c-1 cicrcicin 2.) 

paso u acetra a cen>. Esio s^nifica que l^^i^.^u n^i^r^^ i ' I ^• 
Siflcml^wi^eDlsironiutma^ Una v«sLmdij,qiiM- 

mnw 9U m EoAnki msdtlpfiot JM^^ei^ ctindlcWfi de qtt li mlacidfl de dt^ 

fer^ncias aproxi™; la ccgaci^ diffr^nclalp a mcdi^la tjm^ el i^^^nfio tj^ pssfl t« aiWT;a a 
on; ef d«kr, «1 enor l«^ d« buffiasDieDftn dd» a{)ifH>Ai]»iiiM ctio en cada paso- a me^ 

mcr vaTor InSclaT = at. suele »r«:[3CEi>, d^bcmoft csjgir que toa enT?pe& sie irwlo* ]m '^s^- 

deben sw venJaderos paia qw un nuaodci mulcipflsfls dc la rofmi (5.34) sica cDnsktcntc. 
wir^tflyj^^ de tm pan ^ fciKi Icn Tplcan Iwiid^ 

nos da Uj: ttUidfin-isxiftWttrt eftlT? et cm?r Jc truncamicnfto y cl tm^r pinhal 6c loi nrf- 
ittictod mar kcd ik dili$i^^ pp. 38T-38S] te eBcunA^^^dHDDi&idto 



/*r^,}fk mtm'f^i 

{Kir medio d«l diMq ntpticieo pi^^Ali^i^M?^^ la «^iucidq I>»<!i<lil 

f a/ 

^ |$«^ eitM^lM tfHu4iiil« it, T ^ 

AiUCA de-cxptwdriKu iclacLancs Exjiienteii cntre Eonsiiiiicnda, C<i4v6igen£!ia y eatutailLi 

'feniKMtpiti 01 mdfada nmWtpww, Al hiortatrdeKii^riieihpi |»f qpl AH?C«i^^ Ia4 
indlHhu dc Actfiim cvniq nvcsm in«4DdQ5 
Cpn ill iHEiHK)^ cn.dili;ren^.(^iJ^]i. 

do^dodopdr 

JiTT *#^rTTT%^W T« TyjiP.mr ^^^p^frlf^^ BtM.! Ip^* T flirty ^^#r|ir^Hm 



hi al CTTor dc nsdcnidcn inlrinM^cn ^lociatb i Jns c jh:u]n$ que n^qu^r; el im^lc^jQ, 
ccnifocmc « la vupogiclte U)> fendninDS jn[4:j. A, a^^.^, tft*\^ » Q en la 

liij 

4dii^E^^b^^ 'A^^^oti^bfii'' "^jtoii ' 1]^^ "1 *" flit " MkHN vdtt^fe^h^d" (ri^D fl^^?fld^o ^Mr^^^Etfil^l^^f^ 

C^mlQ mcnor la m:]p[[tiJ ^Apiiait^nSt^ 

» liemn Tipfces iTvaiiiples. Pot ej^rnplo, si A^^r^^^t 
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de que li solu^tfiA de la ecuaciiSii homo^^n&a es£j inle^mda oi la salucidn dc cyah 
qubo: ccuB£i6[L mplic^idn da on^.cn a tai si^cnlrs dcliiuci ones. 



f^icffsiica 



,^ las raiccs (hq ncc^csariajnc^nlf diElinl^'t dc la c^uaci^ii ca- 



m) = - a^.^A--" - - fl|A -tf^ 0 



Wi3 = ttr 



"3 = "a- 



Si |a,| ^I para cada i = I. ...t m y si lodas las rakK con ¥a]or ahsolulo 1 son rafos 
sjmp3es> emofMK ^€ dice qye el m^odo diref^i^cia ctunple U candldAo dt nli. ■ 

{I) Sr da cl BOfTubrc dc mctodDS fucTtEiiiuilr c^tnta a Ik que cumpEen li con- 
dJci^n de rafz y ik^en A ^ 1 como la limca raiz de la Kiwi6n caractemtitca 
die ma^mlud uno. 

(B) 4a cl □amhnc dc mctcdns dibiliii«fit« ^subk^ a loss que cMin^cn la con^ 
d]ci6fi dc rafz y tjcucq mi^ de yriia: rafz djsttnia de magniiud uno. 

(liq Sc da t\ nombrc d£ m^uxlti^ iACMaUB a los que no mmph-rti la condKiun de 
Fafz. ■ 



La connislcjiEEa y la coniiin^cncLa dc un rnAiodo muJlipai^R sc iclaeiofLan cs^irccha- 
ni^t£ «n la es(ai*ilidsd dc raJcindco del m^Sodfl. En el leoremd si^Pienie %e irttluyen en 
rorrn^ detallada esus concxiones. Cons4ilEese en [[K, pp. 4 10-417] la dcn)o^cta£3i6ti de t^- 
Ic r^aJLajJo y U Icona en que sc ba^. 



JhmmQ 5*M Un m^todo muJiipasctt de la rofma 



dDode 



^l^afcle si y sAlo s't euniple coodaci^n de raJ^. Adenrv^,^ si el nietodo de dtrei^ncia es 
oofmslente coo la ecu^i^adifemcid, eniOfices el m^todo i^rsubJc ^ y ^lu ncon- 

EJEMPLO 2 HciUK vi&£a qiiftel ni£iJddD dc Adanu-BuhriKil] dc tuoruifHilc^ |n^^ cTtpttss^ como 

dofHie: 



-lutor 



1 




Matfin'i 


al prolog Irio 


■ rechos dc 



«l[.qiiE ffl = 4, = 0, 0| = tl, ijj = fi y i], = I. 

que (Jene Tas nfoa A^.^ • A ■ 0 J? J*: ■ fl- Qm^plft ojfl UcwUddfiik ttfzy.tt 

EJ£MPLp 1 Ed Ju jwcctdn J.6 >c pttsaaA di tp^iaixt ex^tkJMi muJ^^iii^ dado par 

Ah 

j^Uaftoda cuniple Id imidkidn de nofz, pera sCtofii#ypi(|^ 
(jowkkfraiii^ dc vA]ar iiticial 

que tiene la w1iici*in ciacla >ff) = t + f "*'. Con fines ccimpsracich, ui^niw cl mC^o- 
du explicilo riterl^menle estable b< Adiins-Baishfonh d<9 cuarto orcUn y «L nii^codo d« Mil' 
nc pwTa ipmiinur Ut Kolucij^h tl4 eKte pcubJemu 4:(Uindii> A « 0.1, cvu Jen vaJtucs «}iiCM« 

I i ''hH'lawn^ J_l -alj ■* ■ — ■ .- ^ j ' J C ' -■ ■ ■■ -■ | , |^_4nx ■ ■■ 1^ f - h-fc 1 ■ ■ jjT ■§¥ ilrti'l f if" f 'tK ''Yi l¥" Yjui " J--Fj_-M----J JLA 







Mfndocle 












AdunarBaMifoflh 


Ennr 


dc MjJrw 


EiTor 










. *^ 
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I.34LL;>J3 




l.30tL942 
















040000000 




1.1?9Hi23« 






AfOOOOOOO 




LfU[U30 


L.54B X 10-1 


I.04ITM4 


B.053 X 10-3 


ftdoooooin 


1 


I.04ZUL4 


L.524 X 10-3 




2.IJ3 X 10-1 


j[X7t)000Quu 




l.OO^TVK) 


1.Q20 X 10-^ 
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Material protegido por detechos da aulor 



^ l^tamo DnJrnn porquc Ick inf lodcra ^ji^ Act^mi^Btabf^^ y de Ajdam«-Moult£n son Tuei^ 
lEinriTtc r5-l4iti[c-';. TIi^tmJcei in&j; a dar ^pmxjmHjcinnrN nScCar; i^Off un^i cla^ ifi^ Ajnpljft tit 



I 



0 -: f 10, yOk = 1. 



5.1 1 Ecuadones dilercfKlales t%jdas 

nOR dt titof qu«- impEk^ una dcri^ikji de cnJeri supeiiur tib lu ik>JucL6ti Lu ccu^icjidTi. Si 
b dcriwjhla pubck kEroiJUiie tic maiuca r^iJtiiUe, ^idHfC^ cl m^tdcto leuM uiu cicvui 
4lD£flte t^i£^^ Hteur b pncM6o 4t Lt ipniiiiiiKlAL Ann 

cyacido la dcrivacLa crrrra al iiumcFiiiir c1 niimerf] dc paicus, tl CETdT podrA CmiEn.iliir5c cle 
sapieim rclAh^ sicmpne que la nu^niuid At U EOlo^idq bitUbi^ ijpifU^ 

iI£]li Bn MA'camtt ^ on* itofidfi fn^v (urio ^ot dMtrinc Ifli SiIoBlo§- Liw .jpstMAiit'ife ■ 

vsitof iricid :l lo^ qnc pn^aMcmcnt^ Irs ^urra anierlor tt i^aman tCuK^iPlI^ ri^ldaft 
f wr^p :itih> « ppHO -do b scriucii^^ Uarnad^ «a|iK?^ tntm^^^tis, M (>bj14 iOAi IIOk 



ikdvuda en el bfrmiiiD del error no ht evzliA ca f. Nino cn ur n Jmeru enlrc vcn) y t, Un 
l^iminuiS' dcriv^uliij p^^^cn vnvCT CM.anilD f aumentB (de hccha, pucdcn hucrla fpify i^^ 



1 



Hi 



0.3 

a.* 

Q.T 
«.« 



= 0.03 



A >>= 0.1 



0.7387*77 

ft4l3P714 
D.J4]fil43 



0.4948361 
a.413W'»0 
03413Q39 



-IM513* 

-in Ami 

- I5^m.4 



-|.LI3i21»l 

-O.T24**l« 
-0.^jB2l4l 

-0.37T4O3A 
-0.32HH3 
-0.17444UIS 



UAH 



•-«.«TQ3J52 

-O.44035S* 
-0.3773540 
-0.3229Q7S 
-0.274367* 



7.IM4537 

ifff4K:* 

7S9.3J4a 

3it2n^ 

iJWKtMK. 



Aunque la ri|]dez suele isdciartc a sisfcma* dc ecuBcinnsn dircrcncialcn, lu caracte- 
ifMJcax de Ai!iw;i]inu(i^n d« uo FP^fnlo jmm^f^ que w upltque a un (iKtemi rfgjdOk JHIO' 



.{^ifciiw de W Kit Cteil detenflwir bi .ife 

Material prolegiidp per dere^h^ autipr 



A < Ot In M]luc:]^n cjuicia {f^^y dtx'je ;i rent nl cmiaj. pcru tic aruenlo ran ^5.64) la-epco- 
^jmtdV Cctidrd ciift piDpiodiid ^ I L t I < I. £n ^ fft£l«io de BuIBp rcaJ- 

k4al wmiM^itm^bmhMf 1 1 -I- iU I < Mo qtic implkiA <2f U I . 

t.a siTiisetrfo es scmcjrtnec otmn mtftenJns un [wsc. Ri jtc nrra], cKist? una fuiKirtn 
<J caa Ik prcfiietltul dc 4j,ih: si tacit^a do di/cicnciu^ tl kt apILcado » It ecuAcion de pnM^- 

)^«bdiiii^i£!l ei !■ pcecliiiln oh que QfHX) ^scaam jf^^ iiwIielraM^. 

Ciecd sin. ccm il I QChA) | ^^^XTn lUHodo de 'Aykir de n-4»1nio «tfcD» poir eje^toii lenfail 
e>i[Atiilidad re^pedo cr<^linirn(o del tniMjfk.siiSsa^.yiii^.t^^ 



Suppng^nncK t;ue d^n j.", . . . . , tij|^ _ que, pafli ftA flj^^. seiin . . ■ /J^ 1^*^ nifi."-^^ 
4-1 

cl*fi <i,t*2i en U ttccjrtn 5.10.1 Si qiKKinoK qw. jj^ flrmKirrw wKlamcnic y{lA m 



tpjiJ'iiisaEl^ dd <Jcmplo 2 ic ddNl Id f^cto dc <juc [ C)^ | I para d miS^ 
IqA) de Eu]iU y de itiiq|]e^^Klifll y Of;. hA) licfua nfccy eun mtiduJu nuryot^pip 1 

I j[^i,ftA).l < J } u im p^bodfl JiiLilii|Hiai ea /i =^ (hi \\f3^ \ <^ L para HMUys. r*l- 



Material proteglcto por dGrejchos de.aulor 



Lab ecu^cionCA: (3.65) y (5.66) jmplicfln qur ^In p^ibk apli^^ encicnlcnfKinie on 
T»ciodo i =aaa c^cUAdA^ d^i^ n A A Ad acucnUA la icp^n dtp cMnbiiklfld flbwluta de £1, 

lipciCr dcnlra dr la rc^km dc cslobilidfidl ati^oSuta a ]c lar;^^ del Lnlcrualii ds r va|c>fis!i, pqra 

^0 K^gnlHci que, aoaqw HnraliaHie poddamoi uii3»fa|f^.i^^^^ 
de emf ^ inmciminbwftlcrilefli) de o^MSidid daoh^^tii^ 4^ 
PO. L(H lA^ixh^ del laiVlai^n v^fiablc At pa^ may vgJncrvbtc^ H CEiC problciTia, pucs 
QAc^uDoi del error kicaJ tk^ in^nc^M^Hilop^^ de auimjitaf el t^' 

I J ncgL-twi dc cR44ihh|id^ atwfll^iU dc mi n^ftodjci swlc scr cl faccof miU importinie em 
]ji ob4fnck^ de 3^<v5siiiiajci?^nea ex«ta5 om sistcmaa tfgkios: pof ello, tmsoan intf- 
lod^ -niLtnEiicOA <:Liya region CStAbiJitWI absolulA Rca 1q iti^ cxEcqa^ posiblc^ $c 

WOQipt^n iJjquicftlcJ- 

El i&^«h) buplfcUjs did tnp«d%^l«la|isr 

uA m^4odj{^ 4-eH[:3blc (v^dBC el cjercicLo 9) y ct iljiica cn^lc^c^ multjpA.wt 4-cNiabTc 
Au^iquc ^\ Q^Mp d£l trapccio m priipn^uNW apn^^dn^La^^ t^fflp^jdb^ 
JO gMdgg, fea gmw no ctppch cajjcg^^ 

icn letting 

«cutcit&i3 nth UmaL o uti ^bLiicnii mi ItnuL un rrficueiuiji nQcdiditbe d li^i^dp dtNcwtos^ 

JL 

^t** 

Dapu&i de caJcular r^^.^ y debemjon de[eniijurt|t«'i,H^^.} deciE, lia bdJucIAii de 
Ptit-ii ii})rouj3iiir tali solucidfl, Kl»CH3iiai33i» j^ueraltnefile cbtaa m y ^neKUiitu 



t^^tii <iim; I uj'^' j — u^^^ ^ ' I 9it4 fiu^cdCcnlentc pequCiid. l£(t:< prDcedimiEnlD e5 ci que M 
jtat. en el ilggdEiiip 5,R, Kpnnitraai^^; eCtttii^ ine 0 cimtn} ilcAcuiflicB pof ]fiip^- 

Material protegido por detechos da aulor 
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El mSadC! dr te M:aR(^" puedc usmc comt* wrts aUeoi^liva 5J *r Nekton en 

die^ujicitPiK ripsda^^ ^ jc^uicTic una gciKf^lizao6n con cl rmfloda 4c Kcwim 0 Cc I? ^C' 



ALCISRfTMO 
5.8 



M^tCKto tfel trapecto con Itaadt^ NeMrtori 
s|iirii^]inar Is &olucj6ft <kl jWDMeina de vilor loicit] 

5ALJM a^^xiimi^iaae^ lira > lus (jV + i} valca-cs d^ ro tHCi> un mensaje de faDa. 
mo: Tm^b = ib-a)tNi 

f^5^ J Tomt J:, = w + fi>; 

i - I; 

/^JQ 4 Mlcfltm MND ^ D ha^a pasos 5-6. 

€ Si 1 «- - < rOL eflEonus taM JUA'D = 1 
si nOi iDaie J = i + I L 

= 

Si/ > JWCTTfflKes 
SALJDA^'Nflimfro oaijiiiad dc iiciBciDaci 

PARAIt 



Pa^e ?^ Tome t =atm: 
SALtDA (1, u^- 



flttSffl S PAltAft 
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liene la M>JwCL6rty(Jj- ■ P — f P4in dcmustnirJosirfcrCD^ tfc la rigidiri, kc apltcflji cl mtf- 
lodd EmptitrLte dc] liBpcuio y Run^c-KjuLLii nuarlci rmJcn ecu N — iy h = y C^n 
jV = 5 y A = 0.20. Et n^toclo del crapes io da bpcnns reiiulladns Ol imbOP "CMOS i^^ndc^ 
M ^ Wy TGL I0~^ igujl que 4:uiind43 apJJca el dc Runge-KutLa ron ft = 02. Siti cm'^ 
badi;^, A * 0.23 ^ eii£UC]t[irA fu^rade /t^i^tide u^tiibLEldad ahsdlyiadcE ni^imJu tic Ruit- 
gti-Kul'UiH \o cutiL 5ti obicrvB c^lanunrnEc tn Ids itsulcadDs dc la EaMa ^-lZSL ■ 



Tibia 5.22 







Kbitudo CrapczQuIid 




h - n.j 
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IJO: 


- 1 .fliiitxioq 
-O.I4SlUil 
0.26MM4 
0.55 EWJT 
0.7S2JH57 
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I.Wi7 X ]&-^ 
3.8237 X JU-J 

tyiJJ X 10-^ 


-1 wwoooo 

-CI.]'1I41»9 
0.274Bei4 

D.S53^a 
0,7llt3fl720 
0.9937726 
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I.0I9T K itr* 

3.77ffl3 X Itr* 
I.3S7* X 

iiosox 10-* 








h = 0.25 




0.0 
0^1 
OS 
0.73 


ScihnJrfl^ijQ 


p 

1,446W K U^'^ 


0.WH4557 
0/4267572 
0.729 li^i 
0.9Wt^V 


0 

4.l9et K 10 * 
lt.S4Jl X 10-i 

7.3790 X in-* 



tliiKM Ajiit, henioA VKio nfiUt m puco (k ]o que cl ICLlor ciKottlrJir^ zvn rrecucnci j >■ deb« 
saber sobte sislcims de ecuacLonu dircRciciales tigidnA, piin un eMujdio profuiido 
cmtsultc [Ge2]. [Lain I o fSGe]. 



COMJUNTODEEJERCICIDS S.11 

pLi^n cM^n^^aTti ti^Jtudcis OMi 111 soluiz-i^ n^dL 

y - -aXv - i^) * If^ 0 ^ F S J. ><Q3 - ™ A - O.L stulut-irifi tmI » 1= + 

^ y = -2Ct?4 2a=Mr^+ Dili; OsjsJ, I, ftiti ft - ftlJ; Hiludtfe it|j>(i^ 



MatEjrfal protegirfo por derGchos aLitor 



4. Ri^pttiiiLeJnctclgil nmdirid i^^ 



■ P i^^^j^^^^^^^>r ■ ^^^^^^^^^^^^^^^^ ■^^^^M^^^w 1^ .w^^qr^^^^,^^^^^^^^^' i^j^^^^v^^^v ■^^^^^p^^v^i^^'. i^^^p _ ^ ^^^^^^^^^^ 

y-/:f,f>i J»(ei>-«, 
^ 11 nuetok»'p^^i|^.j^^ jlc.BiOtr «r Mint 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



ifttflodo fik&\^ eletnctiUJ del aitiH^in numMc^: cT mi(utlQ> EuTer. Eili? pffocaJiituenlo ivo^ 
flic lu bu^tkniE pitvL^ pain uuSizarse eti Ins ^LUr^juncn^ pcro cs lui ^JempJo drL £:&m|i4f- 

cttl dt Eulcn L'^fM^ubdmus £|ut ^on (uclu^ ptrtu c^plicaJdM, pucii h^y tine determiMf en* 
IciL&BA dcn-vadBApafifLBJci^ djc U cguacipa dLfcrcnciaL. Lbs f-ixiniilas df Ami^-KulU ELCt^plJ^ 

liCpuLtDfi. eomgir la aprtr\irtiac(4A. 

Ea scvtidn 5.9 dimou ejt:;]7ip(]tH dc nluv pfw±dimkticu^ qjUtf icrvir piJir^ fe^<^ 

LottiitfiQrin idapu^^uit^ pfKiu Klura en l«i;|i^6BiEV iciiclllajl 

|i->t;hlbcff rt uapM^aiii3ii dc ilh tjdt; traiii dti M^l«^ciufur L>^ es^ibdiiiiuenliw dc 
iMtpto ninsitmcr b^^i^^ !■ B}KVttiiiiidtf^ EL io^auK piudktaKwm^ i£firiB- 

Adiim^-M^uJlon ires pasot^. T?imt^ii'fi cjjubia el la^af^o de pafw p^ra que el error l^c^l 

H dlEimu t^^ma del Hpapftulfi !*c: i^ficj^ s la dificpUad que ci^nllev^ U ^proiiiinac irtn dc 
. Ia mlucLdti dt; iirui tfL-jwjL-dn ngidLiK a urtih £cu^i6n djfetiencial euya ^u^rl^n ax\M 

iJu cuid&do ran edb^ 
cJ em^r qk- Tv-donqlm. 

Lus meuHlkifr d«] Eipo de Rufl^-KuMa^RshltKTE pm^lcn f^r t^gfLcicn^ h 1^ pn>h\s^ 

im fue K AMsiU madia p»cliltep te ncomkmlaii 1» mftixlcs dr CKlrspntKilSaL Fbuil-- 
mmte. eA Ickb ptublcmu ad rfgbdui de nlurlnicisd 4« emplran eAteiisioQeK^del TnAtwfci Im- 
ply did liapccia & >[oa mModt^ de ssdn. vicuilblc ai lo^ judtodci JinpUdtw d« tamaftD 

dc ]^ pitibkmo.^ de vidor iid^:]al. Ckda mttodo reswi^ ufi lineiiu 6^ m finw:iflSMi;(|&: 



dimdc ir^JpJ e^t& dada paj? ^ada i. La ^teutlda dc UiiUito wtubli; dt^ p^&o IVPR K u ba- 
wl Im i^ftodn dc Rmkf^Kiit^^bwf 6^0U^y 9«jUi odu, Kdeccdbcn tt^- 

qcmVi^ d dc la s^chn: i^n ^.5. Vi\^ "^nhiudna dr lipo Adiim:^- L^tie s( eiTi|>]ea Ci^n lad ecuiai^L4>- 





pcadM« dfrt)4iiGC^ DQ(2BH?. I)02PCF ^ D02PDR J>Q2fiGF y DQZBKP tim to It 
wnMd Mcninii dd mt^CnAo dc Run^c-Kuttd. Titi d. pmc£4iS3}eflh> P012CJF mtlcnidd 
un m^indG -de -ordcn vanfitilc y dc lanuito -v^alilc pa-^ [Ir Adanl-^. En d pF^dczcdjitibf-n- 
D02EJF tiii ojcUcitu Jt> un m^kKlu dt; unckn wiriible ^ dc ddknefick K^pe^YA id« tun^ 

fue una rur!c:ida^ !i soluciAn -ecru. 

La wbrvilm rfcf45.f w tiasa en ]os iin(l?>dDS ciaarlo y qufnio wdiii do Rungc-Kutui- 
l^tKfy dcf mtot « in i«o:ii^Li r^a loi pcub1?mw de vidor Injcial cofii wv^ck^ 

Hay irufchi^ lihixis que « especlali/an en la ire^oLgc-Erin ngmfri^s lo« prv^lenu^ de 
n^ilor Kfid^iAl Qlpr^ elinjcoj^ Mm Ja de K-enrici [H«1J ;^ Ina de Gear [G^J. Ouh llbrn 

p J' hqtQ [01^ Gotd^ J Ckwgi lOO), Sbw^rine [Sb] tliiE^^ Ikw llbni de 



Metodos directos 
para resolver 
sistemas lineales 



Lua lojtfi dt Klrthhnff d( k« clrniltns tl^ctrtms eslabimn que el 
flujD Mto la corrlmc que pua p4r Ima imJanci At un drculLa la 
MTifc^y que |p c»fdi4 i)c vdnijc iicIjq j|Jr«lc^r ta* pftftH <ffTi4« 
dff diTiiiUi lamhiln wnk Supdn^^ 411c apllciniDS un potcncliJ 
de V VblU Mln loi ]haiitM v( y C u eI drtulld Ktiiuda 4^^)01 f que 
'it fji '31 d c i§ repmcnlan el fli^o de corricntt comit u muiiLr* en 
d dlderami. AJ utDfacir G eteHi puiitA de rt^raicl*, lu dc 
KIrriiliiirf roUblmn que I41 »Tf1cnl« HUiQicen el Elgylente iMe- 
ffia -de wiiiUkH]£A Un£iJ«s= 




En esle capitals HtvdUiRinw la nlucl^ a e^te dpa ^1 wm. 
E«ti apllcatlAn se eiplka en el ^enrfdo ZJ> de la wccfdn 6,6. 

Mamrial proEGgiao por derechDs do autor 
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En este opftulo sc oaminan milotfas d:irccti5s wn qw ^ rcsuclvc el si^icma lineal 



Fart jr,^, .,. ,x^da^ lis con f,/ ■ 1,1, .. y A^^ para / • 1,2 it. Estislfc- 

Kn tl capfiuto 1 \isi:mia(A ^ l(n m^todiH «on que K4pfi^\im3 !■ solucit^n de kxs sii- 
teiritt liiH'iikj pa mai\o de mftodofi itenlivofi. 



Sistemas de ecluiciones JfneaJes 



tMlizamos In^i. opciscdCiQe!^ pan simpllfinr el ii^na lineal que se iiic!y>'« «3 (6J>1 

L?. coiackki E, pocdc miildplicusc par una oooEl^ntir A idistinbL de dcio y la ecuA- 
cido fesutEame » ^mpka en de Eita op(?nici4fi se detK^u por t JLE^j) -f CE^^). 
2, Lb ccuacJAf] £^ puede nuitufilicar^c por oiaJquicf conhLoEUf A y srnnmryc a la ccum- 
a6fi ccuacton icsuJtajilc sc cimplca cn \« £^ Esta <qxraciJifl SC denota 

3h E] Eirdcn <£e 3as scuuione^ E^ y E^ puede inwtamihiarsc. Esla opmciAn «e deoo- 

Cm It ^cdc^ dc opcr^cinqtci; que ^cabamos de incluir. podc Ir^-fcfnniw un ^p^lcma 1i" 
MtL rn ouu que pucde fcsolvfi^ mi^ fi^ilmence eofi mismM ioluckmes. Iliii^iismcrs 

I 

• ^ E,: + X, + 4* 

E^' 3x, - X, - Jf3+ 2x,=-3. 

I 

-J, + 2*1 + lij - = 4, 





nk[ii^«a £^^Ej^,al BfectuHT {E^ - 2E^} -* iE^iMj- ^ y + Ej) -f 

^^^P^ la ctuI dft poriffHltafb «1 tiaem 

£J jiisuirta die «fiiaciodcn pccsemla ohorR 11114 fonua iHuj^gMlat |o- i^ucjd»> y 

jt, -1(13- 131^ -^U3-n^-o. 



Al realirjr Ick cdiluubN del cjcntjlllj I, no fut AcCFurio cbCribir loda\ hi tCaitimn 
compltflaa cn catin paso ni ictcncr la.'^ vonabLcs j,, Jij. y cn Ifw c^lculnx, jrncs Mcmpn 
jpcnnoiwderDO en la aiiaina coJumua, La OfCiicA variante de tm slslema n o[fd x preaeiUiA 
ca Idc ^sbfttidentiei di^lia^lm^^gfiftat 7 en loa nient dd: lido dencfao de lit icikitloHeic 
Pdt laJ lazrtA, 4 meitudo un statmu lineal » nxinplaza con unn matriz, que ctKticiene Imid 
la lnfonmci6n v^sJ <i4;;cniitt.p 
ma compacts, 

■ g | {f f ) jtfiriMB( j^li ■ Uba tztaLrk X m) ea un arre^lo iet:(an|iilBr de elementos cca it noglcnea y ja co1um- 
Tiaii. dntd«:.nO;4^^-irap9^^ eo el 

Malerial protegido por det echos da autof 



■4 * i^^ - 



1 - 



et una autiiz 2 >^ ^ c^pb 0 j| 



» 2. u^^ - - 1. «|j ^ 7»**j, = 3^ rtj, - I y rijj = ft. 
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recJbe c1 iiointire de vrtlor nlumnt n^llmeimiianul. Piv b ivyulir. en Lok vtsLtunesi 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



m 



CA^tTMLO « Mtt9ika itfKlK pwa meim SiSttma tliKC^ 



jijftjB ■ j'JTJ.TXJJ l_"M-"_ AJ"1 _T1__M- '_ 











"is " 


^ "a* 






p 















■ h 



1 10^:4 

2 1 -I 1 : I 

HI- ^ t I 4 



0 -* ^ 

0 --4 -1 -4 -ES 

0 3 3 1 t & 



I 

Q 
0 
0 



I 0 

■I 

0 3 

0 0 



3 

-13 



4 

33 
-13 



miiui dlBiiDiiclte gpusaluH COB iQittlucioa bull mr^ 



E,: flu J, + fj.iJj + 



+ + 

Material 



■ n * 



^seieA dcaou la matizfonnHkiNHr Iw CD£^feiefllulM^«^ l^Mttt 

ri f^lHtar [a iMKl-iiii dMol^mofl nutvamenie c<m el: f l^nwnEn del ^f^iiw-rengldn y It 
/^ima colunfini, Ibiund^ pruente «»tc\ aplicamoE proccdlmicnto agcuencat nmdQ 

Zt , i I f M ]p l^isfltdz Ki^ulunie [lent Id 



^^li I a^^v 



9 ^ 4*, : 



CAda j ■ fl - I. Ji - 1 . t. p 2, J. 
iiuiquc fsco iuixtoc mJi cDFriphyi||i|)^ Ja^^ una succm^ de malfins nunwiitadii 
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rcpicscnla cl RiMicni^ lineal HluLvtWnfepHljil.Ciml 



.<i ftC pue Jc cFecCuainie ( lu cud ffillR 4 Ufl i^'jlL . . ., d^^^^Cf CfCO) O ll BO e| 
ttjuriafnenle ijfim vi ifiisieitu nu leiijt;LMiJw;l4Sn, vim tl^b* nwddkiifrM «l m^Hwi^ ipin 



^1 + jfj + Xj " -^2< 



La nhnln/. av4 wnliid^ 
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cI cjtanpila 2 m; eJLplic:)! Id que H biuitd^^ - Q pivt (kt^iiiu it - , , , ^ q ], 

ttCf !e)|«UUftU> no Hit,. Si a^^ t f^tim*l^v.\iap. curt k t iSfi S tU efMMliM 
b «|MrficlAn (E^> ^ (E^) pA^^a vbtener A'*^^*'. D^npnii, coiAln^mnoi el cvoceflLmi^nlo pu- 
tt forauf A^, )^ itf iiic&iiVQimii«uj&, !ii - U pi[t^.ctd& ||. jpd^Attiot Ji}nia(iuaf {vi^ at 

mlejtoD irtnyiMiic Pniil wiitft it " 0. til tlwrna litital i» tkm uiilwMd dokt y 
el iHwedLmienlo vnetve a inumutiiiine. En cl inlgoHuito 6, 1 !i« resume la ellmEnacidi) 
Ituistiaui coji suscicucidm luck ilf(b. En ±1 se incaipand pdvoteo nunds una de lot {m.* 

Material protegiiEJppp^^^ 



CAPITULD C * Hitodos ttfrtctta para moinr siittmti Sfitaits 



6.1 



Ellmtnaddn g^ausslana con sustttuddn hada ntrds 

a^^^ + (a,^3 + ■ ■ + a^^^ - ^^^^^ 



^ow 2 Sea p d entero mdi p^qu^Oo con i^p^ :F^y ^p^^ 0^ 
cnlcncc^ SA.LJDA {'jiu cxerIe wiijc]6n ijmca.')^ 

Para/ =■ i + In . . . ( Rhag/apisi?s 5 y fii 
Pfl^ * Rcalicc (f^ - JH^i £j) (Ejh 



HARAR 

ftwff P Pori ^ - Ji - 1 I Enme = - SJ-m i vj/^i^^ 

10 S ALIDA (Jt, . . . ^ ^ C'^nic^niJrFm? if rmilFiw^ ettcNLuuFnf ft/^-. ) 
PARAEL 



ntf Eos itmuic^s y p^Lizar ]a c]iniiti^i6i3 g^Lisslajia per me Jlo de M^pk, hay t|w a£:cedcr 

Ptua dcfinir la m&lriz if '^^ d^l ejcm|>]c 2, qiis clc^gnmriKis^ A4p usairvpt el comancto 
sAA t =netxlt Ci. 5, [1 , -1 , 2, -1, p -3 . -3p -M. 1 , t ^ 1 , &r - 21-1- -1- 4 p^- 4 1 3 ; 
Los dos p^lmclro^ 4 y 5p dan la CMtickd dc ncn^lopc^ y cctlumnaSp re$pc:ctlvAmcn[le, y el 

Material protEgdo por cfErrerchas cfe auLor 



35i 



EJEMPU>4 



nckin ^ ^^>. Por Unco, la scrie Dpcr^toncs 

>?kA5 «acJdrc«EAA, 1 pi, -2 i 7 
>AA; =addrow ( AAj L , 3 j - 1 h" 

dA U RduDcite 1 ^^^^ que izunbi^it llmtiaremos AA. En Eaiofcia el coimndo individual 
da la solLici6ii J : - [-7^ 3, 2, 2], 

Esie ^emplo tifne por olrJetD nwslraf k> tftte suoc^ ctunda el algctilma 6.1 TslII^. Los 



I, + jTj + 2ij = 6, 



'1 + 



-T] + + 2xi, = 6- 



EsUK sislcmfts <}an or^gjcn a Lai 4Tialfioes 



1 

2 



! t4' 

1 ^6 

2 :6 



J 
2 
1 



L ^4 

2 :6 



Dado que = I, «r«tuamcK (f^ - 2£,} -t (E^ y (Ej - £,) -t (£^) jran obiener 



] J 1:4 

0 0-1 ;-3 
0 0 1:2 



I 1 

0 0-1 
0 0 I 



4 

-J 

2 



Ed csif pun to, a>j = = 0. EJ ^|;jinln» icqutor que cl proccdimicnlo sf uilcnunipa, 
lin que sc tiibiciii^ ]a ^oLw^iAn a mii£.iiM>(}c ]»dQS sislcmaL Al cscrit>ij las ecuackncs pa- 
ra adi sisienoa, obw&tmcn 



'*3 = 



4. 



Xj -i- JTj + JIf, = 
-JCi " 



4. 



con arbitraia- El scguiwlo si-stcrnailaflriEcn I una ctmiraiiKiSn jfj = 2, = 4, dc ma- 
nera que do txislc soluci^ ^^UQa. Sin eji^b^o. eD ambo^ taso^ lanqKMro c^ayEc luia so- 
l^6t] uAjm^ coma concluimi^ 1 piutir ciel aJsonlnw 6.1. ■ 

Aunqwpo(tenH^cm^bdffaf al algoritmo 6.1 coctw li ccnimicct^Jn de lasoiairttes au- 

exclu^VdlKEUe un an¥;^li:) de ft X -f I ] alnuKxmniiicnEQ. Ed cada paw. sBm|7lc- 
FTTcnie rccmp4a7amo^ 1 skr anterior de wn el nuevor Adcmite, podemos f uardar los 



-.ft 




Material prote 




-es cl ftaiw 6 lequicn inkilliplicar por odfl l^rmino de cuoJ hcps da un leufdf 
ihUJuuKD ^ fcslaa il t^fmi^ comtRpCQdicnie dt: tuiy qut; i^lci^iu^ ^ - j^ji - 



M-i *-| 

2> - 0 (n - 1 -I- 1) = 2 ^ « - i) 

Los dtfiijt p.iSQja Jel algoriUtu^ 6.1 ^j^^ iiicLuycn operaciories ^^inf^^tlcri^. ^on his que 
ic foqiu^n en ftii^tiiiicjil^a hicia aii^^ kn pasoij B > 9. El 3 »qui«nE una dlvmAa 



... . f-i . . .. 
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44 150 




42 67S 




^$00 . 







-it, 



4iij + It, - -2, 



lit, + 4^ - *^ - 



Ust tl lU^ufiutKi lin 1^ tluibiiKkin (lUdiLiBa jian. molver Iters uEtenu^ lincLlts ii£iuail«i d« 



31*1 + ^2 ^ *j ■'' J^i ~ 



2, 



Ml* *i 



Mai^rlaf prt^kio ^joriter^ti^^^ alitor 



3^J3*, + IJflafli, - Itl J^Jij =15913, 



^- *i+ ^5*3. 



ox, 



+ .rj + - S. 

M. Ohlrnttu cl valor o Ion vilufeN (1« A pin kneiialEK rl nhtrmn mi ikm KcihieUlmi. 

h Obten^ e| nkir p Ja$ v^Uhck dc- fi pm |«.cui|ci cl lifilemt liene una cjiitjdut infbuta de 

uift Li y-d£iint BpiLuidn pin cluniEiif VHMffJ^fn lM«iJM:kkiH^ f -^j, . . . ._E^, co^u jli 



i: 



0 



% 0 : ; 



Jfj« — 



ii|jj|>6»^ ^ 1.1 .... PI. Ehli: pfWtJhnknUi prt3H-mJ^^ ^S< lii Kin|i|iK^i^ I™la4(fris cn Ih dlml- 
1f mi^ del ejereicio 2. 

Hb^r' Jliol^hi '.ju^d |i T T ifwi 1 n n I Ji-n ^ fli 

' ^ jj^Dcm PpinrKiiQ. ^^IbqifC ^1 isi^i^ln Ct^i\HK-hr\i^t\ pari ffdwirfl mkLC- 

f 



M^tarlal prolegiidp ppr dere^hi^ autpr 



it;**' 



12 0 3 
0 0 I 1J 



= = = [l™. 350, 400] y b = (b} = fSSOQ, WOJ-^jr iufbckfiia alimcH- 



-id": 

debe repo^ cwin^ w siptka li sk^l ct^aHk?. 



€l2 Estrateglas de phrateo 



AJ dcdiidr d ^gdrilntD C. I dt^briruO^i que Cuando' uiw dc; e Ipmrnrciv dc1 pi^ vl? 

Il fqnna (£^) dondc p cs el mcnar cnl^ no inPi>'«- que k cs^n jj^^^ (j $i ^ quiczc 

irdodr cl orw dc toJoiuJw. » mcnutli:! hsiy que iraliTar iiiiiCficarr*kK dc ricn^loiics 
cumAo io^ eleimnioi del pHvie f>o scan cero. 




Material protegido 





i^.ttte^HpDlB.^.^ ^i#gUw!fi^f^Hn0^ SIPM^-Mi 



EJEMPLOl ElskEHtuliiiul 



El pfimcr clcninm M$piv«to«tm 



pi{tt;p«rkM fie Ibs raag^iludtt da ir,! (■13 3^ ^ dCAsJqoii^iucfnir.de cedop^^ 



Material protegido por detechos cEs autof 



^.14 



FJGURA&! 




vottiT^^J^Cs pcqufAocn ccmpVBcidfn «r log clcmcnlof flj*^p(u? i ny k f^J ^n,ft^ 
[riviate c }iia]ef\wit)lifid{».kq witJ^nj;* y p-i\im} y, en ™p iiwowriov inoffl^inp i 



pofQ rEfo/ker iP5ten?[7i Ij'ncu^ 



6JE 



..... . , . .... -■yv 

Las tv^^pw^ de Ctlfliro d^EitOs que rCHUlloii dc la ^u^ililucidn hacta affa^R ibnn Ign 

A Qxtn. t(5cnic» » ]e llama pivoteo partltL opivclco de cofatnna mdxrma. y sc ckvcri- 
bc dctAlladimcnl^ «n il al^OrititM 4.2, Efl d ^IguriLrDo el inlcn-ambio real dc rcn^lmci so 



ALtiOAiTMCj EllimhuKMn gaussldfia tan plvuteo inrdal 



Piini irsul vcr eI sistcma LLnEal n X n 



1 



INTRA DA TiunicffD dc inc(%nitAs y coiKinKs mauiz oumi^nladfl A = ift^ dcMidc I =E 

E :s; 13 y I y ^ n -hi. 

SAJJDA Euluci^ . . - ^ ^ BttQsdje -^ye el siyimiu lineal nti tieiu UAi isdyciidfL lifikuL 

ftna ? Pdft J =i- . . , n - 1 httgd Ida pnsos 3-&. (Pmc™ c/f rJ'jHnjmjcrVirt.J 
ftteP J S^fl cl enrtcri^ mis p^ueOo oon f ^ p ^ n > 

Fm 4 Si a(NROWip], e> = 0 cnUutlcca SALIDA ('Nq cJcislfi ufid soliieidA lifuCfi'}^ 

I^AkAR. 

Piini> ■ i t I, .... 11 ha^a Ids pabo& 7 y 

MatEjrfal prolegicio por derGchos aLitor 




toff 8 ReaEkc - ^^rt^*i<?vnfl, 0 ■ E^^^,^ (F^Mjinm^^ 

PAAAJl. 

(Cwnji-nf I- iti JFN.hJj'iNL/ri/T ^liK-iVd tilrds.) 
too I J Pan I =^ n - U i . r , 1 

aWf^mf^. -h I) - ^^^^^ , /i(AffiOWtj), j} - ^ 

toff I? ALIOA {a , . - . . , Jp < ?4Jj>NJ>«f/p ftf ™i>jfldo f ;rjY^it£|7WFT|f . ) 

FARAR. ■ 

CpiIb muttlpllcsidf^T' iff^ ci^l ^Igorilmo dc ptvolco paiciu] Eknt: unn rnagntCLid iwrlijr u 
preM^ni^iii Luackmc^ dLinck results. iniMlccyidin 



iJ EMPiJO 3 El ^ LsEema li^al 



CR el mismrt qee dc In^cjciriplm 1 y 2, salvo qpc lodos clcmmCi^ cUc prinierfl ccua- 
ciAji han jtiJi^ jnMi(iplifM»i>^ pi»f 1(>^. Din la arUmdEicB ^uaEro cLiyitLis, pTXiwIimknto 
dMTjloen el algoricni^ 6.2 proditcirfa In^ jninmoA resuhadoa que scot^tuvicmn en el cjem- 
plo 1 . EE vittof mdxiii^i> h primers coEumna ets 30.00 y «l muliiplj^ador 

da origein il sj&tcfna 



-|W30Qr/- 104400. 

que ticnc mismw solwUjncs incsKli-s qvc d cicmErfti l \ y Jf| ^ - ] 0.00. ■ 

El pi^T^cc> pinliJ wilado, nrnninado tambi^n pmwo t^i'tJtiudo ik cohmm^ 
cl ailccii:idL> ftiiLcma d^L cjtmpN> X Cotoca el clcmenlfi end ]ugar ctel pivuste m&s 
groJide en f-cts^i^irtn wn Ilta ekmenifls^ mj fvngl^. El primcf paso de-l prficedimiento cen- 
f isle CP ichnif, para ncivij]6fi, un faetof et^cattu par nudia da 

Si p^nt aljbina i lewmcn ^ 0, entofice^ cl ^islema i>ri utM uiui koIui:!^^ L]nk.% pofc^ue 
lodes lo^ ckiTK-jiEcH dc i-H[fb;Lmf^ rtngl^p »ion ^i^fu. SupfifiicfidQ qitc ncf SCA zaU el inr^rcam^ 

Materi£il protogido por derechoa 60 autor 



CAPtujlQ ti- ' M4t£Mios d?J€€lDS potu i^kAv^ ii'iC^tki] braod'ij' 



bia ad£iL'iii^o de nfii^lujitr^ p^f^ pMer teres li ptimem caluEtuuh d^tn^lm ielcccio- 
nandi> el rncncir CEilcro con 

t^fi^l^ tttrne Una ma^niLud rtlnliiYf dt: I unl^N d£ rejjj^of k i^OfnfKiriKJciai pLin rt 

" ™ti ^ji ' k ■ J t- 1 1 ... I ill 

dlegLmos et me^or cnoero p J tal que 

y nealiMmni cE intcrcamibio etc nenftlnne* lE, ei i =^ p. [^i fiicioreft ck] ciuiiNoi do 
CiC4iU . . r T K caL^uldr b6bD un^ vez. ^1 ii^hclo <Jel pmocdiinijcnLG y tambifn inbm 
i-picPCwntriarKC at ncaliim Iom inlerc^mbios etc r tn jlfliu^. 

Al aplicfirel pivotcf^ partial eiicaladi) cn el ejcmpio 3, DhCcncmmsi 



y hi: lleva u ciiho cl irteiriirnbia (£| I ^ (£'n), 

Al aplicsr in climiiLBcidji g^ii^Hi^nj. al nucvci sj^-kma 

AJjcon mwo Elli^lnicl6n gaiuslana cfln phmleo pardil escdldda 

Lcii lAniua pftsof «n aE^mlim qjuefUfkmn dc ki^ dct AJ^onEmG 6.2 sen; 

lj .¥j = 0 cntnncCK SALIDA ('do titistr urt solocidn ilriita'l 
PARAR. 

Material proti>gN:io por derechos cte autor 




° 

En cl c>FmpJfi ^\g\^ icitUr sc espti« cl pivon iwcbl cstsl^a por media Maple. cc?Q 
iHi!m£tL4:ii d[f i^dondi^u u 4.1 fru^ Unttaii. 



EJEMPLO 4 Rcwclvu is^l ^ivtcm^ lin^ 4l pur rdt^Uu il^ la adlji]^.tH:;a mlutHltaxf a less d^uSB. 



: 4.01x, + 10L2tj - l.lltj - -3,09. 
Fam ]|^^ a la tu^nn^k^ de ji^durdea a dfgiloi, ifimxl^iiiiK 

Tcncninei J, = 4-2-1. = 10.3 y ^3 = 1 .^W. Pur tiiPila/ 



Lft imim wmeniaia AA m define meidiaiile 



3,W 



que nott 



AA 



[2.11 -4.21 .«] 2.01" 
4.01 tO.2 -3,12 -3.09 
1.09 Ml ,S32 4.21 



.9S7 .832 
4.01 10.2 -1. 12 

111 -4.11 r9l\ 



4.21 "I 
2.01 J 



A] caleular Id& muliiplicadoKS obtenemcis 



■Material prototfi<Jo por derechos autor 



r 



Ajt^» |D 6 57 -4 L8 -l«.<5 



I, Jl^ ^ 4.21 M^v 



-A* 



[1.09 .5^87 .832 4.21 1 
0 -ti.l3 -6.]6 I 

[Q 657 -4.1* J 



La eUmtnocfdn paMi 



.9S7 .i 

-(.12 -^j 



-(.12 



No jHxIenuM ujor bAckisuli per «l diunemo X|2 en el Lugai- ij}^ 2). fiiile tikoMsntn u i^ 



^Kp^2l:-[}; 

Material protegido por detechos cEs autof 



6.2 fftnafftgw tit jp^tvC^ 



367 




que MiupiLaid al eletdCAlo .02 per 0. Rum ver eslo in^noducinias 

>«valrri(AA) j 

it = I "^31 .430 5.12). 
Lps pdmcmii cdtuksiji adicJcnaJc^ que 5ic r^uicrrn en c| pl^'olc^ pHFcbl C!>C^afk> IC' 
[MTEkCLonrap id Cub] nu& dn Un toliJ dc 

Pant deDefminar et pnm^r caivtbi^i ^::orr±tlo, erec[usjnE>s fi diviskmtrH y lue^D ji - 1 
wmpfirKioflCSr Asp puc^, la pfimjcra dclcruunacudn dc inUcncambiQ iigrcga 

Lo« facior^s de escala s« caky]^ s^Lo una vi±z y, par ]o rmsmfi. d se^uodo paso rtquieie 

■* ('t - ] ) divisiqcie^L y - 2J cwnpiuwicmcSr 

Pioctdgfemcs de tmiiera siiiiLLar Ka^toi qiie haya ceitis debajo de la daagdnil pFincipiil 
dc iwta« loa ic??gLgiicf&, nicnas dd /f-£?:Lmci. En t\ caso An«] hay que icaliur 

2 divLbiDHEiS y I ccirdparacicbi. 

En ccasccucncu. cl pivD4jco pafciol cscoIjuId agrcga uu lolftl de 

y 

fl] m^lDdD dc climinscidai gausSiLBJia. EE ticinftn que rcqinmc para cfcclunr uiia compa- 
T^ciffn cs ^roiim»id3inaiif igual ^ qpc requicne para cf-c^aruna syrna/neM^ El Hem- 
po to4al necesano p^a redizaf el procedLmiencQ bi^co de la elii^iinacicJii gaQs^iaiim ea 
mulliplkAmod^s/divisijuriies y (Xp^I^} yumas^slas; per cllo, C^n rl pvDtco pai^lat 
eRcalfldo cl Mcmpo dc c^IcuId que u ncquidre para rcR^atvcr un j^iRlcma VBlones i^rojides 
dc J9 iH> atLTTTcnU ^igniricativiimcnLc. 

P^ra Rub^y^ La imporUiHztB dc seL«cioFiflr una sola vcz fadofcs rscakkrrs^ coniiii- 
dcFoiK^ loa c&k^IcK adlcionalcs que sc rKbp^ii;3if«n en casode nKKllfjcar e] pjoccdimijcii- 



11 



Materiai proteqido q: 



SMeenipla^M par 

En cOfUeoK^k fiiimawia ilo piratK ofn^gBb 0^JtV3) ^pip^^^ 

pivnm nimpMlfi ^ftilJtJm». Ei piv^eo complelD cdi d Jt-d^itot^ fm^o Niti^a todo$ lo^ 
eknicniosi ti^, pan + ip...,rty pinj ■ It 4t , , . , i. fin d£ luiiliz;^- ^ 

DDfnpanu!i^^nL-^. rrl ^iJrgiEn^] n^uJerr hLi)C'ij-r<N -1)^-1 t^Kmpjiudunr t£ y oiif iijce ^hvttmcn- 
Ij;, Alt punjs, cj Ewmpu ^icwIuU. 11^^ 



4c ptvoicQ c«4dfl^ tic wluimifl., pcio no ^ DKCsiUit divislojics. Hn canswi|CJ^:i^^ ^- 



CONJUNfTDDEEJERaClOS 6^ 



9v U» Lo- DljniiiiKbtin j^uiMiuia > k aiiliD^tHm [aiDUNnkntiP Jc Ifc* Jf^jtij^ pom r^:4^i|N<E l^ii i^k 
MlBnUd. ilft^ftriti' I IhwJUm ll fiiiiifrfit • riirirtiUirf 111 ''i'i"Wi M 1 1 ii'i m f ■"■"i f i i UB li. utacidia vul. 

' -B^^^^^^^^^^ '^^^^^^^^^^^ '^^^^^r^^^l^ .^^^^^^^^^^m .^^^P'^jF^ '^^^^^^^^^^^^■^^^ ^^^■-^^^^■■^H p^^^B B 

SoincMa Md gO, I/. Selucitotnl (l^il]^^ 



i43^^^fi^llJlJ + [2.2.V, - 1.44. 

Sclucidii rral (0. L T6ii:5 JO, Q,ai2fi9ZA», -U.D2(»^. -t.Llt3A«lT0y' 

V5i, - Va*2 + J, - VLf^ = I. 

t. l^nudcjerciclc^3lJUIldnlJcllIl]iIlKi^!iv|pamb^ 

I. R^ti d cjecrldD 6 uianda Li eJUniucidA pHHifaiiii nn pmto> ^erclsC- 

1^. Rqtiu el c|rn:irieh ^ vmtkt la cIlininadAii ie^uhJuiii con piwCeo parcisl csKjilndu. 

+ + nil, - 



MR )at < la j.{V»tLi^ rite l4« M^tfAeci ^r^tcMi 4ta. le iajijk^.I^^ iq|MifHi 4 

- imligf nhft xlifeitw nii"ifllinii il tiilvfrtrfi jwMtjfcrf"- ' 

M^tarlal prolegjidp pprde^ 



4^ Ajta^alJtv^ «4i!^^ 



y Mr « ttiinAi liiHii pi Mi jAebUo .wti^jftpilii aa pooo ik(ti|tt^ «KclHla ■ 



-It- 



15 -! il'l-] ]]■ 



'Sl^i000^ Ma J Ska ssihu ttqfiiHftde ji X Mi; cidtondpkiande A f 0»4et^^ + e^li 

9^tdffB 0.4 Si A n nu bhcIi dfe it ^ # vn ndinm ml, eotomi It iniih^^lnrtta piiir 

i - 1, 1 , , , , it y 1^ qiiltt / ■ 1^ 2. . ^ , . (!| Jpi 



4 -1+2 
+ 0 I + i 0 + 6 



1 -I 

2 6 



2 - 



J4| 



$Dn VJ^. En la ^Pin^i (tt inxtji<:e!i y rn k itiuliipLkfiddn por escoTiir [enemDti lasi sig(iien<e» 
pfO|i[«dade» gicnmilc!;, Piclus pmpdBddiiftt son aiinicienl«t tun cluifKU al cwijuflJIff fto 



t. A + 0 = 0 A = A. 



k M + fl> + C - + + Q, 



Stflt^CJilt S»t ScHAmvA nUlriz tie n X. m if tiii B una mitiit. skm X p.Vi prwluttfi nia.fHtlll dfl^A 
muM& de A con ]cu tictdnnuat ofii V i !W ^MJi* HiM die: la t Aiiiw ooIubuu dc senridi. 



IfletliliitfinHpdovus^^ 



l-i ! 51 




tf , '° j 



L-i6 -mJ 



JSlf^(lSfflptt_.fit7 Vna Tfaitrix CUudrwfd [tcnc la mismB cfinlidad dc rcnjrLoiM:^ que dc cij^luiiuiaN. Una nia[nj{ 



A- 



O^aiciia . Unii uMtii ttiiui|tiibw WEwrlDr ilc it x ji ^ i**^ ticaCjpara lode/ « 1^ 2, , , . j b, k» 
y una nxainz iirjflnfiilar Jjifcrbr L n fufie^ pata iixbtjf 9 1, 2, . . . , ri, ^lenuftuiB. 



n 0 o] 

^ 0 [ 0 . 



'^21 '^K 

Lu hiuLti^ idcnckl^id LuniilutL L'dai fJutqiiLtT nuiinz A den y. n,eYi dcair, no imporla 
d <HdcD die iu muLtLplicar Lon 1^ — A — Af^. tin cl cjcmpla 2 vJ mgfi que U prppicdad A& =■ 

nMiTKca, Ea d i%iHi^]lWitAii^An^ 



"l 0 ()1 r^ii ^i: "[3] 



fa ^ = y fl^ = ft Of ' m)^ - 

jMisi^iil^ del iadMO L;kH cUtiS puif ?S p jcdcil trxoLvcrsc (jc modu pnrecido. 
chSlL £fCl' a una stAUiz licm X. p coji cnlrad^ 

• AtlBinnmbUr «3 onk^ Mia tiota «r d lads d£Mdli^''^!%Hi!!iit^^ 
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AungiK- cs fiii:Lt revolver un ^Lsttnu litiea! itt 1^ formfl/lx ^ b jtj cnnocc A~^, dc^ 
d. puHCO de vim itH edlCUli^s nfOc^adCiS, cUj «ai cCiiiicnIe iJetiermiiuu-i4~ ■ ■ fin de ic- 
tcHvtt d sist«tttii. d t^bk] S.) Ptpe a cUo» ^bdo el punto de visia cpnceptiul 
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M^tarlal prqiegiidp ppr dere^hi^ autpr 
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niBlTiT. ruadrndfl A fCT± jimetrica iiiA = A*t 
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Mc«»bi iMr einl^ulciri^^ tlfertif* piv cpmpuutiDrA pu> cfeciusr men ops- 
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evdtlmf A-S I , La iinuld{ifif^|K^ i^^j,!^ 
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M^tdrlal prolegjidp per dere^tii^ autpr 



L-l I -3 1 0 J ^3 0 . 



2 -1 t 
I I -I 

I 1 -3 
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cKLtci^^iE- tbui; UJ1J Uu aiypervi'^DCtide-ica et pdiwr uflc^ife vUlipdCI ^ i^^iprhh? nil 

imcr afki dt wli j {Mecca n pfwonliD it 4n thdiL^jiui- ituair a1 fral dd mnt 

PyjdcjiiQb utili?jjLr uiu nvfllTi^ pflru 4knMWEi.>r 1j Lii?itri:hififlfi4|iK im iffitinitujn ln-r-n^fj "Umx, cd 

li $N9Ud£l4n 1^ AiDi AkbdW 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



'i 
10 



0 



t:ll:P 1 1 U L 0 6 • WtPiAu rfiftrtw ^Jfl r^v^ p&Um^ dJflMief 



miiu 1 purler 4lr Imi cIcmitTil^ -hI ^Jibu de 3 Ari- 1 pvtir >' v.ic^^i^EtUilfter ; 

que 44m tiLmm^« 



















1 


I- 


'n 








■ - - - c 



r I ■ 

■Ail *U r^^-^r.liapj, 

k iCN^ unfniUiicijflutJlkreiilu Jiialficiajt y (AA) ^ - 

•1- 

Ldfr iwliiiniiitii fld^^ dfrli^ite lliiiM: h. ffirwii 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 
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•e (lclcTitd||htiC(UlefKa*y 9k Euucidad dc ImiEaulEiidoi dg- Iw inCcmu deecaBcionoi £i- 

Si A li^q thnEriz db ipr >^ ff, cl ttMIHr Af^- cr c1 EktcnrunanlE 4c la JEuhuialnj; 



L'cnfriil Jl' (1 >: rfp mr ttiiuite cit:i JefinUrU'in, sc icquicrcn Ofnl) myHipNcackmeiJiJiv iriiorica 
y \ jniiL^JiTiiia-i, Jnduno voa vakffCK dc rt ittlMjvMiisiite pe^vefioi, U culidad do cUcuLm 

.. M parccer hay 2q cIcfpiicipneH d«l A, Kgm Cl fengltl^n 0 CCil uitmiih que fiC ^KnjillL 
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h, SiA titnt iM nA^]£ivtin i^uulci u iion cndumnal i|udtti4 ^D^^'n^ ^Ict^^^ (X 
dt • iSl oteaHoxw.Jl t portir di 4 poc mpdto {to la opsjiis^dd -^^ CI^A wkhmw 

r iii ^ esi iaiiLbitn iLn^miuiifSeii ^ n,ai«o^i(tot^ '= {^lAdctft. 



Matar^i prot 



ddreclids dgautor 
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Ea Tacil talcular el ctctcmiinanlc dc una mai:rii. en Formii urtan^hir, dc modo que 

dclcmnniinEc dc la ma[rL£. Inani^uJai. 
EJEMPLO 2 Cdcuie tl tk^^mimnt^ \it la Enairit 
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A ctimCiiiiJEici^il pncscnLiimnK cJ rcHnltodD m^si km|^rtanlc que rcSacinM Ul np S-ingula' 
iidaii, b trlLlTuiliid^n ^uN^-jaiuu loi siMcmiii linralcN y la^ detcrminanlc^. 

Tf ariMT^ ff. JS Las afirmarcfinc^ quE siguc ^qw'^hnlc^ para cualquacr inaErLziA dc n X pt: 

U El sJ^Urin^ A% ^ h tieilE sulucicSn unkii pm cuakjuLcr vcrEDr oglmniUi Pindi- 
mffii^rotKil li. 

MalGr ral protegldo por derefchos de auEor 
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J. Repiu el Cfefcicio I «pl3(;«iiJu d grfudd del ejeniplju i. 
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IS. [)ciniKitn que » du -unful v y s6)d u A y ^on. do sipiubfCiH 
11. l^iq3iicldqfli«Uiirirb iCfta(l*Pri^^ 
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■fplkando b reglu iSr rrjiii«r. 



Material p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 



-J, - I2jj + 5i, = ICt 

^ DclCrTTUIwdlldDXFQdCTTlJQlEi|riKB&^ 



6l5 Fiactorizaddn ^to matrlc« 

T.n cliTnin4»^ g^HMiv^ la principal l^^^rramjenu en la ^lud^n directa de las ilstcmu 
rtf o^fcia^icmes- liwaJesi por sMa, no *jb? sfM^prtiykniM que aparezra en o^ras format. En 
]a prc»AtQ Hcclcia ^^ereitioa que J»pa»s i^ue te ^iguen pLuarewJver lut^t^emde k for- 

faf iiiflTirtrtft>> tntty ittU cuuflajmseQla U fDnm^ ^ triai^kilfir Lrircfimr 

y C/fes Irijngul^ ^perlor. No loijaK nufcidceij pu^n rictoriEarsc Je hikxIOh fh:n>ti^ 

En Itii mciita 4.1 \\f^^ ^ [a eliini-nflciSn fau^'^Lana ^lic;>dji a .^tetema lineal ar- 
bilwio Ax ™ h m^uLff^ CKii"^^) o^raciones aricvn^licis para d^temfilnar x. Si A ha sicto 
facioriud^ en ]ji ronna triamuiai A enUHices podem![X9 enwntraf n m^i f^iLmeulc 

ijr = "h para y. Puesic? triaii^gLil^pto:df l^rmiiwr jr a panir dt esm cm^iOn sfl- 

lu iuct&ii^K!mo« OW) operacioneii, o 1« mismas que en \^ p4irt« de 1a elitniiwH^in 
fiifljusuaH mnesponde a Isi ^jsliluct^ fiKia Ur&i. linm vci que ni]ow;nKHi y» el fuleiai 
li ti i li il(ky'l?M M iKEufsB Rdki OfW^diilii^^ BOODiilnr la BtafciiAdil 

J. E*(e he^ho implkc-i q-uc la cjuitWad de opcraci^?Ficft necm^Bi p?™ n^vcr cl stsccnuL 
^\ = b redwz» C>tifl^^3) & 0{^y En io* shslein» majmri dc 100 par IDO. tss n> 
iuLtuda pwde dbsmitiuir Ifi caruid^ de cADctiIh en loSi de 97%. No debe sorpmidefim 
^ M mJuccionci RudfantH de 1a lb:t(i^^ niMzldd ysi^m'^iixiMg^ n cundb 
a[ numero de ^.^f^eraL^LOMa;: p^y^ dcc^ntiinv las matrices espedfbtas i. y (/ ^ Dece^iL^ 
0(;v^/3ji operuciooesi. IVfo un^ ^]ipc ^ di^-m^inj la fat^CiyriaCKiOe^f^t^^ 
(iomii iin^lilk^ cuu^ 

A 13n de ouoinir cuOa nubloct ttesea una fiictorinctfin W y imignr tAma ift 
deleirnintt fsta, sup<Jndrwm>s priiWL^ que la tlimirticai^ji gau^^hna ptiedc cff ^n^^^^w; er el 
sisUemu Ax v b inu^wibio de rcdgLofu^s. Cuando ^mpbe^jmo^ la not^dii de ]« sec- 
ciidu iJiieniore;^Mile a Eenet e9ementwpiv«e no cero^^^ para loda i ^ 1, 2^...ip fl. 

]S^;fj^UiirfiM^ enel ptMeiil jiff li ellmteHMo iciifiiaK cnibte m imMzir. pan lo^ 



f.5 fiitmt^iddn dt tftiffkiiii 



^ primer^ e^>1u[niui ^iiu!idd» debaji^ de In diagonal tan o&ro. 

PoAamoi vat dcbd^ {ulra j^uaco de vima el liiiicma de DperAdnncs ta ibJi). Eaw In lo- 
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Ion cmiLlipflieiidcHiii^ ' '" ■ '1. 
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k*4 



m. quenemut; dttentiindr la nutri? (Han^]^ inFcrinr L (Unitterti debeniM recoidar Ja 



C^)(W¥ (E, + E^) -t (F^l pan !n<Sif jf*_f 



4- 

t : 



4 

i'. 



V ■ ^ I-' 
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dc irnL'ji'il^l'^^ cntnnciC^ fiiukmcu fac[n<ri/iu- b nuitru A m.d' pfPlj^KM. dc. M 
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A] 4-mpltsir b KtMimdiddi tiiii:iii uLrdu^ €bb;ni:iPM>ti jc^ * 2, jr^ ^ 0. ^1. " 3-^. ■ 

Ld r4ijCidri^jE:idffi ullli^.idt «ii eE ejcTfifhlo I iwLbc!; el fuucnhi^ de m^i^Mio Dooiifti^ y 
retJUiCre t|u( ha^^ luids en. ^^i diagund dc L. que da rofm ncMjifciHl^.^ hQ\t^tr^l^^ 
criw ori niiip^rtrtiij fi. 17, En liA Bcci^irtin (i.ft vcFcmcw c] m^t^f Ovul, Jat(ori^4iLi^fi que 
retiuiere que elemcnlrts di^ftofuil^jt t!h U scan tincK y el md^mh^ tfc OjfjJf+^.vjG;/, ijue re- 
qu.i<i¥ que = para (od* I- 

Hn el algciriuiiL) (y.i ^ ificTuyc un imwdiniicivtii- general eon que tc factortran maErl- 
te^ y w conih'knefii en un prpduclo de iiveiriecis iri^n^ul^s. Aunque ^ t^nnUruyen iwi ma- 
liiceH nuevan y podenwi recmplu^^r clfrmenlas enrcfipanctlcntcf de A qui.' j/.l no 
neM*ltemos con wlonc* g^M^^; wIl^. 

Gl atgcirilmo 6.4 permile esixcjfic^ la il ifigontil /. <v i.tc 

F;^ rneinri?4ir In m^idx ^ <le ^ x (i^^> en eE ptoducEa Oe la macni: Uiangplar inrericr 
i = [ij y cci la niatri;^ UiangPlar ^iupcrior U = (tf^^); & dectr. /I = jH/, clonde la diagctial 
principii] de /. o E/ cnnsta de yno*: 

EhftflADA la ctLmcnJiL^in h; Ios ckmenio^ I !S y s « de A, Is diasonal = ■■■ = 
1^ ^ I de L 0 lu difigonal w^, ■ * 1 de tJ. 

SAUDA lus elcFMivui* 1^ I £ J i ^ n dc j ]m clecpemusi ^ J ^ rt^ I s 

= 0 tni!LtnL~« SALLDA [M'LictijrUii^idat imptHiblc'); 
PAkAR. 

rtjj^ ^ f^rii^ =• 2 PT tumr ™ iprimrr T^fT^!tk% d£ U\ 

jf^l ^ i|j|.}u|p^ i^ripivpu ccjJj^jcncr L%. 

M atet"[£il protocficJo por derechos cte autor 
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Si " D cntofues SAL] DA ("fjiciori/^cidn impssiJblcMiL 



PARAR. 



1 



ftisc 7 SAUDA (/yP^riay - 1,,.., /c i = I...., a); 



PARAR. 



Una vcz u:f minada la fjtcifirij^ci^n iruvtricialp la soIijch^ etc ph si^mu hn^ dc I? for- 
mil ^< -= LUx = b [ibritnf prink-nj LucaciulQ qu^ y = ^ y '^fF dctcnnlTiancIa y cn 
Lj C-DfTu L IriiLnguLiir Mipi^riuf, IfiK^mCKi 



Hi 



Una vex que at (knc re^lvemnK ^h»«icifm triAHi^ul^ = y |wa x por medio dc la 
^u«tltucM^it hacia fitrds liJiAn^-lf!! Ian ecyaciones 



^limiiuKiiSn ];^uh^i4iiML kin rc^li^^ iplcnfainbiDdL de rcnjj^li^nfs. Fn b prictLco, c^4:&f^N>rL^ 
TMiAn b^Jn csi ml ciiMcUi i>i> requjcrcn inccrcarnhki* dc rcnglLidics para ccintinlar cl crmr 
de rcdofuk^quc le^ulia de UKar la arktmdiica dc dFjiiios fInhoH. P^r fortuns^ a ckic lipo pcr- 
Ijsneccn muchoH dc hn siHicims que cnconliarMi tl spUcAf mdiodoi^ de Afinoxiiiiaci^n;. 
penes inlere'iancc ^teAalitr l^s nn>idificach;4fK:$ ]^^^ dvhiiii ho^tr^ic cu^fidc^ ^c requicrv'n in- 
icmmAic^ dc rcns.l^^nc^. Ci>iv^n7ar^inoK la cxjXMiirioii d^M:rit>i€abdcii biia i^la;^ macdofs 
E|uc sjfvcp puja reaincglflr, a -pcrmum^ IfB renjIcmcM de una nmm, 

Una iDutriz de pcrmuLacida P. dc la >^ n, kc cif^ticnc al rc^rrVGl-ar lu^ rcn(>|jqfie^ dt Ca 
nuL!ji^ hd[=iilidad. tl^tn prince una mjori? qiije- conlicnc ci^L-'tamccilc un clt^incnliD di^tinlt^ 
dtewfutn 4;sJji ncn^pJdQ y cn cjida coluifina. LcsielcfwnCLi* qiw iw simcwa iiid^a unoH- 

M a r I ai pt u Eug lOD po( a w r has au tor 



C^?1TUL& 6 « MitoCos itmtps poio motimr sisitota iM6l^ 



EJEMf>U>2 UiMfil: 
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*12 ^li 



2 ? 11'^' 



'It 



^1 "ft 



Dc mancra id^o)!;!!, al imilujiliicarjl ikL ImSa dencha fdt f linejiicuiibUu Lm- ^uliiaiiukv 
iCgunda y lenHH die A.; 1 

La malriuta Jc peTinulaci<$n lienm Am piDpaEduJey lit: ^nin ucilidad tjac sc ictucJonnii 
con U eliinlnacidn ^aus&Ufia. LA|tfi(ti£4 dc t^if ^ t^phm el ^jein{ib«Biui£ii^ c¥ia- 



I I e 



^ fluid iJcUtDtiiticUiiCL^VlitiiM que, p^jCL^Jquitf ttUlriiCHOliltJUtAr^jMdeinilsrti- 
hnlvf r rl sjstcniD linenl A% " b mtdi.inl^ J^^ eEicti ijiii^ i^ici c;au:t^i ujid^ bin exicluLr Ja pusibiL- 
dad kic TCftliiW knlcn^onibuiii dc reiDgluiica. Si Donuci^rvtHit lusf iqleivtiiinbduii que k i^- 
quiemi psirt mOlver el pmblemt incdiiuiit !■ piliniiivcidii ^uijiu, podrbnnt Mi^gbir 
fan K«*da4Mr«jrij|t«tdjH «A OAordn q» gnnUce i|VB m sa ieqid«(vt imrvciunfakH St 

PCnglAii. Pot bintn, hay uu r7[UTe|;!n de Im ftiuc^cmcH rn cl sistema ipic peimivc cfanuar 
[i clLminsciAa siauKuuift inleminib(io4 de ni^aiMi, bLlo lifiiiiicu q^uc, cn uiu maiiiz 



6.S fyavitwin it mtam 



d«H3e L cs Iriangular infcriw y (/ cs tHsngiPlir sopaior Dadn que ' = i*, lencmos la 
itcsiontiiaAtk 

La mslriz Vv&ncs tnwngv^xr svpcrinr, »in cmNj^go. U matH?, P'f. cs triajif ul» inferior 



EIEMPU3 3 Pucsld que = Ol, la malrit 



A = 



0 1 -! 

1 i -I 
-1 -J I 

] 2 0 



1 
2 
Q 
2 



DO dene luu facrarizacidn UT. Ptro si UEilizamos tl incercanibiu dc nfnflancs )£,) -t-y (£,1. 
scgnWo dc CCj + £^i> y dc - Ej> -* oMcncEreiiKH 

I 1 -I 2 
0 1-11 
0 0 0 2 
0 J i Q 



1 1 -t 

0 1 -r 

0 0 2 

0 0 0 



Lb malrif dc pcfmutaridn asociada aL intcirani^o dt nngloi^v |} (f^) SCguida del 



P = 



0 10 0 

1 D 0 0 
0 0 Q 1 

LO 0 I OJ 



La cUniinacidn gau^iaiu mFAx puede ralizar sia mterciinbdo de rcngloncs para obEt^ 



1 0 

0 1 

1 I 
-1 0 



0 
1 
0 



0" 






1 


-1 


3' 








0 




0 


J 


"1 


1 








0 




0 


0 


2 


-1 






1 




0 


Q 


0 


2 








0 


1 


0 


0' 




"1 


1 


-1 


2' 


1 


0 


0 


0 




0 


1 


-1 


1 


-3 


0 


D 


1 




0 0 


2 


-I 


i 




1 


1 


0 




0 0 


0 


2 




M : "LUdecopp ( P» 'C3f r L- 'IT > ; 

Ir^^V^ li mdtriz dbqgulu •iupc^iof V ccmiio el valor de Ta ltti)^.ich^:^:i^^ 



v. 



L R«Mi«l^^ Ills !(i|!v;«til«>« !(i>«1«m9A Unraki: 




% CHitldei^ Itt tipncune unvirict*. E[KtH«n li atitite ik ptnaArtKMH till <|uc t'A » puotbi 





] 2 

1 -I 

-1 3 

2 a 



.J^f eop ifi^ \ |HXB bda i» 
1 -1 E 



2 0 0 a 

2 -J I I 



4^ 



J.TCM 



]. 



-4^1 !6^W>^ 0 J. 1973 

- ijmqOl 14111 a 



4. McKG|k]iM; ^ jl^drjlmo <fe fiicfairlzacjdn U/dc DiuiBrA qix hcvb pan rescJvcr im sitlcm j I i[i£ jI ; 



39T 



r 



A 2_ I7»jt, + 4.Q23 1 " 2 1 73irj + 5. IWTr^ = 17. lOZ, 



^Dmr^ + TJOOKk-, 



2 1 



0 

] I 
0 -I 



b, A 



1-2 } a 

3 14 1 

1-2 1-2 



1 2 ~l 

1 2 3 

2 -I 4 



1-2 3 0 
1-231 

1 -2 2 -2 

2 13-1 



rior coHi linod «i Li diafon^i y Uc^ und nuUij triin^lir fcru^ricv. , 

iirt P= drt = 

e. n&r to i* = sJrt del L del = < - ly dcsi y (m cwwd rprMio ite 4^pci£w*« -wwi que. 





3 1 


4 


-1 




1 


2 -1 


3 


4 


0 


D 


k 1 


-1 


3 


-1 




3 -J 


2 


0 


s 


1 


1 1 


3 


0 


2 


-i 


-1 2 


-1 


2 


0 



ptra Coda r, se icquiffva - l^Jl^ipli^^ciclllcs/divi^i1™'^ > ' ra- - ^/t sunuasirr^UH^ 




Material protegido^ 




1^ DwniftivquflpffinM 

Ia el inaLrwidn ^^nL^Kidiiii ili. 1 . 



&6 Ttpos espedales de matrices 



#8 



7 2 



1. 4 0 

L-fl 4 lJ 



4^|-]|y|^6[ > tfrj + |S1iUiDiiit2itnliEka]>iwiiei^^ 

mirJinbe y* por^^fO^npro. cm cl ctnccr nengl^ ct vatof sbsotuln del clcmcnln iHsjioiipl 

EE !iigiiH^n(iJ (c?im^md m utiliin^ 01 la i^eocjOo ?.4 a fin de tHfUFamois tte qi*t \i>H hisbt^ 

detth^ Ruliziir la eLiminiwida gwiitLiuta de i:ualqutBr liiuiemB livol de k loniiB Al " i> JJSr 

pcmostffldtfiff PHmeni ipLican»& ]» prueba p« coolKkdiccidfl para demoirfrar que A esi 
McjdLqg)^ Ccmi d tt ftmo t d liBteini Hned deiciito par Ai * 0 )' iupaij[amo« ^ at^ 

Material prc^f(^#rifer^^ alitor 



1^ 



Bafti dtfaLcLUlldad rmtr aH Inij l^ ■ ifa«% «tini dbuPQul ■tidilto AKijU ji Bfl CQRBfidDBUXL ll. &llfa 

|h iwtinplaridAd ^A, 

ItitflOnC^ pfOOv n I PUB CMS ■«■• W lH flapCf^OT A\^L +vif sflT'^tpiB'lW^^^ 
iut {UfWW <y 4ue w dcuribca eil k dcmida €uj) lieibc: tJumjiuA diit^Mdl Obi^ 

P&ra tod* " i 3p,, r. f(i+ 



Material proupdo par derechos auior 



m 



Por Isnlu. c\ Oaoiihto ^^EiicLO e^l^lett Lf>& i^ni^cEije^ ? n.Y ixMC^^i 

IR^l^fC:^ AiJ'O {Jdb miUri ^ A defiDMAjwdltlyi si u. iiip^lzkmy.tji O^um loda vctior rajunrnfi 

Nf^ sf^S l/fls iulorei c^Jgc-n ^tmctrfa en un^ in^lriz fsfiida posittva. Porejejiapk-i. Oc^- 
lub y Vifcn Lj'j^i;> [GV|, ciiyo lihrj> i^SiNia^' cn mtTiKk>^ ^nll!^i^iJLl^^. r4.^|Mi4?teFi s^Jf* ^uc 
X^AX > Opan 4;ad;i £ 4* Ol Laj. LiuCriL^&i ^juc ILun^'M^ defiiiidii^ [Miutiiii]& recribeii el oom- 
bi? ^ defiiudu pmldyas niaSiriw w (OV], ttir ^iiiHim f«e^^ ^ difimnd^i 46 
'ItqiQeaclAiuA £Udnd£h utilise imlari^t cle orr^ fn^-ncc^. 

Si qu^nrirws muy proclmsp Ui dcfiotL^An ft.2fl cfcbcria c^pcciticjir Liise En nv^m/. 4c 
I X 1 j^n£i^da.^Dfi Lel ui^ vulEirpoulivfiKq hj iliucaei'tiTimiUh ljue 



^13 



EJEMPL02 UiiiAEFJi 



I n M 



r 2 -I 0] 



Mateiial pi aiegido por tioi achos cle autor 



A1 tmiwlar !<k ti^rminvs obleflemoa 



1 



:.| + (*,-ij)i + (t,-X3)'+^>Gi, 
2L iilcnuK que .T^ = JT^ = JT^ &- V 

1^ dctcnniiuu^i: ima inLiLnjr.iC^ dcHnida pcrtiiliv^ Pix rumiilA CooitamdSGda mCcdij&i^ue iOA 
mi%. les dc vcnf^cr^ y qu« s« tcan c1 CELpiitxilD 9 pan i^ntE^^ kt^ miicm^bfD& dc 
^tn L'lisc Ian impLVtan'e dc mBLncfs. El sigutcolc rcsultadd Coolirnc alfucus t<M!- 

r»rpjTPa C.Zl Si ^ rh una uuisil deriAidi. povLiiiva jt x jv, cAiofHH 
II. ^ Of p^iT^ cadi 1 = 1 . 3^ . . . ^ 

d. ta^j^J? < di^^ para / ^ a 

9. Sj I solkfiarL! Ax = fi^ rnlDDCfs I'ili - ft. Eslo tDDtiTidiEc Lupodjci^n d^ A 
is, « dcfinida ptni 1 ivs. En cmiscc wacEs^ = 0 licne ^dlo U snJucirin ccra y j4 ci 

rtij ^inEUlaf. 

Ik Para uiia f cuslquicra. dcfinamw n = Ujl porj; = I j por = 0:si/ * t I>ado 
que I # 

c Jt 1^ J, ddkdiAOis: 31 (r^) poc medio 



Puc^o que X ^ 



I- 



7* «ti^Jt^?l 



M^^ya, lift-/. 



"12 
I 



it 
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A = 



2-10 
-I -2 -I 
0-1 2 



] 



4 - 1 = 3 > », 



U 1] 



Cmtorio 6.26 



El comedo d« Maple 
>dB£ ini (A. pOsi civ^_dsf |i ; 

dcvi^lvc UJ1 wnifid^JTP o/fl/j^ comn indic^i^ dc que ^ sea dcfini^ jxKrtiva 0 no, Pam 

El sEguiCQlc ic^ullailD amplia cL voci^m (slJ d^l tmrCnu, 6.21 y cufm^pOD<lr A Ids rcnJl' 
Uukifr csErktamcnlc diifnin^Ecs en sailidQdiiii£,ofi4] que » mclu^cn cnel lciQrcfna4.19. No 

y re^LJliul{]£ S£ ncc-csil^ niiigiinz oCra apUc^id^. El dcBairoIlD y la dejnosLiB- 

cida vimcfL fn [Wc. p. 120 ss J. 

La matrix simMra A cs ftcfiiuda pQsi[i>^^ si y s6lo si La rliirujariilii gausHiaiu lin intn- 
camlblDrs dc m]{>]ones pucdr cfccCuarBC en d sLsEcma liiH-^ Ax = b con [Ddas Ids dcxnicn- 
IDS pgvDle poEitivof r A^km^s. m c^le c^m c4lapJo« son cstalble^ respccto al crcaimicn- 
In Ira ^rrticB At itdondcdL ■ 

En kH sifibeoEes &xo]mo^ s£ inclu^'eE] algu50s bedios mtef»aji[es^e dcscruben 
il c^doulnjir h deiDCblraniEiD dtL mfcma 6.24, 

La mauiz A cs defiiuda po&Lli^'d t\ y ^0 si A paiede furu>nzar^s en la fofina LDZ/, donde 
C5 una nrnCriz Enan^lar uircHcir can uncH cn ^ dizL^onat y D luia Tozlriz dia^dn&t toa 
elementos posiU^w a lafgo de la JiA^onaL ■ 

La mairit A ^ definida p(j^iiiva ^^i y s^lo A puede faL-iotiiar^e ^ la rc»rmalZ,^doAik L 
££ una maUliz IriaDguhir inf^nuf con rtrm?nL4JS dis^[[Hi crn> cn liu diagonal. ■ 



I 



Matorial uroteaido par 



hr 
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CAPlTUtO i • M^0do$ rfiwftif p^fl m&t^if Kttmi iititcki 




Cafdinrin 6.27 



26 Kc prciicnb] una DQlaci^ enire e1L^. 

E;| jil^ii^rjlino 65 en el at^unihiio 6.4 Je fuciurLuLciAn If/ y drircr la factori/jt- 

cbdn LOI^ ifine de^ciibii^s i=d el L-Druliino 6.21 
...... . . . . . . 

F^Ctdrfuddit UH} 

J^a 3a ni^tri^ ilcCinida po^JiJva .4 dc n x ft, en la l!iLi^nn£L LDLK dund^ I c-k luu 

maiirii. Iriangular inferior con ucior a h> lar^c^ de b d:isi^ml y Elodde J> jtsi nuurix dia- 
icifiihl con tkment^ pmltl^vHi en Iw diaganal: 

£HfRA[>A la dimtn^vi^n k eLemeniodi iwa I ^ d. y ft dc A 

SALLOA luii ckmcDiQi 1"^. paitk I < i ^ t £ f £ a (k i y 1^,, para l^i^n^Dr 

ftiii* J Pa^ft J = I J? hftga ixiR [mm 2-4. 

^ Piiniy = i i - I. tijfw ij = ii^j. 

SALIDA (JJ para j - . . , rt>; 

PARAR. It; 

E] corx^lBria 6.25 Time un e<^|Uivali:nie l-ushuIq A Niin^ca. perti »c!DesmafnEiiic 

Sra 4 una mElri^ yini^lrira dc n X n< a la cuol pucctc aplicarsc In f limJnMriAEi ^ausKiani sin 
En!lc^r4:4Lnib]UH rcii^luii[!:si. Entunt^e^M put^c furlciriuirie 4!-n LD1^ dtsnde /.-tv una m^itdz 
EruuiguLijj~ inftfrLor 4.1111 ud£^k e|3 [ju diaf^niil y (kmdis D uiul nuiui^ di^jgupi^ LUf) 41'^'. . r--, 
dj^^*" rri Nil dia^OFid, M 



El uL^udlJiK) 6.5 p\i^t mjLPdafic^ TifilmfnL-t: pum f^'Euri^Ar lis iruilivc^ ^Lmftricas 
TncntoH diagiinaIcK M^n dbKlinlm dc C?tp. £I al£.4inLrno ^-A dc Ch^^leskl pmduciT I4 focijari^ 




JUBarttom de Oioleilcl 

gfciLur iiifi:ri4XT 

EHTRADA J±i dirden^khi |ai elemt^ioei ^r^ pxun I ^ j^i ^ ft di: ^. 

SAUDA ]os tkmenicK para t s ^ s f y psrn I ^ ^ ^ ft de L (Lfjjr rtrmrfrioii iie U * 

^ ' M at et'iai protogid o por d a r ec hos clD a u tor 



6.fi Tipos isfitdalts tie matnas 



Paw J Tomc^,, = Vcr^, 

Pleifl i faia} = 7 Ji. tome 

PasQ 3 Para i — tt. - I h^a Im paFo^ 4 y 5. 
Foso 4 Tom* - (s^^ - . 

.Tome - {ojf - 2i;i Ijt 
PAKAR. 



M4ipl« tdlc^uk ia r4ieii3ri2dci4ft Ctiu']«!ild ti« COD isl erunciadoi 
ncSmleaky (A) ^ 
EJEMP104 Unuilrit 




1-4-1 . ] 

L 1 3.5 J 



A = LDL^= I -CI.2S L 0 11 0 4 0 11 n 1 0.?5 



r I 0 o"|r4 0 olfi ™o.2s n 

= -CI.2S L 0 0 4 0 n 1 0. 
[ 0.25 0.75 I JLO I JLo U 1 



v4 =LL^ = 



[20 0T2 -0-5 0.5 1 
-0.5 1 0 0 2 1.5 ■ 
0.5 13 lJ[o 0 I J 



La faetcrLziiciAii LDV qut sc Lfc^^ribc cq cl jilgnricmG requicrc n^f6 + ja^ - 7nf6 
multiplkai[:iHt{?5/diY]:iLiific& y f\^fb — n/b HLunaH/irstas. Lb rajclDriEariAn W dc ima rrLalhz 
ttcftnitla pmitiy^ dc Cticilcnki rrquLirnc apcim + ii^/2- 2n/3 miillipJiiZBckifics/diTririti- 
iyc\ V j^Vb - F^LmiiL'^iT&La5. Nci Gb^tujitE. b vciitjija. cnnni^ulacirmaC dc la faclnii/Jicidfl 
dc- CholcKk] cs cn^iLTkKJi, (xirquc tiay i^iic cxlracr ;i mtDcs ^ uajctrada.s. F^m la cantidad dc 
□^rBj^irmcFi ncccKiri^ para caJcdinla -cs im laclur lineal dc Ft y ui kmpoftaocia di^minui- 
rii n] aiimL-nlarJI. 

EJ idjfQficmo 6.5 oirKC im ntidlodc cnlaMc para. fBctorizjir und matrix definida (ta^ili- 
Vs. cil la forma A = LDL^ pcm hay que iriGKlLfacortc pfxm rENoLvcr el niMciTUL ticiical = 
b. Si L[urrcmi:is liuccri?N[Eii suprimjiniK Ir pccipc^ici&n PARAR cn el paH^f 5 dc] algoritmo 
y ngrcgium^ Jos sjguicnles- po^os pflm rr^iC^I vcr cl sJ^Lcma DlBfi^idjir infcrLor Lj = b: 

Material protegicb por derechos d& autor 



406 CA^tTllLO A * Mtt/)dofdtPtetotptii9nsoi)>v^ttmttii>a^^ 

Amtf Hsmt J, - 6,. 



flaw 7 IWa i 2^., , . rt Ediw ■ *li I^lj ^y^j^ 

En In luliliL kehig^.lM ofniieto^toi edUfp^^wllnL DC^^KV^.fnw lusiyicr ct •ifr' 
Iijic4il. 





MliSI IjrilCillTlllfltfX/JllHSMJll^A 


^111 ii.H 


6 


0 


^^ 


7 






*■ 




Q 


9 




0 


10 




jifn - 1 









Pus / - 2 A unoe y^ - (ft, - JEj^l V^J/'j*- 

Foso Si Pa« i ' a - J..,,. J tome ^ - JJ^+i J^J/Ji^ji 
KAJlAlt 

fjbt pEkHm ]t-l2 nquienn + n inulUpliniejDaKiiAfiviHOnAi y - fj xunui^vsiu 

M illtlma crate da RWlrkn ccn*Mcriui»fli se dciHiirunM mstrUvn ite haada. Hn ac- 
ncraiidad Jasi 4ipttcidffliifli «aita« mauicu too citiricuiiienlle dQiniiibnie& « icnlido did- 

ffilP^tcf!^ J^^$ mi\uiT. <ien a dt mrihe fl nc^mbre mtlHj dt bonda » «!ii^ieii l(» entencK ^ y ^ con. 



A = 



7 2 0 
3 J -I 

Q -5 -6 



es uni iTy:1ii£^ tt^nOq con p = q= ly coo ancho dc tanda 2 + 2-1=3- 

de-fifttckSfi de k mainz de banda hAce que inatrkes coftcenftnen todos 5u-s dc^ 
mcnCo^ dlsCilVtffi dc ccn? alratcdca" dc la diasona] . Bos qaJ»& cRpccLal« dc mBlric^ dc haEr 
lia que dcunnen a mrftutto ra bi priiCtiCa liencn ^^2yp=qi"4. 

I.JH malriBn dc ancho dc banda 3, qoc sc pfCBcntan ciianio/i = f = 2^ sc let ILama 
tridltgackBlBs pDff traer forma 

H flu : 



^0 '^n^-l 



En cl capflulo 1 1 ^ examinsni tnacrl^:^^ UY^jiagooalcs jJ inatar del e%iudk> de dprt> 
JtirryicaaDcs Eimc^^ traf ntrnlahudi a prcjblenuLB dc vidc^r dc rrDnLcra. L'ulizamnos el co- 
p = f = 4 cn ta soJuctAn dc cm^ paot^lc-nias cuando las fujiciDitci. dc aproxlrmaciAQ 
adoptan la forma de if az^ones cub>L€oi. 

Lds algOrLln^ dc faLtofizacLun pucdcd simplificaf^ ConsidfrabJenvFilc rn cl dc 
las nutricH ^ porque una ^ran c;inHdad de oenos apwcini cltas en patmnes re- 
gulates. £s muy iDlefesanie seAalaf la fomna que en evie cw^sunie et rrbfcQidci de Ctoui o 
el de Doolinle. 

Para ilbLEtrar lo ;&JiI!^(x^ sypon^asc (Juc pod^ra factorizar una matriz iridjagonal ^ 
en 14A maihoe$ troaii£iil^£ L y t/. Puetco que A IkM Bidia (3ft 2] « lemeji[o« di!^E[>!; de 
habfj afienas (3ji - 2) ODndki^nc^ aj>]ic^bk^ de Eermm^ tos rIcrnoiCm dc L V 
{/. ELBluralmcolc a condjcidn dc que tambicn sc oblcR^afi los cIcmcntDS ccro dc ^4. ^upon- 
gase que podemos enronlrar 1^ irmric^^ s cm la f«ina 



L = 



A, ft;;---. 



■0 i^-i U 



t Hi:- Or p 

- "D 
■■ ■■ 

]' ■ - ' .^^ij. 
0 0 '1 



Hay - 1) cicmeirtw indcCi:rmirv3do:s dc L y (ji - I) cjcmcnlos judc^cnnLn^dwdf que 
nimBn el niiFnei^ ictsJ de conditioner On - 2). Lo* ekmenfos ceio dc ^ se {sMenen au- 

La muttiplicaEiii&D que inclu^'c A = L£/ nos da. adciri^ dc Ira cIcmcnEo^ ocra. 



^11 "'ii: 

■ t-i"j-v f*" **** f • 2, 3 a: 



4DB & *' M^ixxio^ d^T^dos, p^rQ r^^m ^ist^rfw JiVi^^^J 



Vi.^+i- pflriC4Kta 1. 2.. p., n-l. (6.14) 

l&ner el [it1!ilicid Fuer^ tic Jji diB^nonnl jJc lucgo Lu^ ccuocijcineis^ (6.1.^)- y i6. 14j paru utc^ 
fi^r 4li«miUivinH:ji[t til rcsio de bos elen^nio^ de (/ y de L E^4m pueckn ^Lijird^iv cn kq 
eltmcnios -tarreipandjcnLti dc Ai 

m^icMJii^ qk>c tnmaiL cn cuenifi l3 (ildi^gmjilided dc la iralriKp 

ii " » .■ +. ■ 




que « su|H>fW t1 w Mn« ifilucidn iSniciLi 

ENTR ADA la d\ mcnsifln los cIcmer^Ecu de A , 

SAUDA la S4>LuC;idfl j^^ ^ . . , jt^h 

" ^BJ- I - 1 ^' 

flof 0 4 Tome • i,. 

floi& 5 i = n - 1 1 lomc ■ - fjj+iJfj+i. 

Auo f SaLIDA (x^, ,..^xji 
PAAAR. 



6^ Twos etpeooks ife mpfr^cs 



diyi moiiiz, aLunaslada its 



2 


-I 


0 


0 


-1 


2 


-1 


0 


0 


-I 




-1 


0 


0 


-I 


2 



2 


-I 


0 


0 




2 


D 


0 


0 


J 


2 


-1 


0 




-1 


1 
z 


0 


0 


0 


-t 


1 


-1 




0 


-1 


i 

} 


0 


0 


0 


-1 


2 




. D 


0 


-1 


s 

4 



0 

.0 



"i 

] 

0 
0 



0 

1 

I 

0 



0 

I 
1 



LC/, 



El ileoritmo dc facforizandn de Cmul puak aplicanc sicmpnc que ^j, ^ 0 pam loda 
r = 1, 2, ... , JT. Dos mndicioncs, que jgaranlizan li VEraddait dr Hto, <xm que ]a malii? dc 
cwEicicmcs del sistcrmi sta dcflni4« pmitiva o qw scft cstrictamcnle dcminanle en scivlt- 
dodi^goiul. Una ccfldicbAn indicional con que paaa^xt. lidpliCBbiliiclad tk cisie algudi- 
mo sc da CD cl si^nicnCc IraiTma, cuya dcmcHlracidn ec inrbji^ 01 cl cjcniinio 2Z, 

SupDDg&nus que j4 ■ (d^l ts iridiagonal con a^^.^ / pan lodi f « 2, 3 a - 1. 

Si |fl„| > loij. IflJ & |n.,_,| + pam CBda i = 2. i n - 1 y > J, hi- 

tevxi 4 » no ^npilar y Iq« lalnrcs dc l„ dc$cn]Q» cei el ^Egonlrno de factofiz«cidn de 
CnxA son diftmlosdeccrc jura cad« ( = 1,2,,.,, K. ■ 



CONJUNTO DE EJEftdCtOS 6j6 



1. Datrmifle cuiks dt H|viern«s ffwrrioe son (ij stRnecnnt, (U) un^Un^, (Hi) euiiaJiatiA- 
ledugmi] donuDBiilt, fiv) dduiidas pcnLthii. 



1 3 



2 1 0 

I 0 * 



"2 1 
1 -JJ 

3 I 0 
I 1 4 




4 2 « 

3 0 7 

I 

4 0 0 0 

6 7 0 0 

f it 1 P 



2 -[ 0 
- I >4 5 



2 3 t 2 
-2 * -i 5 



1-6 0 



.4 ::i: ft- 
-1 -1 3 2 



1^4- 



I ] 
i 0" ji 



6 2 I -r 

2 4 10 



■3^ Use d «l(iTiim^ dt Chdctkl ^ ob4cn|i. um de Ik fbrnu A - LL^ para la£ niaCit^ 



mi 




Material protegfttepor ctertahos de auEor 



«^ + 0Arj+iDl4«^ -0.77. 



f-r £es In mulrit Iddji^iul Je ]D X Id datli pur = 2. fr^^, =^ ~ ~l, |Mim Cudt f * 



'.'li 



4. i4 



■1 
2 

n 

1 



2 
2 



0 L 

2 -J 

^ 6 

A 12 J 



(LA* 



3 -« 

H( I* 

S -1 
4 



9 



-10 



'-4 

S 

-10 
14 
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J -I 
£ t 
1 4 



H«4 deJiitPiJapiHdllva. 



3 -I 



4 a I 1 



J 1 ^3 
1.1 I U 



^ ~ J (Icfuiitltt poHlin? 

I*^ Sep 



A - 



I 

I 
I 



1 



ti^ :ilSi$«itpi ^Ayfi ^Mimm, ^ 4ert£ 

»L Dsmw^lre 4|LK pi^l^ rf^'1ui4m li ellmLrwic^n jiiJvJuii en A sin IrlErcRfnhi^iq eIc nrnf JorxH, 
mm iak nAatj/Mt Jtitalnut ^ ^ + I >-6ijn]iL y bufixuididoiedte eniK im req)f ttm JI^dO y (It 



A' 



P!*?*. 



6.7 JQKwIff dir jnAodAry<l^jQjftir0V 
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pq - 1 J ^« Ji^j > « pifBVJHJ^* r - L LliJLV^ del ^ - ckl ■ ikl ^ U.] 

poedc cxffT&ir^ oi fonn^ di: la mauk iimfdrwA 

[l-W 1« 111' 
IJI 1-72 * 
2.13 1J2 165 

ddndt ff^ dcnMi It ton^lud pr^mc-dho ^ olis ana ciii o^nidi il ^pwar iin ctucIid dc 
tipg I can boa bmabfi dc iipo /. 

h. lE& Im miAnz ddinida positive? Df scr asF. dctmifsmc-lQ; cs ca:^ contraru, nnbt^n^a un ^-ec^ 

2tL Sapon^ que li mslriz ddnnida poEiUvj A tinic li iBctofizaebAn dt CtwflcsiJ A -l2/y iimAM^ n 
ii fKlofiud^ A = L^L'. dofidr D cs li cnaJjii diof we] cviti ckmenlos pDiltK^ diB^onaLle^ 
rf^j, ilj^, - - . ^ Se* h fl^iiif dii^ cmsj wfi ckmoiu^ Ji jigimjj^ VJ, Vrf^^. . . . , V^- 
B. Dcfntjcstrt que D = £3i^£3i^„ h. Dccmmtre i^DC /. = LD^^. 



6u7 ReseAa <te m^todos y de software 

como Ai ^ b. Eslas t&iiic^as ufiilizan urva scn« fantta die i^raciones ^im^iicA^i de-^ 

ITMK que el tislmu lir^l - b cicrK yru ^lucit^ udita y s^lo ^xavCc ^ ' lu cruaJ 
equiVAlc A d£E ^ ^ 0- Le u]luci6n del lu^t^a Iiik^] C¥ cl v-PCM~ X = ^~^b. 

BJ^piliCflivKH lfi« |£ciucA-'% d£ piv(¥tm pan reducir ^ mfiilma cfc^toAi dfl orgr 4f r^^ 
ddfKleo, que pii^im dominaf k soluciAn tmmJo $e eittj^kan rrtfloilos dingles. Dc^^bi- 
mos rl pi>vEE!o porrLdl, cL pivvleo pairial esca^aiki' y c1 piviuCco [oliJ. KccorncndarrKin Ids 
<los primeros prowlimimEiTS para resoJvw Ii gcnerstlidad de Ins jwhicmai. poes *mho* 
disminayoa ki&crcclm del cmn dtr rrdendrQ sin aiLmrnlar «icc^i\'arncnl:e Ihr cikulcu adi- 
ctomletr El prvoico Soto] ^cbcwi eiiip1»r>e ve «e E^peclu qut el ctput dc n^uodw ^nui- 
dt. E£3 Im 7.4 vcfciiKi^ ^^un^ pTOoftdirt^f^EOii plra tetimar cslf cixuf- 

DcmcutraniDS que; Cod Ii^ctzs oiDdilWajcione^ la climEaajcidn ^a^u^Lana prDducc una 
(Kli3rb:Bci6n dc la malriz A en LiJ. donde t una matrix lrian|^1^ infcnn- i^n unos €n 
la diagonal y doode U « una m^Lriz ui^n^ul^ MJEieiior. A ]^K4^ ll^a fi^u^ 
mad6iL dc Doalirdc- Ko lodas las matrices nci sin^utaries pucdirn kcr fa[7tDn7ada^ rn tsta: 
Ibrma^ poo una pcnnulaEidn de ias icn^Loncs dara siemprc una FartDrizacbdn de la f^orma 
PA = m. dofi^ P es la matriz de pcfrmitacbdn con que ic leanc^lan ]os rcFi^lojieii ^ Ai 
La voitaja dc U fadnnj^iE^n conKEF4e CQ que e] Irabsjo sc reduce ckond^ reiiucEi'en ^i^- 

con difcfcntcs >i^Klofics b. 
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limpid ppr 4^mpk)^i la facloq1#awj6^ dc Chdeijci pE€senlfl k fom^ A = {X\ donde^ L a 
hI y dofide D la dias^^L C^n c^tis f:bctori?»nooc?, posible simplifjcar el nianqo 

hija de li di^gpoL priodpal Adontf^ C/ Hott eisluhnifflraie eiSemtntiai lUsiiiiMi 

' ti^ipn la diagrmal principLiI y -c-n ]a diagnDsl Kitiiado. prH~ amt^a 

m^toJcHE dJTOCw km pn?ccdiiiiient« dc tfct^idiv cn la gcncr^lidad dc ktt 
liitecLms LlnealE^ Lm m^lodos npeciak^ 34 rmHtiKodun en d hso t&aithttu trulugo- 

..f^uBstana a ten mfisdM die fadodzaci^ qw psmil w el pi[VDieo> En sasm. zm- 
vLtne vigLlar bfi cfetcfs del emjf d# 
|p4 ^zT^m de Ion mttodua diH0o& 

tux ihtoM llHikv^friiidei^ « In (mIm oamni fradoiHtMiiiff^ ehowiiixM qir 
TO a (wtKmu r^iflir^ jrufdm mdwiK de nunera eficjetice aplkjind& uA prandiisSM^ 
llerativci ttmo \o!^ que » eiipofuen en e! cib]inuli> 7. F^st« iipode siilemai^ » present;^, por 
fjcinpb^ iruoudd vc <^kjin i;6cnU:it4 ddmacui finiia pom rtsolvct jHt4?lettm5 iiiin vm- 
' lor d« ftpHi^ itaanfrk^ dft lip^«b^i£^ difie^^ 

-filth?* pjfljjto'i ■ 

A T^wes H muy diflfrfl Tesolvcr an sreceirui lancjl pande qw? limc biskamenle cfe- 
meniM dLiUjim d^ o oiudq km demoui^y &:en> ncr tuuesliin im ^^if^^w^^ 

nv pqrticUmada y \es paitrs !k iiKtmliiDn?- 1a mnri^qTia pnnnipBl cuando » roqi^i^ 
len para lo* cAki^b?. Los mC^sKlfis? que ircpjicfcn jilTn^^n5imLeTHo swundaiw ptdkn ^ 
ilcruiLsm u dLreciu^ peto gtf nwilmenbe a t£cDu:a& de Im estiwtiflfra ik d^Ktw > la l£0- 

y PCW]^ dMdie^^wn^^ de lu licnkaa ociudei. 

Tjok pffD^rama.^ para rc-Bllz-Br cpcfBcLones con ina[ric« y la Miluci^n dki^irn dc Ids 
sislemaa ]3iBak;& implanlvli^ cn IMSL y NAG sc bais^n cn LApACIC J^ucic Hibrud- 
jias de dcnimio pOUi€v. £atc paqwCc oonttenc (Lnstc^wkJiicdochDiieDtAcita que lomh^ 

-i^tMiitLna!^ que vicntn «n las trs Aienles utefjom. 

LA PACK IfK lin ccnjunlc-dc opcwinnc!^ nLvcL i'nfcHcir, dciiGiniTiadn Ba^^ic Lanc-or 
Algtfbf^ ^ubproj^anu j[&LA£>. niveJ J d^ hLAS gcncralmentc nynkiu: gptracioTiesi 

.vfNnciiliiibi dd iiiyH^itc^ y vfitton^H wn dotoi de qitruta y ccslc^i^ dti opmchHiei 0(fi^. El 
nL\ii^l 5 cffliKia de la* cppcra^ioFics nutriciqIesiOTn irtP^de entcada y cnniecw dcajKracinries 
0(j3^;. Pwtijeitipki, et^el ^ivel 1 la^ubruliaaLSCOFY nbf«wjil» un ywior j con un vcc- 

CKKlH-iiiu]tr|^U«idop^ vbL^Cy « A-i + j); SDOTakultdjknhluMolnlere 
calar d^ do^ vicci^irc^: SNRMS calcuJii la iwnm eiM^lidiina dc un voctof Ufpljcajndd un nt£- 
lad& sainej£yiie aJ dc la uccido ISAMAX wkiila d IthUqe^ dc un cqpmpqn«i[e v^[p- 

Lh Hibruljaas- 6q UkfMlK. cm que icsucl^xm loa iciKlcmaa Uneale^ fac^qrizVi pii^ 
ipsfi-^nBlivA. Laik^tpdsKijb tk^cndcdct cJiki do ntAu. ca U Rgnkntu foTiv: 

Material protegido por det echos de autof 



,:g]j]zr lofiajar ii iufxiim. 

Li EubmlLJia .SGETftP fjcEorizit M en £.£/ca[Aa up^nkcJ^fl iMiirtlirtAf dii la iuhcucirta 
^<3£T^. la. cLul cilculi dcEpuiiE Ja wlunjOn dajtf^b.lj. Hibmiiiu SpETKI pVA 

La faOlurizxfidai de Chi^k^ti |xirj una Titj!Lri^ ddVoida pSAhxV&A a Oibliene iniNJiaEtre 
U uiliniljiU: ^t^CTRF- KL^titm^ tii^L Ail ~ b puedc rcBolvEWi cfitiincE^ uplicanchi I4 

miirictt d^iliiiKt po&iii^ii^. coitt^ Ite ufiUdH la AHorizad^if) de Clul«lfii;j.$t4 Mlilflb^ 
iiiAi, la ra^ion^Aciidti LDI'' sc 6b(i£iif upliakrtda SSYTRF. [k-fipui^!;. loi sislemas lineolf £ 

MLichiL£ dt Vjh subfiiiin^^ Ai LINPACK. y iu liiuseMrl^l^lCpuadentJocllUMSlp 

iM parci^il pan m«iwr un (Ulema lineaJ <3U« M^PI^^ tc jfltifffifwinfl- 

Ia miiulz 110 ili^ulu A tl vce.uif bk cl comMhjn 

ti ihlcfni LLnea] uuuiclu primen] ±] comaiulu de fiuAmact^n I'A = Ltf^ J^^Si;>. 
|9f^||djH^i^xM^i^ HillBdAfl d9l fUisiu triufulvnipaiaT ^lr|i>^!f|ia#i^.^ 

Xjt bjlAHMeca KM^ iflduire eqiiiniaitea de ciid td^ bit iiibraiiivit:diQ.14rAlCK y 

L Se ufian Los inn prifltprw kuvK 4el ncmiliifc. 

Material protegliEip ppr<^ 



Ik RG: r^al gMcnJ 

bi MT: it;jJ IriaA^ul^ 

ftB: thI ^osaclilaidM 
Ftif cjcf^plo^ 1j rutiiu LFTDS factociu um, fmuii nal posiiiviL d^^fini JtL 

bmf Ehu P04AEF icbuel^C ^E^I[rFniL^ tL[)uIt^ meduuilc la fiM^iUjrizacidn dc Cruul. La ^ubni- 

U ^ulmtisii PtHEAP Dc^inctvft Un pblii ilfteM IbiMt el qtE« l« m«ri^ t* 

yiwi tnvCTM* pLicLkii -jalculfiTW por medio rtc W^AJf-' ckspvfe clt iLsar HJTAPf pm una 
nuilrix i«] y paia bUJ AB^ en el ce» de yni inairiz deluudi posilivA, Un debcrmkaDle 

ftfitiHkfti^n f.C/ij^ tLTia m;itru rcA^ jr-Hi^.-lO] LF^ c^n una roblriz 1zH)Hi«ul; hi i^iv^ 
lemw tineaic^ puciLcn rcsol cntmceB. incdijifti£ F!J7Alib'. La r^ctPfir^i^ dc Cb^Hc^ki 
poril im fmUi^c definkla poikivih puate obumiij^ ^liuodA FOTFDF, y ua iUcema Jij^ 

Er5 Ofilub y Lma |aV|, fift Rtrsyihe y Moler [FM] y en Siei^art [Si], w ptwde en- 

VDptkmti^ G^L^rgo V I. Ill [Gl.] y Pi^^anei^ky [Pi}LjSf}tenitfJ^Milil^^ 
jnrtu^ itUljij^^ IMS; imm^Ky Hmj!J^j. 



Metodos iterativos 
en el algebra 
matrlcial 



p?fiid4JL, F^n 4^?™ di pup^tf^ kw. mkMnbrac dE lu vtitrLhtiuru ct^tdlt 

rtr liu fucrzMN (k- un miemhm i otm. Lm lleura iiytsci muHtn uni 
Kitmctun que w muntknt KtBdoniyria m d txlrL™ci tnredur de U 
Iscquierdu d^plizu hurbanUlmcnlf cii t\ £3ttt¥Jfm infeilDr 

derecho y que tIcM jujit» de pa.Midnr 3;, ilip ^ y a?. St cuIhb 
uiiu curgn di^ LD {lOft ncmoiu (Ni m la junia ^ y las ruerTfts que ac- 
t^HJi ^obre lo!i mbcmbiw dc tii CGtrucly m tk-Jirifa mi4"nlLudEj dudoS 
P^r/r y/js i^ynto &t Dbwrvii en Ift flgura. El mkmhro de so- 
purlti ^tBjclunvriu lime iiou furrsi hurLwnlid y uiUl hif r/d VH> 
IIcjI pero el mlembrD upocle JwvUrie llene linifanwiiic la 




Si Ik efftrudura cxtd en equlllbrio e^AilciH 1^ f^Frwi f n win 
Junta dehtn aftrepnit al veclor an, dt ttuhIo que li wma de Ian 
compmenteii horlxi>n.l&l y vcrlienl de li^ hierM^ hi CAda JuatA debe 
&|:r r<3. E^ch 3;£-iieru d sJ^kmu lie cfustdunra Unruled que npum^m 
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^ h Luhlftudfjunti. Dm iMtriz dc 8 k 8 qut lo dwHbt t[cfie4ti rle:* 
BWiitM ftro ji' apcTU^ 18 eltmtfilm no c#rti. Lui muLHus mm un dta 

tUfi. 1^ jml;vddii Jftcratlvi dc ciptt d'^lcma »e locluye en ejeirklO' L8 
de l4t Mcd^n 



Juntu 



leiiuL tit J] X n HHiucluiif s Jineulcs (Je In fumiu ' b. En c<ite cjipiLulu OiEuctuiFCFncHi tut 



7,1 Normas de vectofes y de matrices 

En el capfMit4> 2 e^i^ljcamos Em mdiodai iler&tJwE otMner lafi i^fces de ccuaciones de 
!a fonna f{xi ^ 0. EnconEriuito^ yru upE^^tim^iL-LAn jnk-Lul 40 u|^mKiirnHC:ii:4ie!^ji, ^ Iwgo-de- ; 
lermirujinoA oir^^ niimi: bas^fidofRm en qu^ tjm t>icn Efts apm]iLniackine.s unictrlciKS sdtLs- 
f^fun la ecimci^n. Ani^s de empezu- cl -etfCuJiia dc mifiirMic)^ iuriiUvPN que k rc- 
!4iJC^Tn si^lcrmi^ lincalcH, ncicciil^moA mfAm priincro con un incdiEi l|w no;^ pirrmira 
nKdtr k dl^cancia mm lo^ v^i^'trt^ colujnna Fr^dimenssioiuilcs path dcterminif si una ^• 
rU* ^v^1«fw c^nvTiFgen a um M^ntirtn dc L ifitsiici™- Rfl M pc fctieii, tambiin ncwsj- 

Uirm)s ££ta medida H^uandc^ la Kalucl^ « oNicitc pof lotf mtiodns directnii (^xpjesccs en d. 
ca[i^Mtl4> 6. E^lofi n^qikuHcfon mikrhas opet^ciones arUm^cicas, y tl m^f dc la arilmd^Lca de 
lIIj^iei^ finLiK eoacf aiz« tAlo 4 a^iia apraxiiiyt;!^^ d« li »oEuci6ji Dga] del siiSE^ma. 

DcitDisiiios CM el c^HiJafiio tfxhi^ los i^cf Loies ctiluinna Kr^Jisiien^ionali^s con 
i^C^pK^nt^rilje^ dc nunicnjs rcdcii. Si qucrrinu^ dcTinir Mini diKUnck cn R*^ uEili/unrnfetiS ta / 
noCtdfi di: unit nurmu. 

tf^pnidAn 7.1 Uiul n^mtui vcdorlaJ 4^11 uaa fun^idti, J| J|, de H" il H eon las ^i|Lai^nid!^ (ifv^i^adea^ 

{1) |lv|l^ ri [^ratoctai € FT, 
nn II^U - 0 y ^d]D d 1 Oh 
(IID U-fWll tcjvl ^%\\ pani ludu a e R ^ K E Ft", 

{\y> 111 + yll ^ ||i|| + If B pLin nhJu X J e H". 
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CciTMj lo-s ^Klcxncs dc- Ei" Ean vcctare^ polumnii, dchivIc-jic ulj]]/af b ncri^i^El eIc Ld 



D^nicfin 7*2 Las nomuis jf^ y del vtciar x = fi:,. ^f^, . - f c*t4ii "icJi nicfoA por 

Ijl ncMiKy LLiin^Li norma if utlldtAHii tk] mAot %, dadQ qu«^ ]^prcscnt;t b nocii^n 
comiSn dj^tiUKL;! rtspccEO iJ arisen cn l^la^ de que x ciid R' ■ (R, ft-, o M^n M^. Ftof 
ejempio, ]i norma ^, d«] v^^rror k ^ ( j,, .^j, .t^y cleiicri^ U tangiiud ^1 ssgnKDEO de rKta 
[juc un^ ]3LoiELa (0. 0. D) y {.r,^x^, z^l En I J d^^r^ 7.1 X inucsirii la rnDtiiera de Ioh- vtc- 



FIgyra 7.1 





Mm VKtMvii CD ft? eon 
la mtm l„ nwoof a I 
K CEKiieiTtTin (teaN . 



4^ I. It 




oawifl« de R-^ ]n moat 
i_ mcnor a I se encuciUru 
dentiv de m& figura. 



EJEMPLO 1 £1 >vtlur]t - ( - U 1, -2y en Jl^ tieiK Iju nonnaj 

Ml, - V<-l)' + {iyi + (-2)*-\^ 



lfjlU-tnSxfl-lUll.l-21) -2. ■ 

Ea fkiil dtiAKi&lirarqiie lajlprdpiedldH tit la ct^nhbidn 7.t sc aplicaA lamliifn a la mr- 
ma pan piuvicnen dk; reiiuLLados Ecmcjacitcs psjra valcicEa absnlutos. t^cJcjnplD. kJ ^ = 

lis + y|L - fflfa txj + .vj s mto (l*J + |y,D ^ milJi + mix Lv.l « II xL + II VL^ 

l«4Xn |£j£n JxrEi l^j-cn 

Si quercmos dcmoSitrarqiH 

IIk + jlli s ||Ti|[j + llxJij, pan todoi, J e fi^ 

ppra Coda K = (jj^jj" - ^ y = (JV J^ip - M ^ J^.^PiR". 



z^r i^*^ = ii«ii ■ iiyif' {7-11 

Material protegitfo por derechos de autor 



7.1 tfvfrm^^'eaxtm%yitinfftTkts 



£?firnai6lK7Sn SI ^ " ■ *i ^ iC&idl^dD seetl imiKdi^D p^^uf ardbos laden Ac !a 
(JC5J£Lia3q[ad sop CCTO- 

Supocifama^ que y ^ 0 ^uc k 0. Pub cnda A E 

■fl -III - ^riR - - A>;>i - X^?"^^^^ 

aslqw 

i-i i-i /-^ 

■2|:x,v,^2H=i^J^=2J|.y,|,. 

Pot tonla, 

= t x^v. S lliiyiy lis = f X ^1"' f S .^7}"' 
Cm titt rcmitadD nh-cniQ!; c|uc |W? Ki f ^ 

Id cumI IT05 dfl La dJtima propi4!i3^d la nonm 

Irario y el vector cero; porella. pode^ofi dcfidir U dkLaneb enlre dos ^-ccfDreE cin™ U 
Dtifffll de k direreadl dc Ids ^vctore^. 



Ue Ky y esiiu dcGnidas pod: 




2.l2^^^ t K^Jmtj i 9.^120*, -■ 28,544. 

1^1 ^ i:^\j^±j^mi^^Mm 

tbiKliHjiid<bL^,jDpj0' - (1^ I, ly, StflfatiMaw li-qfawnndfeafiiwiMMHi kiriit^ 

Vi. UQ^QC 1)2 + (aOOOOSI)' + (Wr7462)*J "3 - 0,1 J 356. 
Aiint|ue las curTipniif nLe"4 .f j y Vmidds :ipfi>xlmack*nc% dr y dc .r^. It4j||jigi|^ip> 

Dtmostn^fiff 5iipuiigum(t& giie (k'*'^) iiuavietgie aa i '" ^ '"t^ lit,.- Pft^"- "*^^^ 
^j«^je«««i(i4p Ifflip^ que W/^ " J«J < * - 1 1 i ■ ■: «. ilet nndo ffo^pmm 



ibempfe que ^ 

r*,!^ I I 1 1 ^ ■ 

El uroitiiu 7.6 jmplic^ que k Mitcuoii { i'** [ cotwagt 4 i U i>i djf ittffccw a || ■ ||«. ■ 



p p p 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 




i:)df1.ver^c U X = M - 3h Oh 0/ r^^Id lj |' |L- cuulqukr e>(K cueCc im cnlcm ^e/Z;^ mu 
Ib prDpb^ad dc que 

JifccuLpr? que t Ccinfi:>nnc hi ^i)r^m^ 7.7. In anlc rinr amplacq que 

cuando ^ ^ N{ef2i, Poi to^to, {l^'^^} converge a i icspcc:[i? 3 H S^. 

gen^ia- deck, si IMI y II -if acwi dew iKimi:]^ cwlc^ujcra cn K'* y fs^^'}', | ^"C^w^ c> 'fm- 
te 1 rcspecto a IMI cnlonccs f^^*^}^"!^ tamhi^n tcndnS el Lfmiic jc reKpccSn a !!■!['- M cicn>os- 
traci^n cte e^tc liccho p^ra cl case general m ewwnlra pr B|. Pcj (ccwnmfl 7.7 k 

dednre el cflsfl jwona^ Ihllj >■ IML. 

to*D§ para cklaminar la dtsiancia cjitre lai^ matFlcc* dc ft P^m cEto renjiiicr^ un^ 
\'^'£ ru^ el ccmwpio de nomia. 



Dit^nidA^ 7.S nortni malrldul sotrne el conJunlQ de todn^ 1«4 matrlice^ >: ih- c^ uni runcS^n 
vulur r?4il, ||-||. dcfinLdQ cm c^le conjuiUo >■ que ^^Im.^ ludaH las mauicea y ^dti 
n X FT Y ludcijj l04 Jiiiijii^s Kales m 

{U 11-^ 11== a 

(If) \\A II y ndlQ !ii A en maEiri^ cfun lodaR la.^ civlJ3da.-s ccnii 



4Z5 



(UJ> |Ia4a = MPIl. 

(h) |/i + fl|^PII + ||B||. 

AiiDquc las noniiz£ malrkialts sc pucdrn ubmcr dc Varias foTinas. aqui ibi it Untitle 

mnslclcrarernos las que son cnriscciicncia ruayrd ic Ebe mnrmax ^ y 

cicio 11. 

rnrePFHT 7,^ Si ID cs i™ iwrrna vcciwial dc cniiwcs 



M| = inixpSt!| 



A i^Kta ]c llam^ nfvrmH mitriciBl nahiral o ind^id^ ^s^\^3d^ ddoi la nofina %vc- 
bciful. En cs^c ]]brg supondncmos que loda^ las normas i^ninictatcs son nalvn.1«, a mcnos 

Pgifa cualqubCT K # 0. (fncnu^s que i = ;/]|zB cmui x^cctqrunitaricK. Pnr In Eanlfi. 



ifiijt = mJjt \\a f-^ 

M-l jl \llJJ 



ri^ii 



ii^t ill 

El d|;uie«t]e coTolario del li>ore[n;a7.9 es consecuenda de esAz lepfitsentadCfl de 
OmlaiQ FmlO lodo vcctof i =^ 4, nmriz y cualquicr mrmi naJi^i^ jJ JJ, icncmos 

B^J|=^P11-||F|| « 
Li mcdida dada a Luia ihrIiit. confoonc a la lurmA □atura] dfscribc cdmo la niaEriz ex- 
nui<le l4 matriz, Las nocnuis matn^aalH qur c^o^idi^raiicnu^ squf dcncn ffvmas 

It A fl^ • mii tA% IL la noffitia ;^ 

Iti:c-J 



4 





if "4 ilnfcTji riw iiVihftfiBtf ^ -"t i-iim 'm n r n** r ■ r 



1] 




0^ WW<^Pi.j(*^ - lt*W*(*(i 



Ml 



^-1 



n 



El£MPijQ5 ^ 



/i = 



a -1 1 



4 * « 



M^tarlal p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 



"|C!l + pi + j~lj«< 



J. 



1 Ji^«H,*i-nMi 



CO wuim pjEjuE^^^^^^ 

4 ['ff ^1: 1 ^ [t! 1 ] 

Malerial protegido por detechos da autof 
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r 1 -1 ol r 4 -I 7" 

t -I 1 -I ± -I 4 0 

L 0 -I iJ L-7 0 4. 

& Ln siBtrnuE lineaJes sjguiiCiiles^i = b Ikmcn 1 xcMBatftsduddhftd y a i ontio una vAu-^ 
ci6a vprDiLjiiidL Calcnlf [|i - i I. y |Ai -' bL,, 

+ Jjc^ + 4jcj -I, 
3jrj + 4t. + 613 = 2_ 

i = {-a33L -7-9, 5.8/- 
It, + + = 2, 

-Tj + ZXj + 4ij = 1 1, 
i = (l-8,0.&4. 1-9)F. 

BAIi = Titit V Iff t 

fl- i La EUfTOkdc Fnibealufl (^^ue j» e±£ am ppnna noiuralii w dffiiw pin urm nuUiz .j* dt h k n 
pgr inc4k»de 



^lliiLT \Mvd.\i \f A jJfl n X fi y pjm vr-L-ltw T lis- R". 11.^1 II- ^ 11411^ I ■ II N. 

11 ill' " II JhxJ|> UfiiDLKMrtiiLic ||~||' bifnbUn h- unu iKiriiM i^ih Hl^. 

II U w el r^wJtuJu 4k lj parCu ^u) pm 4AHltnr ^ 



3^ Vtactoircsyvqlar«s<3ira 

Una macrii. n x -pMPcIf conaii<*rar cAmo una TuncWn ^li^ usa En iiiuHipttcMiAn dc 
EivM aid, crantu vvcficH^i no ^uIh ie ft« jwmklM r^k, to quil^j^iifi^ 

^ciK^ ^4 iiti]iliciqii« d EiRlciTU Itncil dclinido per {A -XTix =- d licnc^riJi »Dluci6i] que 



:Sl:^«i i]|H[|l9^ 4!^irucuHiiJ]r43 At M motrijC la^ ccruti Lk j? le numufi wilAru ttno 



Mar&rtai prot 



j^tiH^^HM Kk^gh^A Ihmaforri* «l vct^K^^iladldplriti^^ it mibni, SI A «i 

yt HI ]!A ftgura 0< A < J, ciUorKX) 4 rcduix Jt sen jn fjiuCLIr tk A Iv^itse la TiijurE 










r 




















1- ■ * 








1 







EIEIUPI0 1 ScH 



4 



[i 



0 2 

1 - [ 



ri 1 HA 



%«bi9cjdil *| - I pEudiice el vector cHaii^ib^ifttKa f I, K ftiriv'i|wndH*i»:|i 1^ 
■jsiiiitQrftillcio A, 1. fulfil esEaeleccJdiitenemDi que 110. li^VIL^ I- 



(-1- 



1 - (I + V3i) 



0- ^ 

:i> i-(i + via ^1 









"01 



















HUH Id ^tgSM"'' ■ 



\ie kdkwi cn bu culiunnoii Si lodu Ih vbIwu CBiHclcrfstbot uin reakj;, cadu 490- 



.^--^ I -^nJSWm .12W91J064 lOrH .7453539926 



-J 



LudcaprinurH columuiaii mnxFfwndcD, t Ins paitcs nol c laibgiiud^drk^rlf^^b^*^ 

[i.is4*tt(»ar 1 r xi324S5S32i J0-" "I ruwMMM l ro"| 

Dado ^ue cualquisLT irUkLtiplodeufii csu^cCai^icoes laiDbuin^ii vector c4m:ierfsticQ, 



ay?. 



'Cwno A| es i«aT, la tereera ci>]urTUia ^ e;: da vieclDrcarKteff&tiiCD CDrTEspondieiitc a A,r 



t 



Idtcx rLinu;lEris[icU qut La que lEfieimA cn cl rncHTICPlQ WUJbI A.L Icclor que cicicc mayOr 
Kt dctallef CDiKcnuaitei a la denwilracUiiiv le Kcomettidasios cajiPllar tUf 2, ft, li^ 



/i(^^-ini^ . . . 

La pjtiis ii) dr] tWKi^ 

<t|p e#iil|ido iQtscHnta^ ttili que w jwea i It pota <u) deJ le«smi » qud 
fwa i^ihjnbrt aaflflz ^4 y para todo # > D eKiiu kuu nnmu natinl S^S ™ 1^ |>n:ii)i@da^ 

DiifmdK iw^^ Li (kmoEtraci^D tie we refujuu^ vim n tUrl^ p- 23^ 




;1 



11 112 1.26 4 



3^ >»f 1 



StlCs-miltiplvUpS) i 




Maple lambtfn calcub WM]^'^ V7> Vf ^BSlP^^!^ <^ d Ctkfltegk^ 

>nonr.fAj2j' r 

I'M'i detenntDAT La norma f^^^A, M wtpitfifgjt ^^\}Am^ 

IfjicLiui de una nutria •ic vuAvea pojiicAuy {es AecK, 4:uifidu (odoi iM fikW^Q^.K 
D^pilicU&: 7*16 TJjfitfWiB l Hi^^^ de it )C k if 



EJ EMPLOY 



■[1 11 




0 



4 « mf^(w*^s»>ifir_. ^ 

o|adpl& 3 la mufic utaimipaiM 4 lUliF | i^i^ 4^ Vila: eft- 

ntilensilico tic A. Eslo t jeniplifica In impnrtlHItC COIKXtte qiK CXisJc enUC Ct miU> CsfWC^ 

^HL.Ili; gjn^^^t^ » y«A nidi i /oododa el H^went^ pe^^JMido, 



^ A u am matsix. aiOKf^ait; 

01} ltm^_^ \\A"\\ * ptnalguna nnrai DOAtuail; 

(Iv) p(A} <\. 



iricts, 



■4; ►-I 

[i i !] 



[ i 3 J] 
L 0 0 7 J 

li 1 11 



4i 5iv A| = 



I! l^'-lji 11 



le^wnQieilf^ peA 



0b Qbic^ga ||-||] puB todu lu nubicH deJ Ejenkiti \. 

't* XMlplWUv quccl palitH][iuoi:arBctK[fsdcDp<A> = ^StOA - iJ) pam li (MOii >l ilc n x n ti.tt^ 

Malerial protegido por det echos da autof 



J-3 tfeftafctf ilfMtrMM fiOrO rMfwer ^ilCeitWS frW^fe 
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k Dtjmicm? qoe pam khAci enucm II ^ I , he v^kir CATMnffifdc-a dc A' con d viDcitor o- 

^ A 4 ■ " + A*. DcnHJCsm que ^( A> n un v^or £;anctcij5CHX> dt gCA J con d VKtor ca- 
nctcff Etkn I. 

L Set a # l>ciiiiKGtic que si A I » eki sio^Lir, cnfcnrvs I —ai nn ^ilor cmcic;- 



CI 0 6 




h&bOlstica dc lu cscarolrajo dc cd^ / ^ It p6bLb£iAa dc hcmbr^ -de cd^ j hi c] stfto sLfuieatG. 
■. ^Tbcoc U Du£ru A ^ikms cwBf^lcntticcs F?t!cs? Dc ser tsl^ ddciminc dklws vaJorct y los 

k- Diu muR^n pfLi c^pcciir sc dc^tsi^ |un cfcctiuf cjiprninciieDi dr labofitono que 
ilki> dis iAd tu vkixn uni prop«icL^ conitifiec en CKti gnipo dc cdil iqu6 CT\^^ty\o^ sc icn- 
poDdriai] r li j»ldacL6ii inichBl pan csUr bcgiuicrf dc que ic cumplifia ciic requiiko? 

IL Eocniciilre nuftrkcs Ay E parA Iaj; cualc^ piA B}'>piA)-^ pi.Bh ^E-dQ dciTiucs4ii qiH p( A | 
DO pvraic stf mn jhmtiu nfLiiricLal. h 

1^ l>ciniic£^ que. Kj ^ WM vKtrm^ ppiund fPi^qvicTL mlowcs ( U iA~ ^ 1^ ^ DAI] part to- 
dfi valnr ^KldfiFticv A 6c una malriz no singulxr A, 



73 Mitodos tteratfvos para resotver sJstctnas Itneales 

cliihut que ndiuu di± Ttti^ d^t jji^lo K^in. Lm ia£todc?s iEcmliiw ran vcz sc usan para rr- 
$q1vi^ (E^mas liiBcalci ck pcqu^a dimcniddft, ya quf cl licmpci Ticocs^ario para onnEC^UIT 
una exactitud saftisraacda ^t'b^si el tjue nv^iaitrto luv iD^iudos dirarim.. cumo c1 dc la alu- 
minacbdfi ^ussLoila. Sin crdbar^cx en el ciy^ dc sieUeituu can un alt£) pDcccnta^ 

dc dmicfifkK ccm, sau eficicntct; taido cc^ aJmarniamicntD dc computadora comn ^ 
tiempo de cfimpulo. E?te upo dc sLsceims se pressman conManc^meftte en Eos aniJiws dc 
ciccuLCos y cn la bdIuciuii numcnra dc Jc5 pT^^blcmas caii vaJc^ cd I j frunlcrz y dc ccuado- 
ves ditcficiKiaJcti parciaJH. 

Un ra^todo ilcralhxi con d cuaj « ipcsucUms el ^islema liix^l Ai = bcomknza con una 
^pfOT^rnaizii^n inicial i^^' a [a ^iLLcliJn x y genera una ^iiK^sif^ de veciom^ { ir"^ ^)^,^ quti 
convHp; & 31, Los m^iodiii jicraEi^vw-tracn Ma^go m pmoesoqut Hrofivicite cl ^iMmra Ai = 
b OLrc tfquENi'^aie d« ]t famui i ■ -i- r para alguna m^iriz fija 7 y un vector c. 




Material grotcqkJopor «. 




Lue^ d£ SliiemcHiir el vector itudi|iLi*^^Uj|{uecf|4*iteJ[^ 
i|[||lpl0 1 m|I^M4 UC^ Alt: - h^^^ 

|]fiw la solucidai^iuct jc ~ {K - 1 . 1 j'. Pari convcrtir 1^ en Ifl fonmtK "! 4:^ 



IS 



LI 



+ 1, ii 



1 1 



0? 



a 



1 
T 



J 

J_ 

0 



] 

I I 

- LL 

m 



li- 



lt 



+-!-Ai»-Ji 



l 



1: 



1 



^ 0.000 0.6000 imn o-nid im^i o.^iaw} 1.0031 o.naj ijooo^ .Oi5$9T imoi 

^ii^: ^^s^ its^ zMi i.9»T 2MU t9m tim^' mm iJmS' 
ifeM:: M4ooa -iMsi* -!fv#!fc.-;*^ss*^ *^i|^. i«ifc9M*'«iJi^^^ 

ifi^ -i^- iiMii-. ''S3^ (jS^iii' 



El m^todn del cjempio I rc dcitcnnina m^tfMlQ Itcratiwj de Jacvbt, y nmsijiic en ^ 
ji-iV •■•fliii / ■■^ 



V^i : 0 ■ 





"11 






A" 


r 


1 


1 











A- 



'1.. ■ 
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En la. priklkj., Ib ccu;acidn 47-4]! sr uu. en el cilculo y Is f7-6) ^ ciTip!ca ctm fine^ icdri- 



SALIDA ]a solncfefin apraAimada jc^t jc^ o el n^cos^e que ^ reb^^ el ndiwra d« 




Pfli^} 4 51 ]|K - soil ^ TOt ^nlonces SALlDA (jc^ Jtj,h 

to 5 Tom? * = * + L 

PkHO 5 Part r - I Ft lomt YOj = jCj. 

flfliff 7 SALFDA ['NilTncro ma^imij dc LtcracicMwa eiccdido'^: 

PARAR. M 

El paso 3 del algoiitmo neqi^ienf qim a,, 0 p?ra cada J, 2. ji. Si i™t de lo* 
e!emeniO!i tfj, CCfO y M el sis^CIIW C? no jiinguUir. |K>dcmoK nmrdcnai Ian ceuflLrbjws dc 
modo que nlniiiti d,^ ^ 0. SI queremoa acclcw 1$ convcrgcucla, dchcmrw nmgLoj la^ccua- 
ciunc* dc modo tjius «i„ sea »o mis grarsde po^bh?. Esle tcma w trela dc piaoicra mis dcta- 
Uoda en scct;icmcK puslerivf^ «n esle c^pflulo. 



MalGr ral protegldo por derefchos de autor 



EIEMPLO 2 El skitAout lineal dado por 

"-JCj + Ibtj - + It^ * 25, 





UP 


1 s 


i- 


1 








{1.6000 LOW 


I.OOW 


IJWO* 


I.OOClJ 






















■'im. 


ivtibaft 



Material prQlegido.por.dereahoe autor 



D»doque 

WtH^ " 2.000 



- 4 X m-* 



; f cm las defini^jonca intcnores 6^D,LyU\, deduct que Id fom^ nuErlda] Jel fniStcv 

^i-^ti? - tr^t/j^*"'i + (iJ - ir' V p[LT^ cwja t = 1. 2, ,*K.: ' (7.8) 

qw lift im44i7 imnfular inrcrikir n - L nca no Ningulir, ok ncccitsnia y suficiemc que 
En el algcirilma 7.2 ^ implania el m^u^fi de Oitua^Seidc]. 



lu^octo IteraUvo dc €4us»-S«ldel 

t^ru r[f solver 4x = h dacU una Bpfoxlmjctdfi Ldclal 

INTRA DA el tidirwFO de ccuackiii^^ e inc^ii.nMas h; Ios ^kinenccts I ^ j", / ^ ^ dc la 
mitrlz^ A; ]m elemcnicH l ^ j ^ ji de Ips eleimnku XO^ I ^ j s j? de XQ = s"^'; 
la if^jl^i^ncja TOf^ el nlimero nv&iiEmo de ileracionieH 

5AUD A la ^luci An np^q^ jmiidil r . , p J,, O d mciu^jc dc que ^ rchasiA eE iiijiTii:;ro dc i(e- 



7 J M4tt}^$ rl-grpf^f pcfQ r$iQS\it^ ^i^Ierr\Qs li^olts 
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1 



PasG 1 Tome = I. 

PfisO 3 Para i = I .... ^ fi 



tome .Tj = — ^ ^ . 



Pn^^ 4 Si Its - XO II < rOL cniunccs S ALfDA (r, ^ . . p , Jf^ 

Pflifl S Tome t ^ t + L 
ftua 5 P-^tnL / ■ L - . lome XO^ = x^, 
Pqsq 7 S ALID A ( ' [^(jin^ro inUxjnio cte iUiracL-ofics € wcdido'); 

PARAR. P 

L»s cumcnLariofi- qu? ■iicump4ii)un al BJ^ritma 7. 1 [csp^~LO il los dilCILOA rcor<Jeiia- 
i:idfl c iiiE{rmlpi:Li}it. Uin^i^b ^ uplkm 4il ^Igt^riEilVO 7.2 GauSd^Scichr]. 

LoN ITS jlt!LRl[»ii de rjHrmpJds 1 y 1 ptir«t;ef1. irTi(>Jii;lli^ qU€ e«t« m£todo t% wp^OT ^1 
dc JacofaLi y gencralmcntc c% asi. Hay s-ijitemaN lincal^s dudtk tl m^Etodoiie J^ACObt G^nvcis 
y et cte Cflu&5-Seittel y hay ouwdunJe ^bue wiiv^itue y iiqu^J no. C Viansc ejefclcioa 

]t (CfmuLn 



"71 

[/_/)-! = / + r + 7^ + - ^ X ■ 

/-o 

0f flintmcf^ Cumo = AXCH viciil4jJrra cjuicLojwdIc cuando - 7>3t ^ (I - Ahc Ifi* 
jicmo^ A como un valor caractcrfitiw- ^ feiiyitt^iricnli? ^iiurniij 1 - A « un vaLif cyir^ie- ; 
Urfslico dc / - T. Pcto |A| ^ piT) < I y. p3f tanlOn A = I no c?^ un valor carnc^cffyiicn dfl 
Ty 0 l^impMCi pvcdc scrlo f - Pof urio. - D"' e^i^>te. 
Sea ^ J 4 r + + ■ ■+ r^, EntoiK« 

y res Qonvet^enbe^ el resu]t^Uik> obietiJd^t hI rmyil Je k sec^tiSn 7.2 Impiira que. 

Ifm (f - 7>S^ - llm (/ - T^* "J ^ Y. 
Put tiuico fJ - Ti-* = Ittd^^S. = l+T+ T^ + " = ■ ■ « 



^mmfl 7JJ Ptin<««iJq«ltf ^MS^Ul sucettan {t^}^^ ddUkhU per 

t 

\#-« / 

for ivmt |d AMceiidn {r*'^) codVEi^e aI VECinr v - ^jf- 7)"' e y y - 7X + Ci 
it 1^ d Icorana 7, 17. «A9 a equtfdewKi^pf 2).< L 
y pun i Si 1. *W ■ Tija- u 4 EniotiM* j[iti*') o«tvief|je a Ademdi;, 

Ftiriania> 

Material protegido por detechos cEs autof 



i .(I|Ak ■ b. Pot ejtiinplo. el esqaeni Jta^ (ifli^ 

l^ieHbi ^ue " L - ^ A» la Boludi6ax JolUliace ^1 ^ b. ^ . ; ^ 

[Oi2,F, UOJJ • • 

IiitltrtrM Si A cs cRCrkiamcnte diajmtar di^nnlinante, enlcnces con cualqjier eleucLAn de ]("^\ dnlo et 
m^odo dc JacobiJ coimo d dc Gauss -Beidel dan HiKumea {^i^- } I_o ^^'^ coj]vtU£ea ilaio- 
mSitBk^ite^^%. ■'■ •-™--=" i( 

Eit cE tCirttd^O 7l20 vcmsH U r<lac[£ii rnln: la rapidcz dr ]a cnnveT;^(M][;ia y c [ rltdifp 
espeCITikl de in ttiuittt. de itrrociAn 7*. Oom lu dcMguaJd^cK £c msmiciicn para utdi nor^ 

- x II - p( 7? II x*'^ " s [[, ^i{7.iiV 

Pot Ijinta^ if^iLvitni^ MJisccirniar c] m6lodjo ilerfllivic? ixdmn^ pfjy <; J para gn si^^ma 
ftl 1^1 J§Ct)bt Cpc! 6a Gausn-Sc-idcl., ^rii ieimIi, etica^ en on rd^D^znq Iiikj^I artiENUiCk. Stn em* 

Teopema 7,22 (Steln-Aosenberg} 

y lidJQ una etc Jiiii sigiticilEcs Bfirnj^ipncfi: 



Larapidu lir cDiTvcr7!)ciici[i etc- utI firnccdjirli^nAo drpciv^jc: del ndi^ t^^pcctrfll dc Ifi ma- 

fllpK^^^ de ckwnbltil^ff^o^^ pom dsc^gcrlrx delKmuy tx- 

|>TLWi3n nuevD medio de mcdir ^! ^nda en que una ^F^Kimacidn dc la edIucL^a dc lUi siis- 
lEiTU lu^l diiiuft de lb vCrdaderB -BJC^iiCidaL tSl n^lodo usa. cJ viccIoqt qyc u dc^mhc ^ I? 

A^llJcAftt- j? J- -SupcFn^AjnnH qur K G -eA uild aprfixiitlUidn A la loliM^idn del lislmia Imi^ AJmi^yirf^ ■ 

As ■ bi £1 fi^^ n^ddjHd it 

l&pkfiadltnlfn^ ^dufr^ loAAdo de^IuoU od^^tiMi&^diei^tiif 

Hf^ixip ^ c^d^ C^culo dc una cOrfvponriiir dc la BgHUumflicij^n al vttlAr M>lijjci<^n. El mjjtxa- 
dfl ticnc pw objeco scnenpr un^ ifuccsiilin <3i ^pfiiximficiDnes hanfia (jitc lof WCtC^ IB- 
lidyal^ awciMlis Nirverjan j^idamcnilt a ccra 

idmcria el wdor residual del m£e£Hlja Gau&i-S^ideJ coflHpaodiefite b1 "sector aolufti^ 
xj^ri ^pitnAMTladQ deni|.ldcj {KIT 




pwa todam = 1,2 n. 

^"1 j->i-i 



MaEerinl prolegiclo pordar^hos de auEor 



fKUfiflte ^ cl DV^UMlci Cjwif-Vffidd. «e decide gjije ^j^^^ lu 



"m L j-I J 



J*J* sea Ceru 

cfTituTj^Q, e| s/claictDiur ^^^^ de modij que uiui CQfudenada del vechx rr&UUiid ucu 



para ^iitrUA opcioncK chr «*f posHsvo ta norma ^yti^im^aifii §9tt^(iK#tj ri> U^fM vot 

£:n Im KLH^^cci^iini^it A'. f*<(in 0 < «^ < I, ncTbeo d iwmbK d« nv^twloa de buIirI^kI^ y 
puccl«n Hcrvir pu a ohcencr la convcrgiaKU d« Blg,iiaiDi il»l«i44aR qan no khi ccHivngientci 
con «1i mtiliDdQ do (jflU4f-Stidd, Pui ]» Hlwcios^de w con 1 < 4iii ■ Im ptwedUnluiloi 

iLECrmai que son cpaivcrscntts con c[ n)fti>df>dc Oauss-SebdcJ. EslDS pnKcdlmicrUoi «e 

>■ tdn dc iitltki«d «fl UjiVflaliKldq de ibttmU ilned^ ^ « pticttitfUutll It «alwi^ 

Material protegiidopprdeFechbs (is autjir 



Bo Ibx [bMu TJ y It ioclii}^ ks pHmwns siete iucKvaudea para tiulu i»6uk)u. Pan 
que hK ili:ncm4m len^san una ^xadCicud dd iveic cLfru dcclmaks. el mftCKhide Gauvs'SiH- 



7-3 M^TcdM iferifirMJi parsr i^HiJi^ jr^^mos f?Jswfef 
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19MT57S 


3ft5493ie 
-5.0114441 


3.0343323 
-5.007 152& 


3,-0234571 
-5.0044703 


J0I34MU 




SOR con « = 
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1 


2 


3 


4 


5 


ft 


7 




1 
1 

1 


15195513 


2.A223N5 


J 1353037 


3.9570513 
4.0074838 


3 00137:11 

4.0029250 
-5.0051135 


4.0009263 


30000408 
4JDODl2511i4 
-5-00034*6 



Lb prcguni^ fAm^ que hcmo^ de preguntar ts cd^ir^o » s€lecciorm e9 vulor apropLado 
lie u. Aunqiic na i;c cQfKicc una n^spucst^ compJeu i e£4A fpttj^unca para e] si^iru linuil 

S3 =^ 0 para cada i ^ 1, 2,..., Ft+ cniofwes f:i(r_) ^ |iv - 1|. siEjiifMra qutr cl mt- 
iDdi^ SOR punk ^□vn^cr s6lci sj 0 < ceK 2, ■ 

La dfmosir^Afl de esie l^rema «n cl cjcruido 13. La dcinoslra^i^ii dc los den 
sigificiiicK i^olLodw » cncuenui |Orl, pp. J 23-133]. Eslos reg^iltados^ uiilizar&ii ea 
d capfnalo 12. 

(OstiPWsH-RElch) 

SI A R uoa malri£ defutdda po^i[ii<-a y 0 < ^ < 2. cntonccs d meioda SDR com^^ pa- 
ra cualqujcf ckcciifn del md^ apreuimadd I*'^. ■ 

Si A « una mauriE df firlida {^^it^iu^a y iridiagcml. cnCDin:^ i piT^) = {p(7)jF < l# !■ ^tcc- 
ddoa dpiuDB de m pam c| mflixk] SDK 

2 

Con dcccidis dr ^. locrrmi; p( T^l = — I . p; 
Ea d ^an^o 3, la naairiz dala 

[4 3 0 1 

e& definida pOSJdvi y ttidiag uozi, de- mudD i|uc- Hplira r I Croirinz 726. Dado quf: 




EJEMP1X)4 
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m 



ffif que ; 



i 0 
0 0 



n 



h 

7 



[0 -3 0"| To -0.75 0 ] 
-3 0 1= 'OJS 0 0.25 
Q I oj L 0 0 J 



[-A ^0.75 0 1 
-075 -A 0.15 I 
Q 0.i5 -X J 



- JU) = - 0 625), 



4U 



0.1525 



CcncluimcK csia wmta. cum «i ol^oriunu 7.3, eon «E ciiiil k «jeinitii el raicodo SOfL 



TEsntvrf ^fe = 1l dadin cl psEditictru u y Ul Bpruxinuicitin inuriBl nf^l 

ENTRADA cl ndincm 4c cciiiacirn;e$ C Incd^nilan !os clcmjcnUia a,^, I ^ J ^ dc la 
rnatrljc A. los cIcmcnlmR Jtji 1 S f ^ dft b; Ins clEmcntnH Jffjj, 1 £ i S a, de XO = K*"'; 
p] pundpiclneN 1^ ]v. InBErancia 71?/.^ cl ndmcni misimo dc ilnac^icNies 

S/i.Li\}A la solucidn opnuumada Ji,, ,„ , tttHtsaji: de cfuti se J:tebiyt6 «1 dKimefa de 

Ftsfo 1 Tome* I. 

Paso t MienlTBS (it £ ^ h^ga hra pasos 3-6. 
J Pun f • 1,..,, fl 



hnse * J = ( I - 



P6S0 4 Si Ith - XO|| < TOL tmazti SALIUA 

PARAR 



MalGffal protegldo por derpchos de ^uEor 




7.3 miodos itefotims pom rewAwr sisteiPBS ^I'rTei^fBt 1 

PoioS Tome Jt = t + I, 

FasffS Full- I titomeXO^^ 

Paso 7 SALIDA ('Mitmeru nilxtmo ileraeionc^ e^ocdido^)» 

{PtVtTfiimletHo IfTTtfifHMkt sifi ixUt.^ 



CO N JUNTO DE EJ ERC I C10S 7J 

fc. 1±| *j + JC3 - I, IL lAfg — Tj - "ff, 

c JDLc, -i- iij =t di Xj- rfj -I- 

- + Jjt^ - -M. Jt^ - -I- Jij + ijr^ - ]. 



^ 1*3 + J| + J^i = fi. 
t 4i| - jfcj - Jc^ • 0'. 

- J(l - J^^ + 4;tj - JC^ - -3. 



4 RcpitR ^jcfuici^ 3- UtilizarHlD eI jr^oritrm dc: GBiass-Scidet. 



Mateftfal protiagldo por derechos dt? autor 



Jjjr, P H)u^ -4.il * 25, jii + 4jc, - T, ~ ^4 - -It 

- + !Lf] - Jf^ - - 1 1. -Jt, - Jfj + St?i f Jf^ - 0^ 

i. Delcmune iiaiia aMiiiXi tl«l ^Bvckii? 3 jw liitUiiBuailci y thJhiidu poi^^nf. Kcpt\M eJ ^u-< 
1. Muulif quep(r^ •<r-~> t> 



1i MJiKiAn At lamilU Un^ hMA 10'^ ^ U IWIRUli ^ 



tjJiEiidilaHinHV 




l3li PcnuieslK £l bcorflni 7.24 . fAig^Hfit-id: . i,^^ son vbJdki -Lamcterf frlicoa dc ciiloap 
rci da Af. Daia qua ikl D' * dsVifl " ' y td dc^snniiuiiiSc. dc op pnKfaq^Iki': 

flas Jt^ JKgt . ^ in Uqkl QianckD un -objctD sc cocuenitn niataAo iB el lilfV jj lendri. Inv 

]Hi;iil nihjpui [linn liijf^r. l?<HutKl4H 1^ |7njhabtl]t?Jid«A ^lYf^a H**^ pidi' iltil 

^ I ^Z*. 91c: d d(i|d(d pucdc dcapluanB ^nckiiiAi ijuflrdc o dc jr^ y 



pmcsida i ■ 1, 2, s - J. 



I j 0 — 



M-O-i 1 



■ ''1" 



















p«cii^itieTri«. y dnpohdsifiiil'iyaBi-iiiM-riHi^iHta-dw 

d. Ricpita la pane [bh-con ^ " ^- 



fit 



7a. 

t f = 1, 2,.,., Mfii" 



p*i+2 i (1-1.2 



' .lil^lBai Ibs cfiiRC irmof dir ^ifuicntie labia; 
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7 A Esitimadones de error y reflnainlento iieratjyo 

Dcsd? cl punto vlke^ iniuitivo psiFtceiAffiAflMp qucn si Knurs apro^imaciidn a la solUr 
CL*l s rtJf = b y si el wlnr itsidufll r - b - ^ i lici>c I4 pmpjcij^ dic que j|r|| - Nb - 



r 1 1 r I 2]f3i .[ n 



de modo qiu: ||r|L = 4JiK)U2r Aunquc La nonna dd vedor nudu^ pc£|LicAi^ ttprwi^ 

uiIjmiui rc{u;;»nt|« la bt^rwccioa etc lu ibicai 
{3h 0) tamhiidn crcI urea de In, ■ pcnar Etc {j^uci dillm slgQjfi^viiiimc pujiCD ij£ m- 




glr v^jti^ dc- ]]ec'hL> kUt^ph. [k nn hul^r Kido lu^ Ifhtu^ i^u^i c^lnL^idtiii^«|b<^ 
liD y^cioi ctiidiLa] pc^u^Ac ioftplica-se uiu ApiroxiinxJ^ft exaciiL 

lli-iU=ij|fllJ>|-'H 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



m 

i>micstrad6^ Dado que r'^'h-Ak'^Ax iyA .^.po ii^|uijf, x r i. " 4*^?^t <ti 
Tbrnnu 7.11 6t b ijeccbdn 7.1 ^ 



L^a dtti^M-A^ del lecvcma 7,27 inip^f car jc Ju caniidiidf ||^ ' || y || A || ■ |/4 ~ ' j| 
Dfiecca un indieio de \t coocxidiii cntre cL vcclot jieuduul y k uactitud de Ia ipFoxiiiLi^ 
Jjdciil 'Bi fcnenl, d emir ralatm> |t - ±M]t| n de gnu Mnii % 4t:miiei^^imf-h 
4^;ipa^dU cf^ld bfotw^o pcirel jrahjclo de |]i4|| ■ p^'lan d n^tSiM Adid^N^ 

d4i Ct^fiAlco [i«c|ui&i.iiQ ti i{TKix \mlkt niiun kuiifiarfflA ati loda ^JweH>. 

W>-Jl4||'lJ^-'ll, 



lilt - xi! i Ift/lj 



iJiiM Du&u A H bin owdk-innada h'iA) cft£ ccucA h I y c» mwl cdndkhuitda li ATM) 
es iiignlftf fiTivs^npnle msvof que 1 . PiMiif a e$le DDntutD, el T^mdnu ctuidicidn us nefu:- 
tttia Hiiufidiid rclacita dti que un veclar rcEidual pcquebi in^bcu una jiuiimLilq jifiiuxi- 



del niLiniec&.jJecoiidiciAft noi ijnpedir^^miuLilbmwnu 

Aunquc e| nuincrn] (lir cnodicif^n dc una imJHz dcTicml? pur nimiileid ^it Uji aivmu 
dc to niBlriz y dc f n invcrui, en li pr^ctici cl cdlcuja dc la imncrsa esAA %u^ela ■! cttui 
ndOaadni y c^ndhE^lfl vxpcllhol cod <^ it efec«ScA bM cik»lliu. SI |u (ifKraC^Doei lit' 

CQPdici^in dc L& miitn^ ^ ci! la nnrma de la msirii multipdJcada. par la nnrnia dc la upmr^L- 
nuctdn 1 inycTM^e 4, la cual se Db4ieiie cm^eando ia iritmfljca con rd[^lo«. Pc he- 

pleaodo la arjuQ^uc& coa / Oi^wt y la eLtminaddn ^auf»laiia, piKkuiius dAnHHcnr {.v^a&c 
El^irii, 4irT4?>^:«l y^c^iAi^lifiU r pan Ift apnnlnucflkl i lidis 

^ pifljf It. ft{iW(iiiiAcld^ interior pttodc uUwaii^ic UEif^tttteiisi^ nuihtKtot^lbc^ 
Bpraiimac'lCin 4upnn« que lc^J?5i la* opcriicifirr-i ntiliJ-Jtii^is eifi Lii elimin^kifln ^sivsii^ma 

tdcnloi no rc incrcm^nifl niuctio c I niiifnum dc cfpcncioncH dc cdlcuiD; «d«m^ w ^limlna 
Murrt eneleiLuiiJfidjdi^MiHl^ , . ' 



I 
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CAPiTULO 7 • Mitodos iterativos en el dlgebra matridol 



Por tanto, y es una estiraaci6n del error producido cuando x aptoxima la solucl(5ii x al 
sistema original. Las ecuaciones (7.20) y (7.21) implican que 

llyll « ||x - x\\ = !lA''r|l <p-i|| • ||r|| - l|A-'ll{10-'||A|| • ||xll) = 10-M|x|| K{A). 

Esto nos da una aproximaci6n del ndmero de condicidn que interviene en la soluci<5n del 
sistema Ax = b usando la eliminaci6n gaussiana y el tipo de aritm^tica de digito t que aca- 
batnos de describlr 



m 



10^ 



(7.22) 



EJEMPLO 3 El sistema lineal dado por 



1 my^ 



3.3330 
2.2220 
5611 



15920 
16.710 
5.1791 



-10.333 
9.6120 





^1 






J 


u ^3 - 



'15913 
28.544 
8.4254 



] 



tiene la soluci6n exacta x - (L 1» 1)^- 

Con la eliminaci6n gaussiana y con la aritm^tica de redondeo a cinco dfgitos podemos 
obtener las matrices aumentadas 



[33330 
\ Q 

[3.3330 
I 



15920 


-10.333 : 


15913 


-10596 


16.501 : 


10580 


-7451.4 


6.5250 : 


-7444.9 


15920 


-10.333 '""f 




-10596 


16.501 i 


-10580 


0 


-5.0790 i 


-4.7000 



La soIuctdD aproximada de este sistema es 

i ^ {IJOOU 0.99991, 0.92538)'. 
El vector residual corespoM&c&ie a i sc caJcula con doble precisi6n y resulta ser 



r = b - A X 

[15913 "I r3J330 15920 -10.333 

28.544 _ 2.2220 16.710 9.6120 

8.4254 I I 1.5611 5.1791 1.6852 



[15913 1 [159! 
= 28.544 _ 28.2 
[8.4254 J 



1.20001 
0.99991 
0.92538 



15913.00518 
26987086 
1560367 J 



-0.00518 
0.27412914 
-0.186160367 J 



por tanto, 

tIrIL = 0.27413. 

La estimacidn del ndmero de condici6n dado en la explicaci6n anterior se obtiene re- 
solviendo primcro el sistema i4y = r para y: 



[3:3330 13929 -iei333 1 f Jf, ] [-0.003 Ml 
2.2230 16,710 9.6120 y-. - 0.2741 J ! 



•■■'=■"■= • .lt>% H-WPI — •' 

r-l.l7[*l m ^ -l.498J^]0 -i 8.MI&X10-' 

J^i±.\ 6.2732 ^10^ 1.2124 X 10- * -,1.W>ri2 x lO"-^ 

■• -6.ii«iXiO* IJMSXIO-' ^LWSJX 10-' 



'£] lfi(Hnn&7.1T implkj] qiH = 1.0(41 >-piU= iSS^i 

lAjH^sffe^i^Mtectniip 7.217 p«)LfiHi|(^pNlQi:i^. 



hii La ccuai:l6n ^? .21 ) uLi Uz^mijt lu HtLrnw-'ddn f^%.- X . iHmde y est Lu ^uCt^ api^ 
ddn dd" lineal -= b e^uci 3d apmutimaci^ orlgjtti&l i. EI tnMutlt>ffl 4jue ^ ^jpl^ca 

-jilbi^fHilH^l^ h^fill cnnscgiiirTcsiillH£lo!ican uni cxactilud ^ali^fjictcini. 

Q pns«K>«iipl]Cii ttitJiyjibt tu iLricmfttlca dc JdiEiim y. tj A\ (.■^) -= (O^.enihinctfi tlici- 

p^qUftO dc kn f ^ -MjT'^ '^V d^ghoi- oanQcbiii. Si ^ <E:MfTia eali liiiilt -dtindiriwd^ tm P 
dcM Flwicnnt!^ ]tidlc;ajin que In SLi]vci6fi {^A41£Ni. Loa %isiciLii^ ivid citiHlldc^nuJoij iatti- 
tiitn pucdcn mcjiiranu! rhzlI^. ^Ivdcji el tiiz que la rnalfL^.^t nsli. Lin nsiJ crinilicinfLa- 



Renjwnlcma HcniUvo 

ENIXAIM d niimrro tt pcTiario^* e tcKt^niUs HI llH dcmrfiim 1 S J. ^ ^ tt ilf b 
nuftrir. A. kn ck-nirnloH b,^ I S I ^ mi ik b; rl nilmcni iruiLmiii ilcracicHKi Ij t4l^ 

inlcruDnibLua Jc rrnj||.kinH. 
AU4 r Tcmet - L 

ftHfl i l^jfn ^ - 1.. ; A tCiJLzy lc 

J- 1 

nmr Si iii - hL < w cmttwcs !^Ai.ia4 1 

PARA a. 

Paso 9 Pva f » Ih . . . p ir iwhi ■ Jtr^ 

S AU£>A { 'WiinKTO mi^niK) ife j;lcr4:ime^ ci^^cilukt'X 
SALIDA ftvyA'OK 

h^hAk. ■ 

$i If mnptca la uriEiT^fka de I dfgtbcH. un pn?cediiiikifii MkcuailD para inJmuRVir id 



Maierfal protegido por cferochos de aulor 



'^i^tK^iSHHr-^^^ 

iOJ = i(i> + ^1) = (tJOOOO, LOOM, 0.99999 A 

- (ki002 X ]C ^ 2.095 [ X 10-1", IjOOOO K LQ^f. 

A ]o ]ai;gu dii esla ucciijo hemui sujmmuIo que en el Ubteinai limul Ait b, la. matnz A 

cit vcjt dc A* = b. En EruHdicidnAiAMUUiTefiH sL ||£^|f y Hfl pe^udflu (tad onlHliai 
U qritmftkia dc r d^Bilns dcbcrfa producir uiia Hnllici(^ft 3c pan [u CLUl] |[x - ifj esdo- 
m^^cljlWfcpBQlei^ Sin crahaigp, EjQ d t^^w dp »ijilcfn£|s; oi^lI wndi^C^^dof 

1 puEdiMi haccr qur \\x — ti\\ sea (naudB. Fit ^igdciita leocQW lElacHHiB Ian pei (lutwiqwP' 
del Ri^infl I illegal con cl aimcra dc «nflK>d^ 
•ftludo- St ensucntta co ^(Jr2^ p. JJJ, 





U csynwiftn oi U ds^Mw! (7.24) e£i(£b1)e« qm, li 1* muh A ot* tfcn gqwII- 

Cnonf^da. (^is^ decir, si tii> dt±tt1fl:d,adu jininJ?}. crMcnceS- {^amhicK [fcqLJcflns ^ y b 
lATOducLr^ L'dtribiM f^U£ik3;(rn la ^lusiAn x. cambir. A C^i msl C^rKlLCiorada, 
ftW» 1^ r-Binhiici pcqnc^ dc A y b pwdcn prodwlr taiiiU^fi CiJinbiJif jjimjifs tn il 

Mtfdianlc 1.4 an^llij^i k [Ic cmir hacia aftrfe dc Wilt inson f WiJ 1 ] fi f Wil2] k podeinos de- 

imMrBr que, 5i U climLnac^K^n gausAiaia ran piwceo empki jhifa itijulver^jt ^ 1) en la 

iWiBM^i^^ M lo jirtcrici/<n) n ^ en d pcwife ;S 1 JO Kn* + 

#1 



Ci;))ttJt^N|0J3!E EJERCICI0S7J 



lii] 



[t.ouugl 2 J 



I -1 -1 



1 



'4 ^' 



] 



y^i + 7'^I-77- 



2 

63 



MISI^ I E 



If = i W. I v. 



«. Jf^ - - - 3ir; f. 0-Otj , + 0.011, - 0.01 Jf J = 0.06. 
i| - *l » 0, 0-i/^ + 0 - 0.2ji3 = 0.3 

^ jj = ff. jr, + Ic, + 4jr, - 1L 

-W- i-p|l-SI75&fi.0.fi^-l]1:M,l.^ia7/. 
1 = <-0-l, -115, -3. Hy. 1 = ( I 0.64. 1 .9t. 

JL El ^F£craA Einul 



[ 1 0001 i][jS]^[3t»oi] 



I 2 



j[i] = |3(i>i} 



4l E3 listnu Imul ill = b dadp ]xh~ 



[lOOOGI sjfjri] [^JOOOOi] 



line U w4ik4^ M . 1 3'. U» 1i ^dini^pt* rp^k^ifS^ i ncft -diiniirK pm {^Irtnt^ U ^i^cMa 
del Hi4€mi poUirtwlc^ 

JjDODOI 



[i.ooooii l][4]*[^™oi] 



1 _1 _i _1 _1 
3^' i^^ ^"^^ 3^' 3"^" 



1111 



III 

1 -1 -1 



b C^dnilc cl ikimCTD 6/r ccKHliciiATi 3a matiiz pan d s^ehh en irloci^ 



10 -I3<> 240 -I4fh 
L-MO ]«ap -4200 2KK) 



' as 


-3oa 






«30 


-•300 






26880 


-15600 


1 \m 




rnvi 






-1400 










. 690 


-126100 






44100 







' L " 






0 












0 






I 



dt ledHilK i CnCD d<{|jn )r dttpbdt 0«^p« d en« ttii tittl ci 



con tji 
tai724). 



ri.4 141 



4CS 



El at^iodQ del grHdiente conju^dd dr HrsDtJiD;; y \iUsie\ rue dcunvllBidD ori^bnal- 
vjtetc cmw m PtMQ4o il£nK*& diKiwlo jnui tevg|v«r un ^silntia IHiwul i X id defliddo 
po^ilhi?. Cf^mo md1odr> di recto, por 1o j^rncrii] q\ inrerikir a k diminoicidn ^jHU^Rtana con 
pivtrteok pvci unbvs m^tudt^ii reijuiicfeiin piis4» patft JdtAUljUr iLiu wlucidit > loi pasaa 
dd ifiAodo ^4:1 Kt^i«n(« coiyii^o Qtoiti un cOMo nii^ Q cflodw que ]» I& ^ibaP 

Sid cmlbBf^ci^ el m^todD del gradirntr ranju^adn a muy dtil c^^mtt mcUKki ileraljvn 

ci]cbJte w^H ffllit eficK^it, Si 6b/latMA'butmi KtultAdw dphixiiitsidJiiiKntie «n pmn. 
Eu^leadu de ifstu tniUKfi, Ale mtmdo ta ^TeCtriblc jeobn la dimbitiiddi fpumiuu y 

^MiMit M PcHbn If RCflil. Ea b ie^N|(i 9 J ipaqMiiqiti)^ «tP awtaiiL 

QuDdD And^fnoda pcnitiva, (:«;AiJ > 0 a menus qilfi ■ ^ 0' A^^HoAh CDOID 

El MSMiflifiC R«9ta|(^^^ 

Material prQtegido.por.dereahos autor 



+ m * (k + n-, A% *■ tAv) - 2ix + rv, b> 

- (jc. ^3£> + Alt) + i<i£. ^*>. + ylv> - 2tt. b> - 

i»j£^i* CTyo CMC |#- 

SufwnsafflOi que iolitrice Air - b. Eacooc^ >(v, h - Aa.^ - 0 part cuaJquici 
iPOf lidiei>^ que ei vcctw que minimLEi Eirtracu, pui 

b ^ A*? ^ 0 y. ca awKscucacia.^x* ■= ^ ^ ^ 

Pn iiucur cdq d Bitoda del iriadieKte co^Jmado, dc^iHi Ki "in iMtti^ 

flpmKimj^clD i^e - b ¥ V * *, pM oNewr una JfFiw/rM ifr cn la cr^nl 

^)4J!se i[^ 1 j»iit ixujorar aproxinufi^iiL 5ta r b - Ai d v«iw rt^idoaL ^Aociado ■ 



Sir ^dyti^yrno Msn EUlD^unabih cntonLTS X -I- da un cilt^nar ¥3i]ur di£jf 
puilblfnicpiE mvt mil a^cita 4* que I. EsU ^uucK cJ ui|)ui(eTila ra^todo^ 



Pflra ckjir las ^3iJ^pcci□ncs cfc t^squp^a, vvnnos 3 J COFTW uni flJilcjiJra dc las 

A] caJcular las deiivadis paitiale^ con lespecto la^ variable f^amponc^ncc x, icncmAs 

Pot ivuc, ct gradicnte de £^ es : 

donde cl vbctQr f cs c1 vector mtdual para x. 

El Q^lcglo 4c v^as i^hables nos dice que la difecci^ mi^imo de^emia en d 
valof de b difticcidd dada - cs dcsctr, m ia dircccwn del [c^idval r. U 

loilDdQ que djf c 

llama d jn^jfi(Kfe dSf manm^ descmw, Au-Jique en la secci^ 10.4 veiemos qy* esM 
miEodo ttene nhSrito pajm ti^tecrias m Wue^ie^ y pidbkttm d± cifAimiz^iiki^ no sc usi 
para lo^ ^Liilrnias liDcalrs [ld?Hlo a liu conv?r^cncia IcnCa- 

Un irctDdo altcmafivo u^ un mnjumo dc vcctwc* dc dJjiccciaa no autof {y^^\ . 

£sto le lloiM cQodiddn de ^-onogjoiulfi^ y tl Hconjunto de veaores {v^^^ .... v'^^} « 
^-WtOgOIiaL No K difwcil ulD^Ciar qyc un conjunlo dc vcdntn A-ortagmaJcis asqcaa^dos - 
con ] J matiiz <fefinida pc^iciva A ^5- lintaLmcntc iiKkpcndirale. < Viosc cl Ejcrcicii? I M^h) 
E^^le ODfijuiiJlJD d£ dir^icM£& dc bdutjUEdz da 

S siguieme leorema mueslra qye esia etecd<^ de dirbxiunc^ 4k busqijeda da la 
tOAvcfJrncia eu a 3a mis n pasos^ d£ imdo q;uc oomo m^todp dirccla pi^ucf U ^li^i^ 
Exaclz^ ^ponJcndo qur ta ajiUn^tica sra cuacU. 



4 



Material protEgido pgr (ferechoa de autor 



L» prafriall^jq^ Ji^-^^ invpllcn, pun cada it. 



DcbadQ H la AHHtqj|(i«ald!dad {y*^. Ai/'") - 0 para i ^ k,(ic imdo ^ 
EJEMPID! 1 QoQKidqJcp k ms(tit ^BpMt poutix^, 

^ 4 -] . 

Sc^ V'J = ti, (J, O)-, y!?! - U 0/ y v^^V^ (-3/7. 4/7* i/. Par cikulo diiHSft 



k 4 i]fcl"[-s} 

:^dPl^dH^ iQ ItHe K llama un tuMa M ^^ttltcei^ OMji^^ii^ tl si^ulcnbc teuiemn 
Atb^slTD 1u utlu^Aa]] Jitd tit Im vruUrcs re^ldujlra t**"^ y Uji ■'fcclitm dc dlccccidn y^K En 
cl cjcn;idu U w cgmiUcni uu dcmostwi^ do cse nauliBda nmUigtc inihiwidn pvId* 



°1v|ff^0<i^ W^^] dura.nt^ ?l proc£>in ilcir Jti^'o ^ modo cI()k» nnuodjet scan 

ft". 



Slxl^'^efl Lfaialacidddc/l): » l^ hernia tenuiniidu^£tacadjDL'fHaii^ 



Utaa vex elesido cikulamM 



i??*^^*f*?ir^^^ rim 

Ea vu de ptesefiUir un al^oriuiw pan ei mdtodo del {iradienie co(U]Uf(adp medianu 

■ mnqpc 1a re!<pur!ita ckAcla debertb dbtenerse en n pases, tma no « il£u$I. Cviaa miioda 
diieclA, el m dlodo del gPHlio«A6 conjujada no eitaa, bucnn cncna k duBUisiCMJn giUS^uiDi 
- coaptMirtcQ. El pbiG^ va dd intitodo M. pid^illiwfiiugado sb cmin ntflodfl iMn^vfr 

Malerial protegido por det echos cfa aulor 



7.5 £t metodo del gmdiente conjugado • T § 473 

aplicado a un sistema mejor condicionado- En este caso, con frecuencia se obtiene una 
solucion aproximada aceptablc en cerca de Vn pasos. 

Para aplicar el metodo a un sistema mejor condicionado, queremos elegir una matriz 
no singular de condicionamiento C de modo que 

este mejor condicionada. Para simplificar la notacion, usaremos la matriz para 
referimos a(C"0^ 

Consideremos el sistema lineal 

donde x ^ (? x y b = C'^ b, Entonces 

^ A 5 - (C- 1 AC- 0 (Ox) - C- » Ax. 

Asl, podrfamos resolver Ax = b en t^rminos de x y luego obtener x multiplicando por C-'. 
Sin embargo, en vez de escribir de nuevo las ecuaciones (730) usado r^*>, v<*\ i(*> y jj^, 
incorporamos el precondicionamiento de manera impUcita. 
^omo 

tenemos 

r(*} = b - A 5t^> ^ C-i b - (C-^ AC-')ax^^) - C"' (b - Ax(^)) = r<*>- 
Sean = v<^> yy^f^) = rf«. Entonces 



de modo que. ^al- b Y 1 . t ... &i *.QIjAf 



Asf, 



AdemAs, 

= x<*-') + ?^v(*). de modo que C'x(*> = Cxf*''> + (7v(« 

y 



(7.33) 



iTKKki live 
Per ^IliiTlq, • 

El m^lodo gradients oofijugajJo pctcuiiidii^iutiadd ^ bosB cn cl ii» dc lai 
«u^ar»9 (7.31) ^ f7J5j en urdtn {7.32), (7 .33 J, (7.34), (7.3 1 J, (7-35}. HI algoriima 
7.3 iitiplumld essie (ffiiccdLmicnki. , 



ENTRADA ct niLrncns dc ccuacirmrfi c incfi^nilia.^ taR ■cntrad^'i 1 £ J £ n la 
iTuitriK A i ks icntradas £y I ^ j ^ n licL v4N:l4^r b; h% ^rtradas y^, L ^ tj n de la malril 
dc prDcdndicHHiBmicntc] ■Cl'~ cntr^aj; I ^ j -S n la iB|>rDX3nvu:1<^n Lnicial x = 
eI ndmcn? mdiimn dc jlcracinng:^ /V: tcilcriLTicLa T^/h. 

5ALIPA Ui Kitlui^Mn ^itiXifDitda x,, . . . a„ y c:l j^»JubI . o uei menjuije inditaincte 
ftJM I Tome r = b - AM iCaicMh r"^.) 

Pwfl 4 Si IMI < TOL CTtiiocw 

S ALfPA ( "cm nes-Jduar L r , . , r r ^ j^: 
PARAR. 

flJM S Tome U = AVL (/Vpra: U = A^^*')- 

MaEDrfal prolegicio por derGchos aLitor 





I 

4 I = I + iv: (fl"^43;x = 1*^0 
r = r - m: O^jto: r = i^^^j 

f flSfl S SL l^fl < TOL cnctsncri 

*i l|r[l < TOL entonces 

SALTDA rVtccdr stilucifia*: Xj_- - . 

i - t + 1- 

Fcwtj 3 Si it > #T> cntcHKfs 

fAJlAR. ■ 



El ^£U]efll£ ej^ntf^lu ilu^Um l^rs calcruJ« cn un problems scncillo. 



EJtMPLO 2 El T^^cmik tinul Ase = b dadci por 

- jc^ + = -24 

licfie la S4>ltidto 0, 4* -5J' v fue tcmidcrada cn ri cjcmpb 3 ta wcciftn. 7.3. En tse 
ejtfmpb usoFDn rl m^lcdo QiaiiRF^Scidr] y el intft<xJo SOR. UsartfflCW c\ m^lddo del 
^radiciitc oonjugikJci sin precondidoQami^Qio, de moAt» q«e C = ' = A Sm x'^ = 
^0. 0, Oj' Enlonces ^ 

I ffli^ h - Ai^J^ = b = (2< 30, -24Y; 

V w = C-'f^> - (24, 30. -2Af: 

a = <w. = mz 

ii = = {1864 2I6.D, -126.0/; 
^nm^^- r,T<"J (3.5257751 96. 4 4071 l649Sp -3-5^57^^ I y^yi 




_4li_ : ' 



it» - (3.S5BOH 121, <J4B971?39t, -4:934222l<Myi 




II = fyycn =, (ai014Hy8976, -O.JCWtf>i2iO!W, -0.^1286(253554^; 
1^ - lJ926aS0a8L 
S?'» i2.Vm9ms, ♦.(KXKXKWdl "4.»P9lP999«yi 

ri(!quiri6 34 iieraciones, y c] jnftcitfci SOR, 1 Kquiri^ M i^fr^iflWA para ima 

pretii&ii^ii iki Sin einbv|(\ <lebcfii» (tetKar que ca este ejem^ osuiskh 

r.l upiKoiff cjtrnpln ilisHin* el efecbo dct puccopdidyiMincimj cn un* imlrix pc- 






'4n 





0.2 


0.1 


1 


I 


0 1 




] 
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-2 


r "I- 
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0 
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-1 


-1.. 











*• (7.85^7 } 307 1 . 0 422y264fJ«2. -0.0715923i9(lifi. - 0,5406430 ] 64. 0.0 ] 0626 ] 6286?. 
La maliiz A u Biin^ca y {tefinidla positive, pen «iiti mal cundicinnada, cca ntijacEV^ dr 

jtAifvidcHCan 1^ m^bodo^ iccAlivot d£ JKDbi, Gausis^SeMcly 5CIR(inia«i ■ 1 J5>y oon 
bI m^kKlD del gruUcnlc coRju^JuIn, end C - f Luc|;9 esldUecemus el pncondi- 
i:ifli[uiraent» tUgKnAa como I* nUlriz cuyos UlM^ di^naldl KO loa 

nc^HWH dd Im nfect cqipdiwb* dh 1^ ^(itrtdk* diagcMialM 
A. Lm iTKuludD^ ipazBCEiii tR t« l>bU 7.5, El R^M?d9 





de flcncxnc] 




Us" - i^lL 


JUQfai 

GrwUMilc -coij j.gailD 


«v 

IP 
S 


(7jS6377I4I. a4232(H(n. -0jD734a66Pp 

O.OipMWJji' 
l7^i41S2J,i>.«2*S6T7, -«.&7J4im 





EntGH EiNlEFnu dfhcn mtot^vow pfirri ^proiiniiir ^dl^vcion^f;, iJc prntilc-m^:; -con v^orr:^ \iz\ la. 
frontcEd m ficiwdfli*! dUciCTJCiMlc&^Ttlin^j^ (sccpkmc* IUh J 1,4+ 1 1-5) Micntrayt mil 
gnndt u d lUttii^ itittim^^ conju^ pun 

ndm de ouaei d Mfamn dt; llavibKt jscccbari^. En «^tn ilfbemai, li. 

motri^- |^cvi:iriJpdiin,iTiiknidi C fid ^israxinudAmefilc isual a ^ ch k ru[?h?^^L-(^ 

lilif^d^ Onlflb ptn -obtafwr ki ^ k Uuna vn Jkoidw^ tecompiletL mde A 



.1 4 



I.J II 



1 i I * 

r 1 1 ■ if tMrt iiaif liii S^tMm 'Mi't^^^^*^. i^iSSLL^.J!^ ...nL^^i^ 

bb R«hi»cln cl ililE^ liiKai D'tcduiuc eI mAnki dd gradiiHili: Einf{u|^dD ccn una oriCindup 

+ -IS. jr^ + 4ij- j;,- ■■4* "If 



iWDiHrvMducjubi»i« 4itJ laebtina IjtiiiJl jIk - b L'oni luij pwuidnde |0~^ tn !■ dehidi 



4, 



iJ >-ecd-l.2 as. 




rj,l,3L4>,*.7. B/9LII. J^I3, 14i. 
^ \ li. 17, It JUL 3 1 22^ B. 3*i 




yaleri^l proteijgiido por derechos de autor 



1 - (I, -I. iK2,hfi, -I. a i J. -itO. it itOt - JtO, ^Lfl, 2y 



~ 4 -I 0 0 

\ * -I « 

0-1 4 -! 

L 0 ^ 4J 
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il 



Se« b « ^1. 2, 1, 4. 6. 7. Ji. y, 1.2. X 5. tf. 
nliiiujn dihcinio itcucioihis? 



M^tarlal p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 
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irtsi ]iA£aki. CdMtHnzdfnra cdn el mduxJo^e Juobi y el de GBUsS'Sdidel, oumo una inEnO' 
^uccj^a Jt oiUHi at^itxiLUMv Amlbu ^c^cf^Epp^sn ihiji iipciHlnwcidii iiucial lyrUlFiiu 

55^K^) „ ^ri + p_ 

EsEW fll^^D^ jt^aftjvos y mndilicicirnici $e unpLcui unpliu^cnlc en la mGlucion 
de 1h livtefim Uimki qi» pcHUttmU pHq)i$^4« ■<« pmbkmaa nbr 

cHHLHjiGE con cl dc ftnncciai y dc Us ccuacj^nn difc^r^nciLJiIrE pArtUJel (v^n^ IdA 
capitulosi, 11 y L2>. A mEniid{> rsidft aiMjtin^ cxtjensu^, cun mfiy de IO{KX) et:uaciooes 

pDiktofiat plHl^^ UWrtfiA^^ tfiu^ HO ttilDi s tfm fiAciiiu «w- 

tDffcn tot- pK|UEAia cQ^icfe^E^iiidQi y Aj^wJA^i^ fdbMjDp -^pifi- ccfiilcDcn nttSBidM' 

kcimlJvn iQlrodiijcicnclQ un pfrcqndiciafoqiij^^ &[c jiFOducc un iLsLcma eqiuvafcnce de 
it^h^^xxt^^ tipmmos^ ia^Mmrm^^i^ iiiiiidbati/lkm de homttsadA que d ilBteu 
original. La biUieHvca IMSL 6^n^ bi fuhruliiu PCGRC ^ « im jofiodo dB^jpidteolA 
tfiniuffldo pfKondicionado. La. blbliDlrcfl. NAG ticne varLas- ^ubnirlruui con cl prcJij?? Ptl 
pBT^ rcso]¥cr sisleiTLB^ linealcs £tl fonna it^tiVA. Tgdal ]^ iiubmiiiukii sc ba^san cfl liab^ 
Ki^Jw. Sud {^) Ifete m jiiialipdea^ de 1« irtft»itel^ 

sfcifrusjiiM^iiLi^ de Kfy3tifv. La* p*](iG(c!i UNPACK y LAPACK coflcieiieii siLo mflodos 
due;^ f#Mfflia .Jy^flfldcH;. Bin nnl34^ In^ paquci^ cnnticfun muclpt 

vgirlog nj^iodo* llec^livo^ que i^intil^ se havat en subcsp^acioi tie Krylov, Forejeinplo. el 
pjira cl pfttnndiciafi^injcnlci. 

Lo^ cutu^p4XHi d^ numcro dc i^«HJiL;LOn y de myfUi£ mol ttndLdodHlu tie expu^iei^oii 

CQndiciQDadAfi y BdcnnSn □f^cl:^[:n ura CKCimacitin del ntirncm do! cnndjckin. 

La subnitifuL SGETRF dc L Af^ACK /atiulizA la nulriE ital A ra una tkclcirizACjdn UJ^ 
ItfepbfckHundD d wtanndesti) de reqgteneilri^i^ U de pflteutftrite 

dandc PA = £f/. sutwulina I^CiECON tMnbien flffW* el ni3men>^e cwvrtici^^n ^Qy\, LA- 
BACK cualiJi lul^^ pua iA«trk£^ Hpcdmlw ^ n^i^cjc^c^ SP^fTRF c{e^ 

Matefial prQtegido.por ^lerecihps cte aulpr 



i^iJW mejortti una sotucitTti dc un diJteraa linul mill i'on Jid-:in;i Jik Lis sulmiiinas pnicbiiA 

tnas cK^U po^bLe la prfidsiDd qut dfrerc La compuudoA. 

1« sisifiitu^ ]]ni^fl]ci, pwd4± cMsuLtnr m [Vnr], Yuung [YJ. Hjjg^mi^n >- YoiJiig 
[UYJ y d iitm ndrafie ife Auluuo [Ax). Urn m^tuduit lEcralivos pum !ij»kiniu granJei 
iMfia^^ nifa^ [Baitl,UKitHadilKAi:j Ktlky [KjtUty] 



Teon'a de la 
aproximacion 



J^Bi Ir^' dc tlookc ralahh^c que. cuudu » upli^ii uiIb hiErUi y UH 

ima rtmciAn IfmsT b fiic ruiipllwdii. PudcitiutK riblr In tidntldfl 

rkiA piiin f stitnder d. rti«orte i unldAdes^ la con^tunu i^^ r^rfr^^cnu 
la kniiltud dtl rt«aiie sin que »edpllqiie rtieru alRiuiM y li cqn^lan- 
le it ei It CMUtuile del remUi 

f 

14 

32 
J4I 
H 




It/ - n ■ fv^j 



SupMfcamoi que qurrettiu delennliwr U ^uAl^Mt At un 
vortt cu>ft liin|^ti>d InlclMl d£ 5 J plg^ Apllmnaa nl rtiwrle Ifts 
nitnaA dt 2, 4 y Ib cui^uill^iim^titje )' ab^wrvimos qu^ lon^- 
tud aumenta a 7.^, 9A3f 113 plf^ mpfctlvrijticnle. Un dnAllndA^ rdpl- 
dn mh^ra que Inii purttiK [it, 5 ^li 7^0), (4, VA) y l«, I2J) ai» h 
eiii:iM»atrjtn nucianuott en uiii Ifnca recta. Aunqu? pralKAwiii uU- 
UuT un par A£4}alaiia dc fflop ^mim it dMi^ p^n aprPKlnur ta 
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ipTOJdJM mijor todos lu pujiluai At daLo^ pam dcteimjur Ifl COEU- 
lanlei En cl capftulo qw ■hon nos ocupu faltbdidmsti^ nie tipo dc 
dpmcLdiiddii; U ajilicacridn M re»rte h Inclujfe «ji il ^erddo 7 

El t?N[udEO d^ Ib Icurfa hi apn>ALrrl3CL'dt i^fti|!^[Cihj^ do^ gdflcr^cs de pnjble- 

un lipo '"nk^L^ simple" d< elli — un polifi^rrti^. pot ejempl^^ nut am iiiir%-A poni dciEneJ- 
nar los vdorts apro^imndot^ de UiU flid^iLWi diitk. El crliu pn^tiLcma dc la Icuria ^ reJ'Lm: 
a b 34]Lip4acidn de Tuticioi^es a cicHUAi dfilic}^ y u k buTujucda df^ U fund^n ^'i^tima" m 
una clase que po<taj)KKt empleor icpir^nEar 1o>f douas. 

Eji c] ciipiluLu 3 nuH fKupttmcH dc ^mhoi; pmhkifl^l^. El poll nnqnl? ^ Tliylor de gTKdo 
F! alredHJcM- del ndmcn? MnAtjtuyt um eicelcnlc BpwsirnacWii a tisa functOfv / di- 
rcrcnciablc nuEciplicad^ par <fl + 1) ra uu „p«qiieha windaxl de ^v^^. L>oh ]x»]inoiiijos. in- 
icrpolanLfs dc [^graji^^ mftiis ^ciKJ^ImciTteH los |Xiliii?DiiiiDS osclEitntes se initofun luih^ 
polifi^imios de apTOxi macL-flii > como potmc:miu& fmrj sijuMjir deknuhawJ^^ dan^s. En e^iS 
cap^iulij c}^p1jc:aiino5 104 (rmdorcs cAbJcos, las Ijnutikrjt^nei^ pur^ esiiis ij^tjdcaii, > tamtri^ 
M ir&Tjui 4>4ras rutas dc cmambenlo. 




&1 AproxJinad^n di^eta par mf nimos cuadrados 

; CQnaidcnennos el protikm;ii de c^tEitLai lo4 va[oK!$ d« una Tutvcliin en punli^ no tjibuladcs, 
11 contAmos con los daloii SAperifvuiiUiLles de la ti^la S.l, 







^1 




1 

A: 
■ 5 


1.3 

7.n 


I 

10 


lOLl 

lis 

13j0 



Li rigim 8. 1 muc^lm iina grificii dc J<7s valom dc la Lul^a 8 J. Eita j^rifica Mjgjcir 
^uc Id. rctaci^n rr-ai cnlic x y y lincflJ. La razdn pfDhabtc dc que ningoim recta. Tic aju5:fi@ - 
a CHlDK dalmcK que fSitaB ttenen rLcrln ermr nn cr ra?nn3:hic exigir que- 3a ftuici^ii lipro- 
- fiiniojcJ^n cfiincida ciartamcnlc Ern dalo^- Dc hc^hw tnJ TunciAn intrfiducirfa oscilacio- 
^CFi que -nii> c^lal^an prc^^nrc.^ cn un inicin. For eJciiiplOp el polLunmin dP jnlcrpoiajcjAn dc 
Tl^'cnn ^riLdn p^rA El*^ 4aEi^ que ^p^f-occn cn La fagura c^bEicnf cn Mnple incdsLHJitc 

k>^ comanda?^ 

clarQ que e^c pnlincpmio cs- uu mal pfcdictordc U in(Qrniac:i<^n cnifz do los pun- 
tm d^Lo. Serfiji iwjc^r cnronUar 1^ "nvejor" f^n cierto scntido) recia de apfOAimiki-flfu aun- 
qiiif i^^ no ccnncLda con Jm diitcs en punto alguno. 

MatEjrial protegicb por dsrechos autor 




Sea OjjTf + el i^anwi valctr tli: la recta die sproxinudt^n y ¥f e] Msiimo va]or dmSo 
pura El profciema dd Ecnww la ccuaciK^n ^ ]a m^or apnsAuiuciidiii liheul eh el stiiEidiu 

Material prj5tefSi(io:?>6r^^ autor 



die c^i que mfdjmikBii 

£1 iuA)odii.d^ hUidh citidndH {wi itKriver aiic pr^Mema nquien {tclcrminoi 

c jati ej3ifv lui viyjom de ^ en U lint'^d aprciuiii»:i<iA v k» v^imn dc ;v ^^ob. Ptsf umo, 
f^vbwt^ ^ y que 

in 

J^liiiyya^ «i d [tfWAdjdain^ mdi Jhkdudo pim daeeoddiil 

t0^|]le|ocu aproKimackiae^ pcfo luy iJTipormntei £CifiA.ldcrQLia«« te^^rieii^que l4 

r^Lwire^en. T-l m^iL^Lh aiiiniivmx ^ewulmcncf 14" da denials j:iilo valM* rvlaiivo ;i un pceiuefijQ 
cl^ETiCitiu- litt diikiK ^LIe i-dHiJeitt \iti gran ^tTut. LL nh^Likki jiilizj ia d4i^viit£:idgi u'hKuUi^ 
li-ilffl^lraieiK» pntoadii dL «nc ei: iniiDi punraip dn dv uifkliilitE^-^^^ i im 

pM^ qiic ChEd tniLy LilfjttdrN dc Itl Apivx ImLicldrL El tn^iodo de mfnJmoji cuadrudjAi unce- 
de n] j^u/ V4iloir t¥IiI[ivi> ^1 punio 14 je± t±s[A uLej4idi> del r^Mu duio^. pectj m fVrmirirA 
dixr^liqC' cnUTui4n[<e b ■pruxiiotuii^ lUJcdA [n^s pLuA ^jCj^lii^iir tJ 




mm m hp* 



p 



(-< (-( (-1 

fll = 



jii 



ETEMPLO 1 Consid^ Icis «tal« la tabla 8. 1. Oblcngj la linu dc nunirrKisuiiadradas que aproAiniJi 
tfrtrcB. y CuM^lB 4k b. l^k 8:2. 
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1.3 


I.IS 






4 


7,0 






^- 


9 


12.6 








16 


2D.G 


5.79 








35.0 


7J3 










DJT 




m 




70.7 


lOivil 






64 


lOO.O 


11.94 






SI 


It 7.0 


13M 


10 




100 


156.0 


ISJ0I2 


55 




3ES 


571A 





Ijis Kuacwncs nonnailR {SAi y ti2) irnpTtcan que 



yque 




. di mf lodfl dfl miiumofi cuadnuhw eo Im jNuHu de dalH. Mi 





Material protegido por detechos cEs autof 



f*| f^l ^1 HI 

■m t~i ("i t~i 

I 

IJiMPlJQ 1 i^il^jH^ Iw dirto* de li tatU 8;3 ocai cl pi;i(i^«id0 ife wfolnw ouM» 



! , &*aU + 1 . B7S*fll + 1 . i>fi2^ * a2 -5 . 4514 ; 



M^tarlal p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 



J-1 




0 0^ 1^ 

l.tKlfifl J.2Mrt I.MH7 2.1 i™ 2.71*11 
Pisf) 97740 IJ^SI 2,U7» 
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>KV3lss«lD,0.2S,D.5,D-7S^.l] ? 

>i : f i t f 1 Mstscjuare t Tk* y ] ^ y =d*>c"2+b* k+ { la , t , c} ] 1 

Maple i^gRsa cl irsul^ado 

z:^y = M3^7}429x^ + -86*1823571* + 1. 005 J 37 343 
Veib oblciicT una EproxiniBcifin ^ f .7), Hcrihimos 
>eval f ( &Lii3a {x= L .7 , z) J ; 
6bi«Kry - 4.9I2437143. 



4 trien la fonna 



y = Air*, 



pari! Alfunoi oOfiitMDijrs y &. Et pnihEcTim qut imp] ica apliczir c3 me^odti rnJ|i inws n^:- 



"1 



0= — = 



1 ^(>( ^ fei^^ K -^itji^r^' ], en el caso de la wtLaciin (S.4 >, 



0 - ^ -2l(>. -KX-^^ 




autor 



492 CAPiTULO.8 • Teona de la oproximadon 

dE 

0 ^ ■ — =2 ~ bx^i)i~K^^ ^iM) ^* la ecuacion (8,5). 

Generalmente no es posible obiener una solucibn exacta para cualquiera de estos sistemas 

en o y en 6. - - 

El m^todo que suele emplearse cuando se sospecha que los datos tienen una nelacion 
exponencial, consistfi en cofisiderar el logaritmo de la ecuacion de aproxiinacion: 

hgy — hib + ax, en el caso de la ecuacion (8.4), 

y ^ - . 

In V = In /» + a In X. en el caso de la ecuacion (8.5). 

En uno y otro caso surge ahora un pfoblema lineal, y las soluciones para \nbya pueden 
obtenerse modificando debidamente las ecuaciones nomiales (8.1) y (8.2). 

Sin embargo, la aproximacibn asi obtenida no es la de mfnimos cuadrados del proble- 
ma original, y en algunos casos puede diferir significativamente de la aproxima^ion de los 
imnimos cuadrados al problema original. En ta aplicacibn del ejercicio 13 se describe es- 
te problema. Esa aplicacion serd reconsiderada como ejercicio 7 en la seccidn 10.3, don- 
de la soluci6n exacta del problema de los minimos cuadrados se aproxima empleando los 
metodos adecuados para resolver los sistemas de ecuaciones no lineales. 

EJEMPLO 3 Consideremos el conjunto de datos de las tres primeras columnas de la tabla 8.5. 



l^bla 8.5 



1 




yi 




2 




1 


1.00 


5.10 


1.629 


1.0000 


1.629 


2 


1,25 


5.79 


1.756 


1.5625 


2.195 




1.50 


6.53 


1.876 


2.2500 


2.814 


4 


1.75 


7.45 


2.008 


3.0625 


3.514 


5 


2.00 


8.46 


2.135 


4.0000 


4.270 




7.50 




9.404 


11.875 


14.422 



Si graficamos x- con In y^, los datos parecen tener una relaci6n lineal, de modo que es 
razonable suponer una aproxmiaci6n de la forma 

y be^ o In y - In + ax: 

Al extender la tabla y sumar las columnas apropiadas, obtenemos los datos residuala 
de la tabla 8*5. 

Si utilizamos las ecuaciones normales (8. 1) y (8.2), 

(5)(14.422) - (7.5)(9.404) _ 

(5X11.875) - (7 J)^ ^^^^^^^ 
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la if." ^iT^rrswTTTrSv!! ~ l-iZi. 



que, CQ Ids dc ^ato&, [tmiiojiclDJUl Iqa vajjara la tahla. (vifase Ja figUU S JJl 
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CONJUNTODEEJERCIOOS ai 



Materiai pr<3teg]i^o iSpr*^^ mj^r 



CAPiTULO 8 • Teoria de ta aproxjmaddn 

m 

3. Obtenga ios polinomios de mfnimos cuadrados de primero, segundo y tcrcer grados para loji da- 
tes de la tabla anexa, En cada caso calculc el error E. Grafique los datos y Ios polmomios. 

1.0 u u n 13 IT" 
y. 1.84 L96 2.21 2 AS 2.94 3.18 

h 

4. Obtenga los polinomios de mfnimos cuadrados de primero, segundo y tercer grados para lo^s da- 
Eos de la tabla adjunta. En cada caso calcuk et error E. Grafique los datos y Ios polinomios, 

JJpO OAS oil 05 06 075" 
to L004 L031 IJ17 L223 1,422 

5. Con los datos ^ 

410 4:2 43 4J 5l 53 53 63 6l TTT 
102.56 1I3J8 13011 142.05 167.53 195.14 224.87 256.73 299,50 32672 

a- Construya el polinomio de mfnimos cuadrados de primer grado y calcule el error. 
tk Construya el polinomio de mfnimos cuadrados de segundo grado y calcule el error. 
c# Constmya el polinomio de mfnimos cuadrados de tercer grado y calcule el error. 

d. Construya la aproximaci6fi dc mfnimos cuadrados de la forma he^ y calcule el error. 

e. Construya la aproximacion de minimos cuadrados de la forma bx° y calcule el error. 

6* Repita el ejercicio 5 con los siguienies datos. 

x^ 0.2 03 06 09 U □ lA Te 

0.050446 0.098426 0J3277 072660 1,0972 L5697 1.8487 2.5015 

7i En el primer ejemplo de este capftulo, describimas un experimento para determinar la constan- 
ts de resorte k segdn la ley de Hooke: 

F(f} = kit - E), 

La funci6n F es la fucrza necesaria para alargar el resorte / unidades, donde la constante E = 
5.3 p]g^ es la longitud del resorte sin estirar, 

a, Suponga que se realizan mediciones de la longitud I, en pulgadas, para los pesos aplicados 
F(t\ en libras, como se indica en la labia anexa: 



m l_ 

2 7,0 
4 9.4 
6 12.3 



Obtenga la aproximacidn de mfnimos cuadrados para it. 
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tli> ntal^mjl Ic-^N y ci^rk;i4!( dr li i:^puliri6ii, Junto cchi 1a purelijacL^ii ^iNi: otiuvLtrM:) rit l!i]»r- 
lo comfondkaie a nutcindlkB cuod^ Ajra^icuC^ leiliDg Rmji^-bib 

:;!!(^{r^i|lq|V!^ >• rf-Ti-i.:.! ?!?.! p'i:>-. imn ptiincifln dc wrta dc mCiumoi ofu^^^l^''" ' 

ACT Jk'punUta ACT 'iieiwiimi!. 

28 Ju2S 3.S7 

33 ^: 3.12 

?s ^1 it- 

w ■*»•• J* 



Bl fij|]itt:ito-BH4LifiA]E»dc diili:^, [imnilackjii bI SnuJc Ancknjiit SubtximfniHiK-dc E^Ktoi Uni- 
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•1. Ci)ni|KK-M? lie i»\mciK\An mmimnl 
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i. CaaiftuUi tie iibnttuKiim eAlni^rj 
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' in^M^i^ da tacTCini^a, V. P. Sln^h j^i] ujjs-ta ud cf^njunto de dflloi pot mtdbo dc- jn paJInofnio It- 
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Matemf prote^@t0p|^or 0ere&jios autor 



|4 A^<fidtii«^^^0i^pet^^fy^^ lli^;' 

























26.9 







I3i mb^ ttlwiwda con el mdk^ ito b dtcSatfcltifa la iBB]i«cUf| mi f^)»^ 

lorvni die Ld jviJiUa iDodtitA -IJr^jr-Jj^-v^^rjir jmMi^jr^), L. fkbmcdtf |SL']fefl| uiiLI^ 1cm ^l;pukfiud 

bt A ^ t -H p h ^. 

^ -1 

& Modifi^.Jj[.«c^i^ri li^j£.-niLni4i;i df^.iiAiaikOi i:iMdraiJ«i ^ Iftpira Okj i||tL|Mad4 el ulf »fu- 
. :iiii^^D|jiit^^ y 4c¥FLi^ iNMvw fli lANinio loitffii»l» oHiHttM ^ ni^' 

• ^^^^ -^^^^^WTW^IF^Wv 

4* lii«iBni^ta^|^^ liifit«M>lp^ ie:1itp«iihfBii 
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0.119 




0.233 


aS37 


mn 


{«^'-- 










O.IIO 


(M^ 


aT» 


1.]] 






0.77 1 


l.» 
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B.2 Polinomios ortogonales y apraxlmacrdn por mrnlmos cuadrados 

En Id Jiccdr^n iinierkif i^Mydlniih^ til ptribkmB iJ? h ^pnmfmc'iim jx*? mfihlnacK^ cuadndos 
pgiTi aju^toT una caleccidn dc dittos. El otro prohtenm apro^iimcicin iTU!iii'i0n[Klu cn la 

SupiiitjfijmQH q JET /(^ 1 b] y que sir n!(|uirn: un polirtoniio PJx} dc grodci ni(b.jinQ 
cl cud riNJij^iTti mfnimni d cimr 



es, un puLmuniiD que: i^u/cb hI m^niimu ^i^Cei cxpt^^, uKanuus 



1-4 




mtniim. Una contlk'L^m DDCiiii^B pam que luii nuiilfch^ flj,, ifj, hiti^ tvO -CH cjlK 



= 0, pm Codii J Oh 1+ . - . , II, 

MatGrfal protegldo por derpchos de ^u^or 



(_3 ftiii'rramHH ort^^anQtesy opm^mondr^ 



An 



leneisos 



Ut^Jl- 'l^-tt^M I' Jf*/**)'** -^[{f. ^^J'f • 



para lis (ft ^ \) iacAgoiiai a^. Puicdr dErirtoslrHnf que La^ ccuaciows nnrmalcf McnipTiC tk' 
Uttt una sOluddD unica. sicmprr qor/^ C[a. <V£w cl EJcreiclo ]5.J 

EJEMPtO 1 EnoiCDlFc tl polinomici dc aprnxiinfLacian dc mfntmos CU^drado^ de &«£uildo grido jhfb Li 
fiiiicidn/4[r} = SOI m en cl in^r^alo |0, I]. Las^ecuac^iones Mcmalci pan = AjJ^ + 

i^J^ I lia +^J^ jf + flj Jt^ilic ^ j|^ sen mif^^ 
xdx + Hi jr^ (fa + a-j ^ jr* (ir ■ ^ JT iai wcdi^ 

Esla& Ires ^ozdnDCs con tms inc6^itai; puHlcil |Esq]\^cj$c p^ra oMcnCT 

^0 = " ^3 -0 0504*5 y = -a^ = 4.1ZZ51. 

En cctisecu^dci&i la tpn^jumarBdn del poEiEKHniQ dc mfniinm ca9drado>:s 4c i^^ndo 

En cl cjcuipb 1 sc iliiscr^ d probtema que imptJca ob^enier urta aprcximacritin de3 po- 
liiKpfnk>dc in£mmo« oiadrados. Vn sj&ijema liheal (ft + J) x <n 4 i) debr ir^vcT3i!- pan 
las iac6gQjla&^ .... a^. Ld& cidtfitiralcs del sktrmz iinrat tjcnen la forma 

rt#+l:+t_aji+t+i 
jj*t^ = 
/ + * + I 





1 


i 


Mate 


>ria1 prott 

1 1 




ho^deautor 
1 




oooEiiiuyc iin ejcmprn hIAvjcq. pni-ifcinpMEV iei^polMefm ^ Mtrdt re d wrip a . (V^M* 

jft ff^:^;^ prtajrtturioc ^ LayMfg irn la KiO^tidn^U l#«dlcut« tifeailA^ oibLffllff dl 

mMlilOi mtrfuKiOTi LclicBiEi nniuttu lercnGiBDlB dtbJe A] paiiVd 'vnit de lOd cilculoi. 
a nenlb^r vcj; qtic w cihukic ffcll drCErmiiutr J^iC^IiL^iiaA Gl^iliiAt It H(H^ 

uci4a acccsdtiifenuu apfCPitkr oisyt caiicc|rtiii pucvcn, 

'^^^jl^^^Mt^ So 4\a que cnnjunNr.i«-^^|ii^^ 

cj Jkucdliiieiilit dependlent«. M.' 
' IpMp^^l^' Si ^.v) » un polbinmb ile j-^^irai* ejmlta puia cadi J » 0. 1. r i^Y''fl£-iK^i^^ 



92 l!ki«TOmii^ 



EJEMPiO 3 Se* ^j) ° 2, 4^^i^} =^ j - 3 y ^j^) + 3r + Z Dc afcuctdo con tl bt^Mem SJ, 



el cDi^uKtjD dt tod^^ toft pnllTinmbs de ^fmIp iiUbdnw it. EL ^ijrLiicut!:^ re^uliadn » 




' M*$ Si ^jfjr) i^n^A)} cs uji mnjurin pnjjivniiijris ]if>MlTiKnle Independwnles en 



Una fkUKnfin dp peso tjw pvr ofajcco pnlgnv ^Ji/icrcntic^ ftwin^ de Jii]ipaictipii^ ■ Jh 





^^mei eg Ajp i^ut n uihi fuKASn dejMfr^ [di, £pJ y que, pan £^ip), 1w 

.^T'^HI. W^fmr^^^^^Wl^r^^f ^^^^^^^ 

cqpecitJ cu4pd;9 «^j<^ ' I ^) ' JiS para cada A ^ 

,.lj|l^igjjij^ 1 oflc ^#i^iifr,4M^^ti^ dB que psl- 



42 iUUiivRttoibi^^ piM:^ 

1^ ' - '-'^ ■ - ■• - jftm.' jfc rit^i rt I * '— 'ujlijii A jjiliij 'rti ii^ il 'm ■ ^ i I" ■ ii w 

Poc uatfl, el pfotileDU de tprio!tpm:j(i(^n p*,ir miitiiniH ttUHtr^itfiii fs« fiimplifica caTuukri' 

.... . ^ 

ffprvmp jjlftf St ^Tri » uaopfyHotocHlpj^QaiuL dc fitncign^Ji cq kin blEXVAlo [u, AJ rcTipcclo ii 

Aiinque I9 ctefinicifin K.5 y cl icc^nemn R-6 wn vilSckw part unn ffa^ amplia de fuaK 

Material protegiiEip per :<teFe^^^ 



runckSn dc pt:!ii> TrU'? ] . La JetiniuL^cl d.i^kn esHH t^lifKimiCH K<|i.i^rc i]uc I) - I 
paujl Cuakjuief rr, uUlum uni itildCiditi JttCUAlW pan ^UlitU lot JWlitluniKi^ k;tUtlMh> M 2 
Z Ko tune ffllia «u nonnbUACldcl eft u^i^ Kj^od^^ k* poljjDonti^ dje ^nvAHiiiClfii 

4JM pClUl |n|l1 l ln # OC tfgPl^ CP JRfqpKl A,V ■O'DBtlV 

irtn de monera andlog?. Aunc^ur la inlejpTtctdn puede laci bcilECksa, no tliffcLl tXHk UA sis'- 
*B^j^ int in* (x"2 ^ ly ^ r 3 . Jt^ " 1 * ■ I ) / i:^t ix"? - 1 / 3 > * 3y Jt— U i j 3 *; 




fjfK j>ntiiic^inioA <Iq ^^jcndK » imn^lofiarein fh litfrTtfli -f ?j rfintiilir liifitflirji 'fnt 



aSNJUNTPDE EJERCIClOS U 



do n 



■ ." * 

a. ^ - y m i + lot li fL /(Jl = lnj(^ + 2) 

[- 1, I f p«ra l uifcci^ic^ del tfji^n^kki ^. 

^. Rjcpiti c-l eJcTckici 2 usoncki l« mylEidos 6t\ -cjcrcicLc 

J]. pFocrdLmkfiCD 6q. OrHfn-Sc-hmidt paf-B c^-aEf ljIat y j^n« lioride f ^/>^^- trji^^ 

ii^ - <' yi^ -1. L(M ?i^^^ 

Mat^rla^pr^^f(^#r alitor 



] 2. Um lof poltiHKmK^ 4c La^^ucfic: c-^fcylailcM tn e] tjencic io J 1 para cTbtccKf Iet? poliiK»niD? . 
11 que f ^1 4^^} c^ii ua ooftjunio liiKii] bnclrpcfHlkfy t cuikfuicTB m JI^. Dciuqh^ 

y 

lA. DcmKS\ir que, ii fd^ - --^ yn r<>ft|iinflc> ocloeonil dc fur^aDf^^ rn [a. ir^peclD ■ 
la i^incL^n peso mtcificti i^ ci un MHiJonlo liGuLmtnflr iiK^prndhfutc. 

i5. DcFTVucdn que L&s fckiacbotncf nonrulf 1 4£.&> tkmL ium iohicbdn DEiki. [Sugrmifia: dmnucs^ 
tn: que li iink^ ioluci^ dc- Lb fLiJ¥£i6a fix] ~ 0 « = 0,/ = ],.... Ji. Mu1lip[ic|u? 3a ^ua- 

A y tur¥^ Mifairti lOdMi /. JjlU^tani^f «l ^ kuCff^l ^ iLinfUiWka 

iwr ** P. Ump, t\M) » fi. que 4ij - 0 para/ ^ Ji. tte ^yi qiie. 

noitriz de ODcAdmles singular y U. caiKi6a 4 S.6> lien? una s^iici6fl vmci-| 



A3 Potlndrnlm de Chebyshev y Konomizadbn de Las leiiei da potenda^ 

LfK pclinDfnki^ idc Chcfayjdru^v { TJ^x} } son prtogonaks cn ( — ] . I ) i^spccln a !^ funcUn dc ' 
peso- fc'U> = {1 ~ Jt^)"^'^. Aufiquc pycdcn dcri-^wse pof ^1 m^iodo que ^ dtplico cn li 
se«:i<)rt iia[t?ri<^, revulia mi!^ f^ki I dar d^Eiiidml y deaBwitiBr d^pu^ que uiiyrACf n bki 
pf^cd^ln cMllDg^naJadad i^urddEs. ■ - ■ ■ ... . ... ... 

C«x« (-1, IJ.di-rina 

r^^jt) " tOs[n aitjass x}h iMra Cjiida jr & 0. (8.8) 

No bbvio de esu detaUkCkSn que para c^idi 7^ (a*) es un polinofnio «n Xu pefio ^lon 
idO&tnreoakK ctiE4; becbu. Ob^r^ e primrru que 

T^} = cosd = I y TjM ^ cos (arcws " jf, 
fi^j)) - rjlff) COi (ire>, dondt [0, 17], 



deriva uni rel^^ dg rrcumrnt ia ob^^rvnr i|U£ 




■if 

Fn l» n^,-,iis\ 3.10 se miiefEran lat 3rinirA!; T,, y T^l'tn^^mOfW'hmf^lO^ 




■I 



9mi(ft.% *>ff *■ ■= 7 scoffer 



2<n + m; ■ . 2^11 -raj J^v 



M4s uun^ F^'tjj UHiui siu uu&tnuA abmluio* ea 



^^^^ 



Come? Tj;x.^ un p|'^1]nn^1^n dq- n-^fmrt gTiijckv, dcriv^da T^C^) ^ gn poliibttl&^iip' 
en cada v»lof par k ckiotc un m^wni}, y cn cada valiw Lmpar un mfnimp. ■ « n 

/It- 1 \ 



Flg;tfraa.11 




y q,iic k)3 vak>res CAlreniiTS fj.^\ para ;i ^ 1, le pF€:^liit en 



■ cos 1^ 



tw\ _ f— I)* 

— 1, con ^^Or;i = -^TH"" paacadat «i Oj,i, J,. (aJll^ 



Bn la i:cuaci^ cxprssa ]a rctacLon -que da driven a una Lnponojils propicdod d£ 

tnimmizK;i6d que distingue a fj.ji) de oiru miembnn^ de ftg. 

T^ff mo & 2 0 Leu poliDoaiua; dr la fooinB cuando Ji ^ 1 ^ tknfiA Im |3EU|]djcdad dc que 
PmosMttiUfl Supongimo^ que fP^t^^) e [!„ y que 

Jfl|-I.L| i" ■ .JH|-]JJ 

Sei C " - P^. Cocao f^^Jt) J Pjix) son poUnorruos mdnJcos rt-ij^imu gad^ eg 



al mrncw, im rem cti[h: x'^ Jf ifj+f para cfltla/ " 0. I. iT ^ 1. Par lantn. Q al nfr 
not pf ccrcM cn cL inlcr\:tln [" I, IJ. F«Q cl fFSto ftc (JU) ivcftoc q,ue ri, a^f que Q^O. 
EBq iinplica que P„ = T^- ■ ■ ■ 

Eli^^e itCfttm sine pntA tontHtar 1a prc^mta dc diAntk- ^oFiK'jr km- notlM inctrpolan- 
uu |uni nsdiK-Lr al uunLmu cl eiuxt de la Lnii;rpol4Ci4a du L^^ng/s. El teorenu 3,3 a^Uc^ 
4l6 di tniHWb L - 1 ■ t J cmiMbco waLitiii0ti§: dMIntH «a el Hatim^ 

^lAnde/Xx^diyiiel pcriltniiib InieziMilidtrde UgnAflb En ge«tnl k k UcBeccnlrtl 

Kobfc {^(;t) porlD pan. fcdiwir a[ mfiumo el error medjante uirn cuI(k:k[6ii hubilEjil^ 
Ifl^ iH>4uiij^ . . .J j^i.dtMi«iemthi .Y(j, turn reducli al aiiaiaa> It e^isi*iaA 

bwiiw ^ w I ininimo ^ c*^ i 

]3l vaJjOET mdAiiiKii de \[x - t - JC|} — f^ " ^ ^ mifriiitr/a. i:v4U>du Jiijc«mQA qui: jtj 

BOS -T- — — ■ it;. 

;«I-M^ T 1^!. ill I-JlO — 



pan IranBfannar nlimuci^ 1^ del J JiEicrv'ialn [ - 1 , X] ci^ cj ccmi^^fJCffl^^i^i^ dditltnp deJ 













jr, = 0.5 
LO. 


■mm-. 


^- 

^1 ■= 


l.03TO[ 





fin S'tiiib del Kguiido pdUihhoIa imeipoliiitev k tnultjfDU loi cemei =• 



§HA«K«4 i,*i:tf!'Mi^ ^-O.46»0 y Jt^'Ojt)S0r 



y:-. v.. 



L,ix) = 4.37W^ - II. I li]!^ + 7.J738J - 0J741S. 

Materiai pr<3teg]i^o wr*^^ mj^r 



m 



LuK vidiDieii fMTirktftakiii qut tt ttquiatn eii aian pulinunibw ac tlon. cp tpis dos Alti- 
maft colimiDU dc k talik 8^7. p |wljlDoiii» inteipaluite de f ladij « Jo siii Inu estd daJp 

: ki^nlmi 4ef(Mi, f ^ y dc C*). De h tmUn *e fiocde w«r que, aunqiie cl error al utU^ 
zjir r^<0 mcnor (](ue al uniLiAir (x) ccks tie. la mitnA de lii mMa, el stem m&xiitto qiie 

wddk«iaztrPuQ(290,(V^^ 41 
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en [ 1 , ] ] con U1I poliiiDiiDit> gpdo I n^urnqr ot>^vp.«» |i£l«od^(MW. 
.« IV , tie mudu i|ue 



"4 I 



J(* 

9P Illicit - 1 * r. 

Supnq(;BnHH; que uil {Vipr 4c (l.Cl^ Cic mlmat^k y qiK.fiQfi jVfij;^ P^f^lvi^ cI.,pikIcl4c1 



It 



6 



que, r] fCTAgresnlci a iJiciita (farcrrnr y4 aciinniliitlii dt n.Q^liJ, fctKau ta tnlcrancia dc 0.(1^. 
Ell coDEecueacia. el polifunuA de meaafgnMlp^ti^ iii^^ tti [-}A\ t^ 

lUA oot* tie <^ miU3i:q\aCiOA^ ta 

t - ] J J, NdlciK qiK lew valoPii lahtiLndm /^n< fftvMBSAMi'i^^ 















-y 75 


(iL4TJ3? 


U.474t2 


04T917 




GChlbM 






p.T7**l 


0,7760* 


a7474(l 


DmJ4<9 
























0.rj25B7 
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2.11^ 


2.14K3 





CONJUNTO DEiJERaaOS S3 



M^tarlal prolegiidp ppr dere^hi^ autpr 



EocucQtre las ccriBj |Hira cirur md^ioKi las afm^nErrHidiOne^ 4^ rjHildf^ I <r d iHKrv^o 
dcL ejefricjo I. 

pahnAe ck sfgundD grsda -pan las ^digjif nbcE fLUKioncs. 

/lr> = ^cosj -I- jscfi Zt, [Oh I] d- /(j)=JliiJr, [l^3] 

ter^ mu apD0itmdc^6a dc mnuor grfldo^ siii que d tirar Fk^j mayof e|u^ n.-D I cd | - 3 , J f . 

jura DbbcDCf uoa ipmxLms!i6n polLTtQinjaJ dc iDCfiof grackx, sia qi[c c] cm»~ -uj mayor que {].ai 
eQt-l.]|. 

8L [JennucFtTT que para cuaJc^iuLria cntfrais posiij^-cs i yj con i > /, Icqcjfos que 7, ix}T tx} = ■ 

J-1 V I " 2" 



AproxJiTiacl5n medl^nte la funcidn radonal 

1. se cucma con suficicntcK polmomia'^ pej? iptr[|H:im3^~ una funciAn commu^ en un 
mtervalocenrado sin exceder un^ lolet^ACL^ ^Ltraria; 

3m hay Ebrivado^ c inte^ralK dc polmDmLos qur pufdcii dctcTmLnarBC fieilTTicn^ 

La dcsvcnlaja dfJ uso dc Lch; pnlJnDnitns cn Ea flpraximaoitin ck t^ndcncia a QRni]^. 
A menudQesto hace que «n la apfoxiimcjdE] pcJinomial \m cf>las de etrtjr nebascifi SLenlfj- 
catEvamcnlf el cttdt pnHncdia nproximacldn, pyes las cdLus de cttdt &c deCcrrninflJi mr- 
diandB d error miKinio dc spnf^iSimti^n. En csta swcifin ^sluidiafcmcis l-o* mftodos que 
iflstllbuyefl esc eft^ iMs liod^jfineiittMilc ed ci iolervatdi de apfUAinux^a^cL Eel cMiiii E-^ni^ 
CIS injterrijeneD las fU]K':iofies ra^ 

Ujaa nmdda nciaiiit r de gracbo^ tiene la fonni 



donde p<x) y qlx) I0& poliDomiatii cuym $tddo^ sujn^ti iV. 

Tock] polinciinif] cs una fujictAn rujcjonz! (tomcims slmfilcmjcntt if(xj ^ ly^y por cso 
la aprnxinuijci^a mediante fujiciones racLDiuJes genera Ksult^cK que no son peores a los 
que sc cofV5Eguc3i pur itt^u dc la ^pruxLrnicitSn lXhi poLLnurruu^. Sm cmbar^, las funrtiH- 




Material proEugido p 




l^bO^ km pm^kAmt^ 

rid« h divNidci ■ciit^gwiiTfflria™glB4i"^^ t Jos de U !mDltiplK:adftcL) Un ffmsiom 
rucLiWule^ itfnfcen unu vitnlnja mis; permilcn uoa dpfuirnLn-i^na cdctDnie de laR funcin- 

por medio cte ]^ cii^J sprri^cimsmos wna fjivclfln/fn un [nlen^;ilL> ccrnwJ^^ f t|« coniiciw d 

L ptfflliac no MT asi timpfemcdftE tt^tt}[pl^mQ^pijc} ^p{x)fq^y q{x) [wir q{^yq^ tn- 
MUKttfkli. luy + 1 iNitiAietin 4^ 4^ . t ^^^^^i^^fS^^ 

EE meitNlo de Bproxlmacldfl ite PMl ^elwiovi^ loi; N + 1 p^melr^ cle juilmIu que 
y^O) " ^"^^U) para cwIa = 0^ . - 1 ^ A^^- -ipFajciinBcJdn <ic tVlc ce- una cxlco^i^ di^ 

jf:m « Oh la apruAimaicjAn de Phl£:«:ffa«gtoit^ 



/•^ffO.l = 0. p^iTH vin^is Ik =^ ». L ft^. 

En k ticccidii 2.4 (vfoiidp tin esp^cid, el tijercicjA 10) compcobfliiK» que k) uttMDr e!l|Dt^., 

ekl^ii 4 1 . «2. - - . . ^ y jp^ fr^i^^^'>^il» iww ji i i ^^ 

Cofi cl tin d(j i^implifjcar ta nolacldn dcfinimw^i^^ i = I'-i 2 " "T.v " ^* >' = 



Material protegido por detechos cEs autof 



cig Jfls^f + i uicti^^laE flj.^j_„, ^rn^P^P^' 
EIEMPUD T El dcsznnllD dc la scric dc MactauHn paim « 



Para oKcmlrar ta apnniTTiariAn dc P^d^ a f ~' de quinki {jjado cmkt fl = 3yjn = 2!iCTC- 
quieie selocckNury^ p,,, ^j. if^y q^iie matcTi que kw cocficicnt?^ dc para k =0, 
I, $ ^bin Can rti b «pnsi6n 



I 



1 



>eq5:- 1/120 4-l/2^*ql-l/6*q2 = Dj 



to que 



20 



60 



3^ 
5 



20 





















ftj64x 1ft * 


ft.KI*lT.Wl7i 


745KJ0 ^ 


0.4 




0 670^1*67 






4.11 Kid"' 


06 






?.%J( 10"^ 


O.S45S07ft3 


4X10 ic 10* 


OS 






1* lO-" 




1-93 X iO-^ 


1-0 




0.36666667 


]-2l >: tO-3 


0-36781609 


6-33 X tO"" 



Pot tsnbcs la aproximac^ de I^i «s 

1 - + J.j3 - JL^3 



J IS— a_ 



Ed eaie cjL"rn]?tu ]a jpruj-iEruiLidai Piidif ts^j [=viLltJitt:meii,li^ sijpcriDr ■ 
C™ Maple pucde calculanic Isi ^pniflmici^o dc Padf, Ptinicrp sc cjdcula U s*fie dc 

para crtvtcnK? 

delude % T^ficrt: 4l TTHuLLudn Jet c^gulfi anlcrior. d sea ^ la Fscric. El resulladoi cs 

y cnb^nccii podjcJiKM calcuJai jyif{l.&) mtfodu^iciuJEi 

Ln e| alguritmo K-l kc cjjctniia mfcpdo dc jiprujcjin^idii dc Pudc, 



S 1 

P^iTO obltncr la apfoitirwiAn pEcaciDal 

E NTRAtlA Henlfrm no n^afttwfi myn. 

SjMJ D A Docficicnln; ^ , h ff^ > /'q. P p^- 

PmO J TCHW JV = JW + J1, 
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^fj3 inlTt^ticir en iu^f de £aicAif(irs^.\ 
ftijfl 3 Tome^u « J; 

ftKO 4 Pars I = L 2h . . >^ "haga tus [MskJSs 540. ([/^^^^^^ Hrt MiSWmc$ Unf^d €0n m&irh 
ft.} 

ftrfl?5 Paia^- t.2 i - I 

si> ^ eiHonces lome l^^j ^ 0. 

6 -S-l / £ n cint4^ce9 tome b^- = 1 , 

ft?H) 7 I^a J - / + ■+ 2, . . . , ^ lome b^^ - 0. 

Apjp a Far; = |.^, i 

&l; ^ JFT tfitonces tome frj^^^ ^ '^^-j- 

ftiS0 5 Fara ; = H- i + 1 , rt -h c -h 2 , W imTic b-j = 0. 

ftuo JJ J = n + 1. jfl 2^...H JV- I tinea Impnsos 12-15. 

PmQ J? Sea k cl cntcnc;^ mis pcqucfl^ (jcrn ^ S Jt =5 ^ y = rnfii^j^^^ Ji!^j^^|. 

Foi^ 13 Si ■ = 0 cntCNK^ SALIDA (''El iiMnin il ngul^^; 
pars/ = f J + U .... -I- I lomc 

flo™ 15 Psifu; = J + I. J -I- 2^ - . iV baga ]as pajWii 16-lB. (f^M^i in tliminn^ 

■ 

Piiififl7 - t + hi + 2r.... i 

(omc itjn = - jm ■ fr^j^, 

Paso 18 Tome tj: . = 0. 

Paso 19 Si ^ = 0 entonocs SAL.inA ("El Kbtema es smgular'"); 

ftriD Si JH > 0 Enionccs 6i?ii*c tt„ " — ■ (Ccmirnce h -iusUtacl^ hticiti tarda.) 

PftSQil Pwti- N- -i,!^ -2 H 4 L to<neg._ - ^'■"^^ "^J+i^/^/-- ^ 



Matoricil protegldo por derehchos aubr 



5ZZ 



I 



PdTJfl 3 J S ALIDA iq^, fl^, p^p^^..,, pj; 

Es inLfncM^ntc cf^m|ww cMlidsd de operiffcHKS Miimi£tlcA£ nc^e^nits poi^ cftlCiK 
tiir >' r{xi cn d enzm^lo 1 . Si uanmu la mul[ipJkaii;i£iii anidmJ j. P^fx) ^^dc «pf^ 
si™: conno 

^>«-((((-lk-i}'-i)-i)-)-K 

Supcmkitdcfc qPC Irw* CfKricicnlC^ dfi I ^ JK^ Jf^. Jt^K Jt* )^ .r' ue rcpftKenCun como dif^jn^cn. un no- 
lo cJIcuki /^j^Cv)- en foniiia itiidada f^uii:!;rc clneu muliipLicaL^iGint^^i y cinco Nuinfl-^^kiciftsi;- 



tu^a tlivihitin, En ccvnHccueiKiii, cl csifucrjui tic i:Hc\il(t ncqucndxi p^necc favoKCer t 1a bpnv 
xinUL-rdn pulinomial. Pem, reexprcuT r{jr) mediantc la divis^idii ooniiitua, podE-mus cb- 
ftibU 



■= ^ + 



".IT* + 



.1 



3 J fHll-i»\ 



obLcn 



i I HI ■-- 

it^Ji^ + - i . (8.16) 

^ I* ^ utai'i^Jt/ 

I^AcritQde C4ta forma, un tdlctilo Hjmj>le d« j<Jt) requim una imikictlicAci^,. cinca fui- 
mas^itas y doA diviiuonei^. Si la rantidiid: dc c^]£:uIm ncce^iMiad en U dkvis^ldn upnjcl- 
n^^id^wnci? isoal a b que k nNjujcre cn la muliipLu:fl£i6n, el c^Fuerzo dt cilcula nt^oef^- 

Se da cl nombrc apruiitimacit^ pur frftcddn nnlifiiia, a] hecho de expi^sir uaa 
apmKimwj^n fyiHiii^n r^ion^l cn uha fomrnwov^ li dc 1^ ecu^nN^i (S.lti). Ei una l&C' 
nlea clinJca ;*pf Qximiicic^ dc pari in^enf ^ EbctuaK pofque crO^ i^pf^'M^ncEiCLdA cRdsA^ 

Mater[£il proEogido por darechos 60 aulor 
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-Ti X ; te desde el punto de vista de cdlculos requeridos. Sin embargo, se trata de una t^cnica es- 

U stjpioq U pecializada dc la cual no nos ocuparemos mas, Un tratamiento bastarite exhaustive de es- 

te tema y de la aproximacion racional en general se encuentra en [RR, pp. 283-322], 

Aunque la aproximacidn de la funcion racional del ejemplo 1 dio resultados mejores 
que los de la aproximacion polinomial del mismo grado, la aproximaci6n presenta una 
exactitud extremadamente variable. La aproximacidn en 0.2 tiene una exactitud de 8 X 
TatJi4i 10^^, mientras que en 1.0 la aproximacion y la funcidn concuerdan apenas con una exac- 

j titud de 7 X 10"^. Esta variaci6n de la exactitud es previsiblet porque la aproximacidn de 

Fade se basa en la representacidn de €~^\ con el polinomio de Taylor, y esta representacidn 
presenta una variaci6n de exactitud muy amplia en [0.2, LO], 

Para obtener una aproximacion de la ftmcion racional que sea uniformemente mis 
' ' exacta, utilizamos ios polinomios de Chebyshev. El metodo general de la aproximaci6n de 

Chebyshev a la funcion racional fiinciona de la misma manera que la aproximacion de Fa- 
de, salvo que todo termino jc* en la primera se reemplaza con el Jt-^simo polinomio T^^ix) 
de Chebyshev. 

Supongase que queremos aproximar la funci6n/ mediante una funcidn racional r de 
iV-£simo grado, escrita en la forma 

H^) = ZTTTf cuando N = n + myg^=l. 

Al escribir fix) en una serie que contenga los polinomios de Chevyshev, obtenemos 



dado 



o bien 



fix) - lix) = „ . (8.17) 



Se eligen los coeficientes ■ ■ ■ ' ^mt P(f P\'' - • • * modo que el numerador del la- 
do derecho de esta ecuacion tenga coeficientes cero para cuando i = 0, 1. , , . , iV. Es- 
to significa que 

ia^T^ix) + a{r^{x) + -XW + q.T.ix) + - + qJJ.x)) 

no tiene tdrminos de un grado menor o igua] que N, 

En el procedimiento de Chebyshev surgen dos problemas que lo hacen un m6todo m5s 
diHcil de implantar que el m6todo de Fade. Uno de ellos se da porque el producto del po- 
linomio gix) y la serie de fix) contienen productos de los polinomios de Chebyshev. Este 
problema se resuelve utllizando la relacion 



T,ix) T.ix) = I [T.^.ix) + T^^j^ix)]. 



(8.18) 



jr-D 

1 f' 2 /OO Title) 

— - "1 ■ - ■ .. C J. - _j. . J ■ - ■ - 1 ■ „ — u_ .f ^^' Jx'— ^ L. '■ — ■'If .:'. L-.'^u'- ' A— ■ ■- Sc'j -.C w- ^.l^ , 

PEMP1D2 LiudncofiruiuTOCldfmlAosde laexpaittb^ 

T^f. - L . 1 303 1 a + 1 .40 1 a 1 4^, 0.fl« T i2^i^ = p^. 

T-j: -0.044337 + ().L3»4*U5*)i - 0,5ftS43ljjj = Pj, 
T,^: 0.000474 - 0.0224409^ t 0.13!74il^a = Oi 
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jtx) qu£ hc: obdmisron end cjcmplo 1. Obser^'cse qyc E^i aprtixiiiiLiLLCKi;^ djik put f(jr) » su- 
perior J kdc r^(r) ^lai^ x « 0_2 y 0-4; pero cl mur miximii dc ^J) « 6-;!l3 X 10"' cn 
izomparjcic^n con 9J 3 X l(r * pam ^ffj). , ■ 



'J 












<w 








0-?HB715IO 


5j66 K J0-< 












495 X 10 * 


Oufi 






4 1911 ^ 10-* 




I2S X 10 * 












X 10 * 






o.T*7£atm 


*hJ3 ^ 10 * 


0.-%7fi7aSS 


7^ X I0-* 



i 



PjTii obtenrr Ja apnoiiniBciQii Rciomal 



UEifi funcboo delertninada/(x)^ 
ftM 1 Tome W ™ m + ji. 



2 f* 

Pium* = 1, J, A/ + pjj lomc 

(/^ u%fcgralf^s pu^dm rv^inar usart^Ia un ffmrfdfmft'nU^ ^ ini^^octi^ itum^- 

flflsa 4 Piim J = 0^ I, // h^p pasos 5-9r (Uiilic^ un sistfrna lineal con matriz S.) 
si J ^ n cniEmccs- Inzne. b^^ = Q, 

Pose 8 Fmj =ja + + i 









Material protegido por demchos ■ 


■autQi 



AlW P. Si f ^ 0 CHEiKKC* to™ ^ rfj 

10 Para J = « + 1h n + 2. . ... ff - 1 hag^ loipaaag ] t-17. 
Pom 1 J Sea Jli d cnEcro m^Ji pcn^tLcfin- cnn il ^ * ^ W y 

PARAR- 
pifa/ ■ i J + I. . + 1 TWiifcd 

tome =■ tj j -*in ' 

Aho Si iiff^ff ^ cnlanccii SALIOA ("Ei niiilcnu. a sijigiiloF"}; 

PARAR, 

Ami 20 hm i'-N-hN-l a + 1 unznc ^^.^ = ^^^^^^ 7"'"" 

ftiJt^ i2 S ALIDA (ij^j, ^ >te, I*,, r , . , 



MifdisinLi: el ukj;:] MLJhf>le podcim-M ol>l£fii!M- Ifl expansdlin la Rene de Ctub^^iliev y 
>wLth<QrsLhapoIypT) t 



>gI=^LJmappIx^^x^ idheb/shev] iescp < — x J - 'D'_ OO&D D 1 ) ; 

que da por rcsuTtado 

g: = nO.x) - 6inbmi22m-x} + .EI74l7B97Hy 711, A) 

+ J0a3fi5l673i2 7;lx)} 

C<mx) yi i^»c:iamas li mcmoria M^plc, iKce^Lt^JixK Temuoducirel comando 

>wi tb Lor tbcpoly . T) i 

pira que podaroDS cvatLor j^O.S-} mndian/tc 

IE3 dbflodo dc QiEb>'!itirv iU> pnxlucc la mrjrof afHn-7umaci6n dc la FuncLon r^ckmal^ cn 
ct scfutidfii b apr[>^imacjAn cvyo cinw imo s« cl mcnor pcj^iWc, No ob^amcp po- 
demos luar t$le jnfiodD oomo pumo de aituc|ue de jn prutniiiiiienco itrnti^Hidewnujiado 
!iegtmd£i uritmch de Rjem£& qur f-Oni^n^ ^ k mrjur apiojiiinad^rL En j RR. ffp. 2^2-M51 
y en {Prh, pj^. W^^2] ciH^4raimr^ una CTp1ici&ci£^ (k- lasi li^cnirfl.>s dc que cjoti^fi ckIc m^ln- 
do y uji perffiiDciijifHjn^ d^ e^le aJ^ime. 



I 




lullwhHoi J, - QJi^^mt * ], 1 3^ 4, 5, can lug t^iom tukffSjtj}, 
iiii niMil4ikltit«D jr, " (IX^ fMi i H 1, 2. 3. >!, 5, Am ^ v.BlDrcs mlei/^J. 

4. c-l rir^'ici^ ^ lisdhlIo r^-iii v^z la njTrafiirryKida dn Paidi qiiirt[4^ ^riKia txmn w^rit 
Ail- = 2. Cf^pdic ]os i¥5 jl4AdjU€ CD jc^ c«n lot que- obrtAJviciofi cl cfcrcic-io- 3. 

5. I>nfimiiiic la BfiffiHumjctfiA dc Pidd kxId gr^do cdq ji » m J /^t J ^ ^ Cuinpa^ 
Ifi kai md^^ m jTp ^ 0.lf, pui J ^ (L 1. - L . ^ ^.^enii In iwABdot eocfeH ^ Doli U tti^'J^ 



iCi^EN filing Iwmqin^ - C'ttil - 0^,03} If 

. ten j-p CcHnpBuc kiE iiEUj]LadQi ai ■ Ol li, para J^DlI.X^-^iJ odh ioi oMrridiTV en 
loft tiNeddflft Crt bi ^jMifiicrt i > 4^ 
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II Con^^yn uiu a|iiiHiniaddi] ek la fuocida rsctotmJ pan ^ nsmdo n = ffi = 3„ "E^dnK: d 

— ^ = U.!f«5588*J8 y vTo • U«377fi(iO. 
b V Iv 

14r 5i qu^miKH iprvuEiur CT^icUnKntr ;c y m jnc1v^«^ cfl itn^ hiMH^AC^a ^ mjof- 



8J ApraxEmad6n polinontial trJgonorti£trica 

El uso de las series de las fuociones seno y cosejK) represents fuDcione^ ^itradas 
cDEiKii£6i-D Ud^oda dr 1750. am cl rii^udio del mi>viitLienEo dg un re&one en vibr^i^. 
Eilc prdWema fiic csTudi^o por d" Alemlicrt y Suesu tgmNin por cl maftemaiigo mi^ 
desi^ado d4 3a ^i>Dca, l^jiltajil Eul^t Pf to ftie Dafti^l fieincpiiLEi «l pninirro «fi pfK>pon^r 
d 4jc fumfis infinjtfl-^ ^ Whj^ y cmcncR como sotuci^ d pcobLctna^ buctlu que ahca- 
nconKttemos coci el nomfbre de s^es de FixmcL A prmciplos del siglo xix, Jc3ii> Ba[rii:5- 
tr lDS£ph Fourio- bs uiltiz]6 pai^ cbiudiar cl fluja dc calor y rormuU icodia lULLy coiti^ 
[rieca sobre el tcmi. 

Li primera obserL^i^Siii en el ^JnanoUo de las^ scries dc Fouricf qu^. pira kidn cn- 
i^Crj = pcK ijn, para cada JSr = 1^ 2. . _ . , if, 

Ci im CDflJUIltq CVtV^ElQzl Cn f— IT. It] CQO TTi^pMO A " I. ESl2 OftOglMlailll^ K df- 

idiiPC ^1 hccho dc que, par? Ipda «i[En>/. las intrgiBtcs dc sen ^ y cok juc irn ir] uxi 
OL } podemos feucrihir k« prodw:^ de las fimcjones seno jf casefio como suim^ utili- 
zajick] las liTi idcntidadrs ui^cxiorT%f4rita& 




• . . -■ . .-jt'- - -- .. . . -. ■ 1 . .. 
Sen J„ cl wR^mls (1« ivdiif. lu iitidiiiiEii^ in fWvionc* 

- Kn JUT.) ■ , ' ' ... .. 

Tkh. nan ftn^/c; Cfr.fV-'-i^^qiitmxBs^ 
* t-j 

Dadp.quc eI ccnjun^o de func:i(?nf:>i |^ ^j,. . , . , <fi-^. j ) oa crilDg.onal cn | -iTl tt] re^pQcto 

El JlmiiE fie S^\^ cuandu n w tlenuituiM unit dc F«drkr pjui/ Ludi scrka dc 
EJEMPLO I l^kra tk^jcnniilyf d poliluactliu tti£DfH]fTi£lnco a punir dc c[iie 4i|U)uAinK 4 

[ii)lf«!CBdi^=- J,2k ---^ n\.y: 

'-IT 

B qiii:?' iju Acu IftliH t> deduce dd Jieciid Je qjiie f ^ \£\ mmi i£ -eif ufku rund^n 
limine |«» 4?!^ 149)14^ ^cuAlquiabioddak^atw 



Aiila de 3^ que np^Kima/ea 



y - SlW - S^v(i3 - I ' * I 




La fi^c dc Fuoricr purz/ U' 

S(ji> = tim ^„(.r) = V * - Z U 



Haj/ m ^logodifcreEo dc gran titilidad para k apro;(jmac]<^n Mihr/m^j cmdrndas 
discrj^fos y pfln la tnlcFpolK:i<^ia dp jgnindcs cumitWes de dains- 

Supdnpse 4j|uc tcDeiirtoi un coiyunto dc 2^ puntos dc parcjas dc datms (fjfj^ >/) }j^ci"^ 
y que- Iwprin^rts ^lEmcittd^ LiKt parrs divided tifiLformeiirMnre ud LduervjlQ c«nrAdD. P^^ 
casEEnplfilicar la expliuici^n supondremos qwrel intervale cs I - ir. jt] a-^i que. como se nh- 



— (i) 



£i el idlefvala gq es [--it, itJh podrfamos ejupdear una iran&fonnaci^^Ei liiHxal ^mph pam 




Material proD^gicJo por 




eauEor 




; JpSi ubjeiiva d^.W? 4i«CKiii GC4U3ii0 «a ducsnaliur til pdliiuiogto tflgoiuuB^lcQ ^Sy^Qcj 



I >i 1 



^ (CW = ffl X 'V^ " ^ 
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j-o /-o j-e 

1, ^ncmo^ 



= COS 2f7T + a sen 2fir = L isl que I - e^™ = 0 y 
Si r nQ un mdllipLo de /m, cstM sunmii impljcaii que 

III -J 

*• ^-0 •• -./-a.: ■ • 

In-] 

f 2 (^^"^ ■ fl ■ 

Mot? podemJi efcrnofetnir [mortogonaJitlad esl^bWidd eta {B.22>. ConRiLtcrcnrHjF^, pof 
.cos ii^ sen ix^ » ^ [sen(i + iizj + stn(f- tjjtjj 



3n^UKk> fic 11^ pikra dcmoMinir que la CQritJk'-i^n oftogon^idad fiatiihr&ce pa- 
ra cuatquitf ptu- de funcunet u emplu pan pcodwir el liguunte niullmbk. 



fM 



^^"^ -PPW^ldt-i'^ fcSfejiii^vflrrt^ 



Mati^i prut 



ddreclidsdiautor 
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La ixno^aoaJidfld impi Icia que lodis las syrms Jtl laiio dcicdiQ intJio!i la pnmcfB y ul^ 
tuna ocra, y cl Icma Srl2 cstablKC la sumji linal C5.in. Por Unto, 

EJEMPLD Z S«/(x) = j(* — Jr* + - tan — 2>, pamolHcncrIa spnoiiirniaci^fi de mlniiiKts cua- 
dmto ^^cmos ix) para los iatos {<X#>j)J*w«- dmde Ji^ - /fS y ^/(Jt^i se requims 
una Ubii^ forrnarE^n -de [0^ 2J a {— ir]. Ea f^cl VEriiRcu~ que ta [rnislbomaci^n t[ncal ic- 
qumda la si^jcntc mancra; 

:v = ttUj- IK 
que ]m datos tndticidD& presents 1^ fomu 

Eki oonsecuendl, d polin&ntiio irigonofn^ca de nuaimos cuadndva. es 
(bade 

«t= f + -^J«»fer pan* = 0, 1,2. 3, 

Al ctnluai cslBS Eumu oblcDtnKK la apnnimBciAB 

SJ[z) - 0.76»1 *■ 0.77177 Mi! + a<ll7423 «w 2^ -i- 0.0065673 tos 3c 
-0.?S676 sen i + 0.047S06 2j. 









Lfljr>-5.(jc]| 


|]LJ2J 






2-^ K 10 ' 








1.07 X 10 - 


0*i5 






* J4 K I0-* 


0*75 






5-75 30-^ 


IJ25 


13667Z 


1.37566 


8-94 K 10-* 


IJTFS 


0.7] 697 


0-735^5 


l_52 X 10-^ 


l.62^ 


0.07909 




9J80 X 10-^ 


1^5 


-0.N576 


-0-12302 


2:27 X !0-i 
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[ -ff. tr]. 

Si ObtCafd^ pUdl^^ Iri^pmi^LrUTU |pner*J mrlnirnw tluaidniduk iMWKU|l#» JJ^i pm 

T. MemifirHe d potlM^ ld|^»PtPf (fKci ^ mJjdittH^ luiidmJqti iJtKT4» .5jU> cn tl iiiKnrAllO 

l>i /W ^ ™" ^ M ^ 4, n - 1 

(L /f.Tcl * J* on* ir, rt( ft, b - 3. 
*r fjil^gle •?! errtrf i'^.V^l 111 ffcirdLioes 4kl isitpricic> T, 

1^. D«icTTTiific ^ poljiKHflio uHtooonnilriiH^ mijib^ cnAmdof AiPiAit ^(v)^ itttbvoflp m - 
13L iL DwnmljiC <l pglinj^ink) bfi^ontu^Hrfv 4lfi ipfaiaiiMi eitdnflD* iUkceUi. ^4pcJ- Mlhlir m * 



mw J^. /Gil - ft 

\01A. Hn o! ejtm^ ]. ^ ^k-k'tnin^ 1^ -^ric dr: Fourirr para /I = U>;r cata lerk-f la sirpnicidd 
de 'Qw iCTttKBta a ; cn iiejn, Xuin ciUl'vIw el Vjioi dc la uric infinim coiwciatafei 



. Eft la 5Cj.uDda P\itad de la jiccci^D Q.^ dcternunamga Ja ranna del palinomto de mfnunot 

: Jj^ p= (jlAii) IT, para caidaiy= Ol, Ir--, Sm-I, 

El polinocnio Uignnoni^crLcti inttyptihinit- Ac en e^\.<xi- 1m puntnA. dc dam!; cs cjui eI 
fflisiflo 4ue el del poLin^mi^ de mfninwfr cuiidrihJo«. liilo » dcbc a que ci p^linomiu cr^- 
gpwfDfidrln de ni^iilp^^ 

y cue iesrar » ban; de ihT qoe » tttnidiiiiva d niAdBifr:^iiiai9«^S^^ pitr^ nOi J 
Ol 1, . . .ri Zffl - 1. SlJi eiubvfiA » ii«:t«lJtim«UJ]c:er1ii rorma de[ poliiKiiviLO. qjeremos 

el kiH^k B.J 2 ctimprobutnus^ ^iw, »i r es uti Jiiuliipto ttiluticei^ 

kxciud (vlii^ S; liene d valur2/rj. P^niicstu t^K ih^oe^o cuchbirel poliiiofQiQ'. 

W giJcraiMtll q;iK: la forma dc \sa cnnElanlc^i y caKVCXdc CPn las dd iK)4a«pio *|s. ini- 
I ^-^^ 



cnn [m proWtm^A de simql^i^ir. Sir emb^r^. "ha^ri^ nicdindrh^ dc ]os *e^ta gl fiiJ- 
)Qdo II0 lula snid ^liL^^jJiti debidti^ n que w ivciu^rtiui jnuchtw t^kuLo^ nniiudftrau la 
ijle^lBBQ^^ dc bw raauiuitm de kapfoi^Bid^Id ImspolKlda dc ^fuot^idfc^ 
t^^Mi^^ ck cilcUfl din^ilii|i^^ 

&yiiuui. La -aproxifnAcijfiti d^r milcHi de ddlm no es p^oco cnmun ir^^ dmidc hn^ que uli- 
Uur U lAE£tpo9acj64i IrigunumdtrU^ pur ]€ ciuJ mifltMlus diitfkJa |uim fi^-^Uiiar 
CQUtuitH fvqunwa mtUQBti^ dc Dp^rpc^^u am imilijplkusiriiie^ y wmaL £1 iifiw^^iih 

I£ti 1%5 iui Ir-Bbajo dc J. W. C<y3Tey J J. W. TiiltCyn public Ad^ cn U ilcViMz Wofftemcr- 
Jj'f f ^ tl^piilctlHm iCtii dncdhid Otrti ipADcin p^ift c^kiilflr ite ccir^tBJi[^f-cQ-^ pqilincK 

htcTDfl cnji mtlcK de punter? de dal^^ di^Tniiuiyc tn mitc^ I? canJtid^d dc pikul^-. cn 
mnpsiwi^^n cm millOfK^ que Re ^mplcsn en d m^lc^n dhmln. ^sEic rf^Lrnenlc luc 
dc^bicnn wrkn gfiw anics dt pvWlcarw el tra^fO-de C™lGy-1\Jci>y, pcro habfa jniMhi 

EJ m^inJu dcs^ri[r> pOf Coul^ y Tiilc^ tidiio« nd til nombtt d£ blf^iUu dc 
C^k^f-lbkcy o bku d^ritufr d« b triiKlbjriiiAdAri|iUkdc Fourhi- (IkFj Mifn- 

l4xar pucd^ fjclqri7jrR^ f^ilmrnCf ^ mJwt [[kIr cn pcHcuci-n.^- dc dcR. 




IB " 



POC UErlO, 



Con c1 fin dc 5imp]i5c«f la noi^f 1^1^, ^ ^.^rcsan y J^p^ a1 cofijunfto, pcfo ambc% son ccfio 
^ par r^to no iRlliiycn rn la suraa. rriEitlaiilc. 

La caracscrtscica iJc nedycciiiSn dc crpcracioncs de la frsnsrofmpda rapids <Jc Ffwuricr sc 
(kbe at cfhrulo dt ]os roefi^^ieoigs en E^cmgloufKfaJo^ ^ yiiliza £amo rei^c^ b£&ica d 
hechxj ^ que pai^ lodo cnCcra 

M: c&s^nw^ J sea HIT** 
Soponjl^nKK m = para atgiiii cn^cfD poKiEiva ^. P^a^ cada it = 0. 1,--t, 1^ 

is- 1 im-i 



Reno 



I + = 



2, sijf es pafn 
0, si J » impar^ 



2 eo el fndice de Ift suma, pod^nws escTibir la £UJ^ 



rsdccir. 



(SJOJ 



Material protegidDpor 




hic^CD qw <:^ y r„ .^ iniodcn r«:up?rvsc dc las ccuwicincs >■ (f? J I )^ estas reTaciO' 
pi^ dclcnnjiiian lodes ]qi cocfKlcril» N^tcM i^iic la» iumas de la& ecuaciones ^S.Jtiiji jr 
) Ifemi la irifAn ionna qniiB iil^)drl»«caii^ (8 % Alv« qtw M liliMi jii 1a 
^flllb sUstiliiidu pot jnQ, 

Hay Im cDcfidaKcs Cp, Cg, — f , pan takuPar. Rl uses cJl' 1.i ff'TmwIa t>Asica (B.28> 
Kquicre 2jh nuiKipUcBnones con^cju pot coeficienu, lo cual dii uji loul dt 

La «ettKilSi leqti^ iii 3awl(ip]J,C4doo^ ^plcj4$ piiv odiii it^ 4^ 
. I Jit - 1 y |&}^]^inMiy»ef t iiisl%U«iiciDiic« caiqlpTa pan caili Jt - (^p 1 , . . ^ 
rtt - 3 . A] u^areslaaecuaciHKS para calcularc^ i^^^^l^jyteittadfeiiidt^^ 

(8.3] ^slas ™i m^mpLsu^adupEi^^ liliw -.Oil/ - .1^*0* r 



; Iff^j^ i^tiiHiili^ sum (Dili de 




£] pnwe»«fKlii^yvcutido r^p^ I dado quern STy 2m 2^'. wiraxuq- 



pJejail sc reduce a 

DebiJo a Eu rarma em que esl^ ancjiadiiji lo^ c^lcubm, el ntimcro suma.^ c^mpltja; re- 
quedda-f rii sdwiaTKc. Paa isxplicar coij) u n cj'ii iTipl f> la impoitiaACLa de esuifiduetul^ 
^ pSingav -que tcDcnwi m — 2'^ ^ 1024. c;ii3uu]0 dir^'ro ni^ueriffa 

fie, ii Innsrumuds ripida de Fourier ftoduee I4 ipUdjkd Ik Ciba^ a 

311^) 1034 loq^i* i^spg, 



Material protegido por detechos cEs autof 



i 1 

1 =J. 1 X 



1 

- ^ 3J jMTn A - a I, . « X ' 

^* ■ >Q + >'i ■'-■rs + ^1 + + .Vfl + + >v: 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



t\ ^^7 



**- ii-iir^ 

1 



Finabtudce. pan r ■ p + 1 =3 dcGnuADS 

I 

/, = + I yv^^i - - w - ivV2)j^ 

/ft = - t + 't) = t-{i + I Vv^ljfj: 

/, = y((ff - - - c-(J + lyv^iy,- 

TbMo ffj, .... d,, fg, .. .^ comoj^ ■ " . A *™ indcpCJidientn dc las punCos 

pemculaKS ^ datos; dc^ndcn del hccho de ^ue jn = 4. Pari coda tti euste un con^ 
junto unka de otnstBiilE& {cJ^T^; '. {d,]]7^K (<f|Jj5o " y VtJ^So E^^* Irabajo 

1- fn = w /i = /i = /j = 6*; 

- iU - I W2>>^i; /i = «f - I Wi)^;: = (-(■'+ 1 VV5)y,: 
/, - (-W + lyvljiy^. 

3L = *p + dt = -iifcj + rj>; d^ - #4 + tf jj d^ = -^^f^ + e,J: 

4. f^j-j44d,: fj=dj + J3; cj = d^+i^; t, -irf^ + d^; 

c^ = d^-d-^\ f;^=dj-dy = d| - (fj^ cy<*ii^-df. 

Pirt dkiillr Ifts toiUIifllSi t:,,, r,, . , en «Sla foma rcqtiicric tl numcm de apc- 
ncioocs que sc mi3«tra cn la tabla &M. N^cse Luu vez ffldt ^aa ta n^tiHipliciicidin por 
I 0 — 1 ha side iocluids ffi e] coniCQ. aunquc para cUo no ha]^ qiir h^r ciJciiloi. 

lusoicu de iiiuhic>lj£ACiODMAlivisdoiKS «fl el paM 4 rcncja cl hocba die qur, pam 
CuxJquicr m, hn cocficicUlU (c^)^^' ^ calcuUD t pafiir dc Iff;}^^;' cn la miinu fbniu: 

■ + ^3441 



544 



^.jtfi-l T U 1. 0 * • Twona de la a^f{nt\p\;^}^ 



'KiblaB.13 





Mulli|ilU;ui:iofict/ijtviMun« 








Q 




t 




(3) 


i 


1 




0 


■i 


TbUJ 


2-1 


34 



^k^m ^^^^ t * 0. I, , m - 

En reHumcFi^ el cilcultN directs da |os c™rii;icnlw f, rr, requicic ft4 muHipli- 

w^ieancH/Jlvisicmcfi y .Wi sum JJi/r'C:£tiis. El rru5if>dn dc 1^ ii uRsftwrnitto rftpicU dc Fourier re- 
dwc \m €^4:ulc^ a 24 muJdpLk^iPaKK/illvi.iiiP^ y 24 Himiii/^c^tiijir ■ 

El algoritmo R.3 riraljza la traitErofmadi rjpldji de Fouritr cu:ando m ^lf E^ara algHn 
cnccti^ potiiUv^ j7. modifLC^iodieB del Di^iodo po^o b^bc^ii^ ciLMdt; m ddopia 
funniui. 



iLMiaiTwib^ AMtodo de \a tmisftirmada tipltbh de Fourier 
83 

Piua jj:l(ubj |os codlcjcnlH dc la ^uma 



pana loddoitDii {(jfj. jfjj}^^ donde irt " 2'" yj^ ■ -ir *J'frtmpanJ = 0, 1 2« - 

SALI DA ni3jiiero« complejoti tff,..,, ndmcKM r«4Fcc , . . t tf^; . ^ . r , |, 
flfls? J Tnmc M = mt 

flfffff ? PlarflJ = 0. 1. 2w -T tnmce^^ 

< Trwflc a: M Ol 
Si- I' 

Piflso tf Mietimii Jr< 2m - I hngA loH |HiM# 7-1 1. 

Plcr^o 7 Pflfu / = J. 2 hii£ji Icjs pa-Wi 

M atertal protogicio por derechos cte autor 



5.6 txmifwmQtius rSpidvs tit Ffmntr 



Paso & S«a = Jt^ ■ 2P + A^., ■ 2'"' + - + t^*^+k^ 
{Descompfmgtt k. > 

3r- 1 + 



Pea 5 TomE FJ = c^^„4^^L 



Pom 



Ajm It? Tome If = le + 1. 

flaso rf Tome ^ a: + 

Pflw 1? Ttme ^: - 0; 

Af - Af/2; 

Wiso Sea i: ^ ■ 2^ + ■ 2^' + - + ft, ■ 2 + (PrjroffltfWH^a fr.) 



fttiO- 15 Si J > XT cntcir4:c^ inti'-rcambtc y c^. ^ 
ftijo THMif- If + L 
17 Tome flp. = r^^/tfj; 

Jfl PsfflJ • 1...-, frr - I EorMtij - Rel<-""^c^^m): 

= Itnff'^c^/m). 

PARAR. 



EIEMPLQ 2 Sca/t*) = oT* - + 1*^ - l^n xix ~ 2>. ftm delermiitar el polinf^fnjo irigoncimftflco 
c)K3rio tran^fomur cE micF^-alo |0, 2| a [ - -jr, ^1- La iraEilaclOfi liftMl estd dsda por 

" 0.7ei979 + 0.77 tS4 1 eejs/ -k 0.0 1 73037 c«25 + 0.00686304 3^ 
-0 000^78543 cos 4; -0.386:174 s^pi r + 0jW6S750 sen 2e - 0.0] I373S sen 3l 

E] poliftuitiJij tri^ufiofTi^uicQ j^'^U) [0, 2j se cbticnc sustituycnda e, = — 1) en 
i^ff). Las griEicas de >■ y^ ■ J^tJt} inueslriin la. figuru 8.13 y cd In t^bla 9.14 

Bc incluyeci Jos vqfof^^ ile/U) > S4t*). M 

M atari a I protegIdD par cfEr&chos de autar 




it 


M 
















a.s4niii 








JJblSU 






OlBTJ 




















0,7 19 J I 












! ^7? 




ii.n.^n] 


1 :7 w 10 ^ 



un oifbqtkr nudciiyiticni, o a cuya pfocnrlackifi ko bn» cn indDodiu con que ciUkn 
familiucizwloi Has infeiuciiM. {/MU, pp. 2i2^^J « una tveiM otn de CMSvIti ru- 



COhUUNTOD££JERCICU» M 



^4 iHRff^^P^i ^* 



ifartitJa ' i)wiirt«^ edit lot IaIhm HmEU. 



Lriro IntripolBiiti! de decjiiuieKla fnda^utfix) ~ je^ t^oi a cti | — fp]. 
Ti Uvt ct «i|unUht> do in InnhTuniudii riphk d> Poniia pom. (klemiiiiij cL puliciEiQilD ui|)tiiiniiifr> 



I 



3 



8 



TP" 



I 





ft, 








E 







tfr. En la CRpMKtdn quo ^ hizo afiii>^ dcl=4ifvlD9^:0;w 
cu. Ifii- veclarei c d. f y y -emu 



M^tarlal p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 



rachMLiLlc ^ y pci| j ni>mtO(i [rl^Diioin^coi^. TiRilii^D cjtplicDmic)^ Jns cipqi dc aproxiniBaiiH'' 
oei: dLniTiii^ La& coi^iinuiis. Lu pdmcraf wucren ciujido npiwcimamoit un conjunto 

dc l^H ^n^^|^^^krtf^c mffimioft cuadnictos discirios n^L■1Jm:^t:Ildll^:uJJwJc^ b runddn 

'^^Itici^ COfljurttO^ de et^iUUiitidEi nunnalcu, oaiwlai li wcLdft 8.1. 

S\ lot dauuH $ufi fKnlkliouN-, pudhlifnlriilc l-^^dvch];!! ulLLbiv cl J1ju^Ec lngoi](ijn4tnci>ii1c 
laiffiillua cuulrjdaji, Ddiidu a Lu. ■□rtargGfUiU Jad de las liini;ian(^& tngunonvSlf kfii b4%jCiA5^ 

p^limamca trJgonfjfKi^trtm iivtcnwbnu « la iruRfwuda ri[Hda Pduricr. 

li iKciite tscudifiroth Lsi« ^praxirijju^^^ de mfnlmnvsi cuudriMlLri. cud- 

-Be eatudJA la. ftprnKlmdcldn mediuni^ funtirKntrs raoimulcSh d4jn Je exptL-miniuti- li apruAima^ 
aSit de Pbd^ c<iino um g^cn^aJisdcldh dol palinomlode Mi^lAUfiibt>Jumbl^ upliL^mo^ 

DvpnximiicLdA de los nifniitios cu;idif:ado& coniinuc^i^ jxif mj^^lL^i-i^'llii^^ 
I^IOi^ ^spCirl^nuw en la c^ci^eniiefiif i Lu u:ri£si dc foudcr. 

U bflwra^MiSL o&m vvbi ixitipu de ipmliiuci&d. U nlu^iln* RLO^ di la 

oamjQ ]^ nifdJ^^ y las vilfia£lzd:f. La suhnilinu FNLSQ cuIi^Ib la ^ipraiintiicidn 4c mtni- 
fcuxu -ciMndfltduii dmricluy K^da la. clcDCL-An dc laji fiuickincE b^£:ai pof parte del iLigaricip 
jf B^LSQfdctiU. ujaq ^vKlrmcidfi: dc jnfidmcs^cpadradw pan im ttMwtom cd^cm. Li 
JhOin^llAfrGKti^^ la apncixjinaridn rafioimt poiidciwlft Cbd^fpibt/ff Vtm ftltltlM 
cmuJnuzcn cl tDlErvbiki |et, La liubrudna FFTCB {^uta la lTiaFisromifldi^^|^;^^4^^ 
Wf pom dcbcnTuaadu i^unjunlu dc dLlluJl^ y hc punsuc d alguTLLmu H.i. 

Li tHhlioicci KACf ti™ irunihflM mt^fwif i i t f^ para AppnUfflv fUcu:!^^ La a>^miina- 
^li^ j^iitPif^ tik&iiai(bciijidnHiu ta lA^^jtp k QOO^lC^J^ cubmtifk* 
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dos y pnopofcioDa su&eirores miiiLinc^ oihir^fi. Udlizalm fffllintimicK dc Chrb^Kbev 

La rudiia BOCZAEF usa p^it:^ ev^u^ la afHt^jdiruKidn DbEE^nida incdjancc 
NAG tambiSti trfrece b mijjia E[)(2BAFp3[^ calcylai Ids ajustcs dc miniiiios cuadrjdos pa- 
n los trazadk]4%S ClihicoSH E02GAF tiaLuU 4?L nuejur njusoc lineal y EOi^C^F cdcula cl 
toejor ajliste L_. rutina E02RAF calcuk k aproxLmaci6n dc La hib^intmi NAG 
lanabirin cantieoc muchan nitLna.% para tranFifcinmfla.'i T^Ld^^^^c pQudcr, una dc lascua- 

La blNioteCA DAllib cDaiticnc ta s-iibmtina polEiLf d^iitra del paqiic^l;c pafa 
calcuLar la apfi;»i;irmciAn pc^linofTiiiaE por TDfnLmos cuMrados pm un cofijurtto Jiis^^r^to dc 
punEos. Li s^ibr^tina pv^llie Js^ piaede us^ pam evaluiird polinomiD DtiEcnidct cdh p^LliLf 
(□ cua^ulcra de sus dedvadaiii «d ud punto Jwlc^}. 

El leclor que de^M infannwrif R miii cxHnpljcla sobfr La mrfA general dc ta ^rO]lim;i- 
d6n poftJe cuEisuliar aPcvwcll [Pd], Ji D^vji |Da] 0 a CJuney [Chi. Un buea libro sobnc Ids 
niftodcn dc Eo^ mfrnmoi cu^r^oi «s i^E LawiiHi y KanMjn [LH]; en Van l^m^ [Van] y 
tn Biigp y KuiisDn {BH| pv«dc eiifocilrar ^ol'oimacijba acerta lie La& Lt^sfixiruudaii dc 
Fouricrr ■ 



CAP[TMLQ AproximaciOn 
Q • de los valores 
caractensticQs 




St N bom Ham bn«|i^^ w^tiWit, i^to^^ei 

sfslemi con fsta£ kiucIdjks dlTeniKialHJC^dciKictiimi iJalfWide: 

Sup^fSmm qwe li harm llciw 1 m de )Qng^i=LHL, urui riRldCT unJ- 

fi^icar In f^jFmuIu de difcrLitda ct:ntndB (45^ Ib 4.1 par? 
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Mat^rla^pPC^I(%^#rifer^t^^^^ alitor 



^1 IJgHP^flfei l^ de loi vidgni carmhdMoi I3 que 

atudlarateH en «lt upflulou En d cjc-rdckl U li:Nc$l^ 9!^ it 



En el capAulo 7 preserl^iincpi loji valorn;:; > vedores c^rulcrfslieiiA en crlacirtn con Ini t-^n- 

t\ {lcVcim\\\3svi\r tie una niLttn/ K n y Lumbi^n c-s dif'^ci! halJar biicTiBN 4jprD:timuiL-L-pniri 

m^nor ^uc I. Fji cstc ca^io, Job vakKB DKiK-L{^ An Jut val^rei cjir]ac[tr/jiiko& iu> cieoen una 
Iju l^cnic^^ UliliT^^d^^ (i^ftr;^ ^fir^'^^^jilkirliii u^nn ileniLtvji^ imp-Jjc'i que la deLernihnacidn Ac 1a 

oof^i iKCf vlt^ino:; nek!L>TTj.if ilIj^uiili^ dt^finkiuneH y n^suLL^K^^ del ^Igfbm Llr^euL. TocLo!^ L-cm 
te tn cualquitf Ubrti dc 4l|d9m lind (v^uc pw cji^i:ifd6, (KD]>. iM prfaMn ddinld^it 

(tdd|)«NlieBiilL 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



,'l — l-i • M ^ '^mm fa i ■if ■ 1'°" J 1] fi J 'n V m'j ■ "■ ° ' tS - ^£ 

Bwmtndfif Supda^iK A a U tnauu C4iyii cdmrmu con kw mloru v'^^ 
idio it la ix-iML-t^]i m^iiricLal Ai? = 0 liirm h ^liu-iAn dni^a a - 0. Pen^, 4i£U«n1u a2tt 

iaicdflll*. 

il sdccciQiuir 



Eit la i^KciAn S.2 liiiludiaiinias los CDnjunlos ortosonalcii y cutnnornialcii de:U| Al^Cid^ 
■KB. 0e numa uniiW H cfefiDcn 



IlKUCFidc que lam nuilricca de pemt^ida q,ue e^tu4iuno• en 1a Kccidn 6.3 lieaui 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 
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vi 


1 


T. 



0 




^ 1 
T 


0 




vJ 
T 


TV? 






















IS 


i 






If 







[I 0 o1 
0 10. 
0 0 iJ 



Tiiinbij«]i ti vcrdaii que ^ £ - luc Ju que » £ ~ ■ 

TtOltmc 9,8 Sufxnt^KsiDittjfitA yBtoB nutnceK Kinularu coo A * BSy que A cs un valor cane- . 

. lixtMaca dp ^0iiy:i8t:iijB^ ^ Awn vtlor twt^^AJii^' 

Pin:^ 4iuc Ji ft y 5 nu siiigulart For lUflaift » m vww w«afif fsLko de 

, «i y • para alg Jiui J, d IVsullitiu ^jcHd^A Utt iS^it^t0t%lli^BMi^-, 
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ScR A Loia matriz ^jbLtraria. EjlisIc kuia matrix no singular tJ iodo la pfupirDilad de l|L]c 



qut no nsarcmo* Pits pfiojiicd^ dc consu^rs'Acifki k ngrrru^ anincnl^ conRidtr^b- 

EJ mrcma 9.9 un Irarema dc cxasiciicia, pucE ^^j^ntiza la cxiiKLcncia dc la maEiiz 
triflngular T Fan tjfrccn" un modto conirtnictivn paia nfbCcncr T. Paja dcmfisirar cl IcxYrcm^ 
DAce^o f^OD&ef Icrii v^ak^es eoitiL-ced^iicu de A. Aif, en 1^ mavi^ de lus cii^ « di- 
fici] drtmninar la tTBiiErofmacinai cbc similJlud If. La sig^iicnlc- rcFyricckroi del Iconma 9.9 
cn ]jts im^riocs slmeEhc^s disminuye U iDomplejidHl, pxquc civ csic case ]a mslrii: de 
tfajisfofitia^idii!! tt e^^^zl. 

Si A H una maifit Kimftrica >■ Pes imq maiTi? oflo^m^ ci^jw clcincntci^^ljagonsks ^ las 
ValOftHi cai^Clfirisiiim dfi A. e^HOnoe^ exi±ac una ntolrk Mu^oiiiil lad ^ue D = Q' ^AQ ^ 



Gmtaria 9^11 



LiH S^|Uietil£S C0n>l^0s del leon^ma 9. 1 0 f^muminn al^unas dc la£ pmpicdads mas 
in4crf£^fil«$ dc las iruxricc^ sirr^crkas. 

S\Ats una rruylriz EtmAricd d^ i x t^, cnionceSi los ^^alorcs^can^eff&licos d^ ^ t^tiiiK- 
JtU Rales, ^ emoen u veC10n^ii (r-dratlcri^imE d^ A qut^ fonnan Lin cOnjunLui unonofTTLa]. 



itafflKlMffdiff S j ^ = y = son las matijcca f^BpccificadBS cfi cl ti^ofeitia. 9- 3 

i} = Q~ ^AQ iimplica que AQ = QD^ 
Sea I ^ r J = (if q^it---* -fu^ ^-^ rH^ama culuoma de ^. EjiEmLes 

y u^ vaJor caractcrfslico de 4 con vector caraclerf^ico t^. U i-ii^ima coEumna dc 
Coma Las columnas dc ^ son ortoFHirmalEr^ kis viccloir^s carBctcrislicos dc l^mhi^n la 
son. A] jnultJplicar »ta ecvackJn a la iTquienIa fvor t[ S4r ricrK : 

Cwim>t.'At. y tJt. sen nvmcras TCaJc* y *Jt^ = L cI valnfr caraclcristSco = irjiA\j cs un 
n^mero ml, para cada r = L Z a. ■ ■ b 

En 1ft 5cccii6fi 6.b vJiriQi que una malriz diD^uicft i4 cs dcfanEda posilio si poia lodG 
VKlQf X disdntQdc ocra Icnc-mcK i^Ai > 0. EE si^uk^nlc tranma d«chbc las irvalricrs fk- 
^nadarS poi^iliva^ a pBitir las vbIoth caradcrfsdevrf^. E^la ptmpHcd^ ck: sus vakuTE 
car^^fcrfslicaE las hace impnri^toE f^n las aplicaciLm^R. 




late rial protegidopor 




. 4 HD p<}uljv.n|. . H 

0^ < i5itx - Alt W jdyL 



IfQSHivin. De acucndo con el comtaHo 9.1 1, exi^cen tt ^^ofei cund^rfiitiocA ck «4, n^^, 

1^ 



El icsultado final de Ifl seocHSn h witkn a. lu oitH psra apnmlnuir ks vakns 
^Itttttfrniafrl^^^ (Teo^ema del d«culo de Gerschgodn) 



ItD db ^ U7^, J?,. M£s aiih, Ib unJ^n d« cud^uier Jt dd e$[iM cfftulai que ttnp. tiita 

M atrial protegicto ppr derechos autor 



9.1 Algebra tneaf y vabits tn/nCt&ifstkiOi 
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DcnKfFWf ito Supcm^arnoi q^e A « irn valor caisctcfiBlicQ A con cl v€€txw tzaiadiE- 
ri&iict> a^odacio donde ItscL = I - Dado que Ax = Ax, is icpicscntiiL-Lon -Dquivalcnic piH^ 

pp 

Si tcs ufl cfiicfv wp kj = Jti|L = l» csia ocMCtm, mo I = k, implka que 



J* 

,5' 



quieic un ^rgvmcnto de conTinuMad infenboso. Una <kino¥tFaci<^ £Ap[fci[a se eACuenira 
en [Or2, p. 431. ■ ■ ■ 



EJEMPLO 4 Par^ la nuiliij: 

r 4 I n 

A= 0 2 1 I 

|_-2 0 9j 

IfKcfKulot dd leorema de Getvehgoriii sm (viasc la ftgim^-l en ta p^. S^B^ 



CAPITliLO 9 • A^roximacidn de ios vatores caractensticos 

Puesto que R^ y son ajenos a R^, debe haber exactamente dos valores caractensticos 
dentro de J?, U y uno dentro de Rj. Ademds, como p(A ) = m^Xi^i^3 l-^^l. tenemos 7 s 




CONJUNTO DE EJERCICIOS 9.1 



Obtenga los valores caractensticos y los vectores caractensticos P^^]^'^^^!!!!!* 
naamces de 3 X 3 



^Hay un conjunto de trcs vectores caractensticos linealmente independientes? 







2 


-3 






0 


3 






0 


2 






2 


0 


c 


A = 


0 


2 






I 


0 






— 


1 1 






I 






1 


1 0 






1 


0 1 



6 

-3 



1 

-1 



c ♦ . b. A = 



-I 

-1 



f. >l = 



1 
2 
1 



2 
-1 

1 

1 
2 



0 
I 

2 

-1 
-1 
2 



2. Las matrices del ejeicido l(cK (d). (e> y (f) son simfitiicas. 
a. iSon definidas positi^-as? : 

h. Consider las matrices definidas positivas del inciso (a). Constniya una matriz ortogonal Q 
para la cual 0' AG = D sea una matriz diagonal, por medio de los vectores caractensticos 
encontrados en el cjetcicio 1. 

3. Aplique el teorema del circulo de Genchgorin para detemiitiar las cotas de los valores carac- 
terfsticos de las siguientes matrices. 



a. 



c. 



1 0 
-1 0 
-1 -I 

3 2 1 
2 3 0 
1 0 3 



4-1 0 
^1 4 -1 
-1 -1 4 

4.75 2.25 
2.25 4.75 
-0.25 1.25 



-0.25 
1.25 
4.75 



9.1 
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D 


I 


3 




i7: 

i 


tf 


-J 


t 




-4 


2 


1 


I 


2 


2 


-] 


1 


1 


1 


-2 


D 


Q 


1 


3 


-1 




I 


0 


-A 




] 


0 


] 


4 



f . Sea {w^f . . . , T^} iin can}iLnia dc Jt vccbores crftcrgoiukJcE; difncnCn dc ccro, demucEiti? que es lui 
Ik Sera ^ ana cuCriz ofKufimjil-. 

bi DmoBtre q«c HCH: ■= I y HCKll^ = I. 
7. Sea {t, "^nl ^ conjunct 4k vm^weii □nQrurmyf^ distJnciafi ds ccra Bt" ;r X e Fl"- D^- 

Jl - I 

8L DemfucEtrc que si A £s unu m^criz dc ir n Dvn ^ vaJoKS cojfliilf-rtLticas diLtinlaf;. entoficH::^ ^ 
Iknc N vcclofCE ca£a£t£rf^tico& lirKilftinili: indcfkMidicnic^. 

9. ^ el] ^jcf^iog 25 In wci^ pc lif4 una mulriz SLmjfthcBi 



Zi3 



1.69 
1 .33 
1.72 



2.]3 
1-72 
IJ5 



pam dcsciibir Jas km^itiKkB pramcdia dcL aja dc 3as mo^-^H di: fnilas que habL&£] rjcuki dd 

apaJ'QAinLefllf^ il£ ires ittUE^LL^s dif i'rlLiNL~J4N. I;J t^l^muiLNh i3|^ rcp^cihfnELi U kKH|r||iif| ^E^rn^^Ji^ 
di±l di lU^^i ititTsta l^mi^ cjp una mi,i»^^ msK^a d^l cLpia ? y iiiia mi.i^a ^vcml^nj J^l lipoj, 
ZL CakuLc las- ^aionB caracli^jfslica^ y Jos ^^laixs cfiriutcilsuiCQ^ AsoclBdjCK dc c^ua m^z. 

!«cocIj^ $j6^ CS ^ir.^t^ dji^finida fkMiUvu ^slu rniLri;^'! 
Uju miBtrdE pcrsin]l4rki f!s aquc-l]! qut c± Btm^Qrica aJfukdof da aintui diu£iMial£k; £s de^if, 

2, .... Nyj = I4 2 jV. Divi^mu p€Qb3i!ftifls dc Ea tsorfa dc la cofnunLcajcidn ticncfi udli sg- 

lucidfi que indu hi^i^:^ y i'4^Li[>re& L-^j^urfsEkns: d^ rTluiiii;^^ dt- ^ci^Tia p^r^i rn^ri^^- -Por 
c|C[iTplQ^ d vector cflnc I cf{slko CDTTTspa^ vaiurojictciiElJcu mfnatrxi dc la rruUiz per- 

uiu^UiEfl dc 4 4 



A = 



-1 
-1 



0 G 

"I 0 

2 -I 

^1 2 



di li rc^dia aJ iinajmlaci uqiI^lHo del fd^al d£ cfHt^ia una xyceRL^fn ^ epr^^ ^ lofl^ii- 
tud 2, y dc&jM^s cL p»a ETk£iiink£i dia iCL^di^ULfef SiUCEfliAti dc piKihk. 

a Apllque <l 4«l C^reLitO J* Ci(faC%E>fifl pm. ^^n^ziM^ t^, ij ^ «s la m*Lrw. d«|fl 

y A e* tin viiHtf ciJw;Kn"stim miiinux ntiwms |A - 4| = - 4/3, doodc; pdcuci- 

Apliquc cl IcoRiiu dg] ciccjIo dc Gf i^ixguriii pirn dcmcslEar que si k ct cL >^or cuiudc- 
ris4Jco ^Tl^IlifTlD dc la idbItie 



Material prQ&jgicfp.. 




■I 

i 



3 -1 

■1 3 

■ I --1 

i -1 



I 

"I -I 

3 -I 



li] iii4t«du In putiMUU cn una E^niCA iLrraiiva ^ua peittuu d^ienniua^ c] valuf cjinMiie* 
rikicojdioBiinuite de um mtlriE. tt deiB^i^jiiiBf iiaftfil ^^ fiuttAUod lAni 

iL'&pi!i^[t> ddiL del m^KKlu [It la pttctDciB cs que nu Kd^la pfixtucc un vflJor caraclcrf stic^i. i^inn 
un mnur curdcten&lif.'u niiotiadu, |>c hoi^O, U AiKucntC quc m^lodD de la iH^'TKia H 
fiplique pui b«al)n»^4^^ ds On valtr cinKleriftim dotemfinacU:) pof ocnf 

yaiR aplicar el mf todo dc Jn polrncsa \*ipKiiiifcra<3s qw ]q mmiz dC N X ft tienc ff 

1Mio£ftiiau iKfepwdtent^i A V^p , » , , i^^T Mil «^ »po«A»fW>i <iui 

fiints un vectM cualqukri ui R", til h^cha de 411c (v"\ vt^^ v*'^^ , , . , v<")} IIdcbI^ 




.^^5 ° i^^^^^^^^^i^pj^^^^^ .'^^■j'^^s -^^^^J^t^^^^^f^^B^^s^^ ^^^ft,- ^^^-"^^^^^tf^^^^^^^^ ^(^'^^^^^^^^ .-^^^^^^^^^J^^^i .^^^tfliRp^^^ 



.deque ^| =^ 0. 

ca t'utnta idecusdA lu potencifli die A*Tt ps\ia futgvsitnoi que el LLinild de li cciuui^n 
Sei yf^-'^M^'^ y dodlDirtHfi • Con etHta noudSiib 

Eivi™cf i. iH j?i d zucDor Ml^ro till 



CAPITULO 9 • Aproximaddn de bs valores caractensticos 



y definamos 



1 



inductivamente hacemos lo mismo con una sucesi6n de escalares {m<'">}„=, mediante 



: i rnsaoii 



Pm- 



(9.2) 



donde cada paso p„ sirve para r^preseotar el entero mas pequefio para el cual 



Al .xarin. la ec^i«n (9.2) v.™s que. como 1 A /AJ < J 
3 n m /.I"' - A„ sietnpce y cuando eUjamos i<«' de modo que ft * 0 Mas aun, 
b ;ueeL d'n:^«>re. {i">):=„ couverge al vec»r ca^ctcristico asodadc a A„ que t,e- 

" Tme^o-de la potencia Uene >a des«u,aja de ,ue a. i-o^o -^^^.^^ 
tiene o no ui. solo valor caraclerislico dominanlc. Tampoco se sabe coruo selecc onar j 
™^ es^ ^s de que su represeoucion mediante vectores caiacteristtoos de la mamx 
Tonten^^ eonribuddn dis.U de eero del «=cU,r cara.Kris.u» asooado al valor ca- 
racterfstico dominante, en caso de que exista. 

En el algoritmo 9. \ se ejecuta el metodo de la potencia. 



ALGORITMO 

9.1 



Metodo de la potencia 

Para aproximar el valor camcten'stico dominante y el vector caracten'stico asociado de la 
matriz A de « X n con un vector x distinio de cero: 

ENTRADA dimension matriz A; vector x; tolerancia TOU ndmero mdximo de iteracio- 

nes N. 

SAUDA valor caracterfstico aproxlmado ^; vector earacteristico ap.oxim*to it <co, 
ML : D o La un mensaje de que se rebas6 el nfimero mSximo de .teraconcs. 

Paso 1 Tome = 1 . 

Paso 2 Obtenga el entero p mas pequeno con 1 ^ ^ « y l-^^pl = 

Paso 3 Tomp x - x/x^. 

Paso 4 Mientras (k:<N) haga los pasos 5- U . 
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ftrso S Tome j = Ax, 
Pnso 6 Tome fL ■ y^ , 

flasff I Si >^ = Oh ni[fiflKS S ALl PA {'Vector raractmilictlpV !>; 

SALIDA CA lififK #1 valor car&cBerfslicp 0, i^f Irccionc 

PARAR- 

ft™ JO Si ERi? < TOU cntffliOR SALIDA <ji. s)- 

PARAR. 

ftEse IJ TomcJt = t + L 
ftrao 12 S ALrPA \ 'EiccdLdo ct numcirj mijuitu de iie^raidMpesl; 

PAIUR. ■ 

Al scleccionaf, en cl: paiiD 7, el etllsro mIs peqwto pajl cl cua] [.h^'l = Jljr^^H^pc- 
neraJmentc sc £;^rMJiEj73 qi^c hic indicc fLoalinnaEe ^ vueh-a Lnsmable. La rap^dcz coii que 

cpnvcf]gc A X^ st: fkfcnnina mcdlBJilc las rnzoncs lA^/XjTt J ^ 2, 3, , . 
y, particularmeivte, mcdianlc lAjMiT- T^dcz dt t4?ti>itr|efttLaj ei tXIA^/Ajl") (v*m 
[lie p. 148]), POST k>cLi:a] hiky umcoftSlante 4 iaJ qui^ para gr^dc. 



l€ anlcrioT ^gniAca que 



A.. 

a; 



A, 



Entnnrc^. la succsidfi {iix'^'"} COnvicrge lilvealTDfllte a A], y, por l^ltto, cl prooiNljniiicitIo dc 
AJtlceiri ^- qu( uplicdi cn 1a scccj6ii 2.5 punlc wT\-ir pan if ilEitar la con^'cr^ncia, La 
del pf€PC«diiiucDlD ^- CD cJ AJgorilmo 9. L K Jogra modifi^irido^O C^mo iigut: 

ft™ J Ibinc* = K 



Paso 6 Took ^ ■ 



m. 



19 Sl£lt&ii lOLyh^ A,^»tmm SUJDA (il, 

PAilAlL 



P9sa il 



Teamtk 



t + li 



N'lr nei'e:j.^hD c||iie la matrii lEiigi valoi^ip ciir^tf n^lk^ disliittru |\iTiq qekc ccnvverja 
cl mfuxki Elf U piitciKja, Si d vilw cancterfiiliico donunanie y uniiw, A^, ticne una muiu- 

^^^gf/lkimQ^adot * d |iu«dtmiei]liQ:lwv& amveriglr^ en A,. Ed ect^ cisa hi tuc^i6& 
6e veciom {■'^^iC^a coDverj^rd a un vwlar cancierf>i ico a, 1^, ci^n nurmu uno, qiic 



r-4 

-5 



13 
0 



0 

2J 



(K9f Jjo qtu^ ' 

ci^n itE valor carKtnfitioo dominaivrc, 6, es fl' - 6.fl(X)0IXI ccmi el veflor arocten'&Uc^ 



m 
















i 




m 




1 


<I.0.7J, -0.]]]) 


Ti 












i 
















{], aTlfi2l6, -0.24lmj] 






t 


n,0.7l524T, -CkMWSfl) 






1 






WHJUJ7 


;» 




«,«WIJJ 












i» 








i2 




(Mm 





muclm mcnoH ccrcatia al vcrd jdem vcclor garaeCcrfstLwi (I.O,7]42B6. -[l.JSi^p 



^"1^ y'm: y cjjcaJams puna fflciufur sigjiilaca[^'4irMQie U TMtSfl cle cofwcr^encjii cnlre 

conv^i:^'nc:LLi ctel mcccHk^ sqcikijI tic pcilciiyi^ c$ Cit|A^A,hJ, li del i^L^jdtj modifier JiNijiM - 
dJA-n c] iJj5<TfiLmu9.1 pkULi inaAnL--sK ^imf tricaiit^ Ot|AJA|p*). (V4ase [IK, pf*. 149 ; 

ibpliau- el prtKediitiLMiti dc Aidm. 



ALCOAtTMO 

g.z 



Mftocla Out la potencla sfm^Ci 

l^uiE JipruAinmrcl ¥alcirc^Bi:lcn^ljcn duinJjiajiEc y cl VKEorcariKlcrisEiru aii^HJciaJu Jc una 
idaBfiz Silrnftrica i4 dc n X fit. dado un -vector x dif4!Tcn9c dc crn>: 

ENTRADA dimcnsjod ft; maErLz. ;4i vx^tcur lolEnuidii TOL^ numcru iniALmu de ihri'Scich- 

'Do bkn un menK^ije ck que se ngbii^ el tiilmert> ittfixlmcp de itencioncs. 
Am J Trtme J[ = I: 

P^Q Z i^mm tk ^ N) ha;^^ Los piLM 3-8. 
flflsc J Tomcf = ^m*, 
ftria 4 Tcpnae ^ = t^j. 

SALIDA I jew cl valor cjracicrfittTOO, ^I^CIQ 

M un nucvo vector h y remicie"): 

PARAR. 



Pffjo Tome Fflfl = 



K - 



Uylla 



Pvx 7 Si £RA < J%7L, «DiCHtc«s SAUDiA x); 



iPnKetiimirniP trrrnmadit c.Trrofiwwnff .J 
FARAR. 



ftrw a Tumc ft It + I. 



Malarial protE^gldo pDr dBrehChos aubr 
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CAPITULO 9 • Aproximadon de bs vabres caracteristicos 



EJEMPLQ 2 La matriz 



4 


-1 


1 


-1 


3 


-2 


1 


-2 


3. 



es simfitrica con los valores caractensticos Aj = 6. - 3 y A3 = L La tabla 9.2 enumera 
los rcsultados del metodo de la potencia. y los resultados de la tabla 9.3 provienen del 
mdtodo de la polencia simetiica, suponicndo en cada caso que y<"> - x^*) - (1, 0, 0)'. 
Observe la mejora significativa proporcionada por el metodo de la potencia sim^trica. Las 
aproximaciones a los vectorcs caractensticos producidos con el metodo de la potencia con- 
vergen en (1, -1, 1)', un vector con U(l, -L D'lL-l- En d maodo de la potencia 
sim6trica. laconvergenciaeshaciael>-ectorparaleIo(V3a -V3/3, V3/3)', conl|(V3/3, 
- V3/3, \^/3)'ll2 = 1. ■ 



l^bla 9.2 



m 



0 

1 (4,-1,1) 

2 (4.5. -2.25. 2.25) 

3 (5. -3.5, 3.5) 

4 (5.4, -4.5, 4.5)_ 

5 (5.666, -5.1666, 5.1666) 

6 (5.823529. -5.558824, 5. 

7 (5.909091, -5.772727, 5. 

8 (5.953846,-5.884615,5. 

9 (5.976744, -5.941861, 5. 
10 ' (5.988327,-5.970817,5. 



558824) 
772727) 
884615) 
941861) 
970817) 





am 


(x^"'5)'con||x("'>|L = 1 






(1, 0. 0) 


4 




(1, -0.25. 0.25) 


4.5 


7 


(1. -0.5. 0.5) 


5 


6.2 


(1, -0.7, 0.7) 


5.4 


6.047617 


(1, -8.333, 0.8333) 


5.666 


6.011767 


(1. -0.911765,0.911765) 


5.823529 


6.002931 


(I, -0.954545, 0.954545) 


5.909091 


6.000733 


(1, -0.976923, 0.976923) 


5.953846 


6.000184 


(1, -0.988372, 0.988372) 


5.976744 




(1, -0.994163, 0.994163) 


5.988327 




(1, -0.997076, 0.997076) 
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m 



0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 



(1.0. 0) 

(4, -1.1) 

(4.242641, 

(4.082483, 

(3.837613, 

(3.666314. 

(3.568871, 

(3.517370, 

(3.490952, 

(3.477580, 

{3.470854, 



-2.121320. 
-2.857738, 
-3.198011, 
-3.342816. 
-3.406650, 
-3.436200, 
-3.450359, 
-3.457283, 
-3.460706, 



2.121320) 
2.857738) 
3.198011) 
3.342S16) 
3.406650) 
3.436200) 
3.450359) 
3.457283) 
3.460706) 



4 

5 

5.666667 
5.909091 
5.976744 
5.994152 
5.998536 
5.999634 
5.999908 
5.999977 



, 6.047619 
6.002932 
6.000183 
6.000012 * 
6.000000 
6.000000 



(■s^f^^y con l|x<"'|!i = I 



(1, 0. 0) 
(0.942809, 
(0.816497, 
(0.710669, 
(0.646997. 
(0.612836. 
(0.595247, 
(0.586336, 
5(0.581852. 
(0.579603, 
(0.578477, 



-0.235702. 
-0.408248, 
-0.497468, 
-0.539164, 
-0.558763, 
-0.568190, 
-0.572805, 
-0.575086, 
-0-576220. 
-0.576786. 



0.235702) 
0.408248) 
0.497468) 
0.539164) 
0.558763) 
0.568190) 
0.572805) 
0.575086) 
0.576220) 
0.576786) 



El siguiente teorema ofrece una cota de error para aproximar los valores caractensti- 
cos de una matriz sim^trica. 



m(a U,- A| <: e. M 

DcnrostnicMQ SupongzmDH ^ue v'^N v^^ form^in lui CDfijtLntu oriofnonnui] ite 

A|^, . J^. Dfi Jixiucfiki CCA jui UKiremaa 95 jr pura ol^un cunjiimio iimAdie eodiitad' 



IW»-*!lliT 



InAii c^4^iCWo a un iKiiinerD q cspecilicr?. 

SiijiQiijwnw^c nalriz A tH:nc l» valorcs earm;tcrrjitic«» ^^i, , r ^^zm im vzn- 

lUfl 

. J I I 



dodJe iTpf«!fi«i[a tn Cactfl. piLW d cnlcm mils pcqiicilD para cl cuol |>^^*^ lly^^l.- 




valor tcrfsEicc* dc^miniLnec y )in\m (k <A ~ (aunque [nii^dc &er un v^or caructe- 
r& Lii L-unvTrgcniitL^. panju^ fsJa del -Dril^ 

El cilculo d€l vKlor y'*^ « obticrw tte Ly^ ctvaekm 

En itmltioSr geitmlein pftn molwr cvte sistisnu uiiliu k climlJiaciAii gau^sinna cos 

Aunque el meiodo de la pdcencia inwrsa n^uicre la M>luci^n de un Ristcma de ft X n 
cada pa]S4j, lu« mdlEipIo:; pti4:den gu^flirdari^e para redihcir to^ cdlc'uli.'u;. |^ ^leccii^n ck 4 
pucdc lenC-T CDUin fa^KC cl EcDreifui dci cticmlu lK^ Gt^rschgciiriii d euiltquttrr <5\io Fnedlo pOi^ 
iKuJj w cl valctr cara^lcrfsljeG. 

EL algiiriimD 9,1 cakula 4 a p«aniir de una apm^cimnrci^fi initial i'^' de un vcclnr car^ 
ltrf$iico par inadia de 

Eniq elticcJdii de ^ prdvlene de la ob:wrvacli(}fi de que, Sii i » un vector caf^tcrTstlw^ it 

llxfla" 

Si 4 efU* cerca dc un vrtor caneclcrfsllea, l*t convcfjgciwb !icr4 muy rIpJda. pero cn i^t pa- 
6 dt±bi±rd ^mplf-me uniL tdcnicLa dc ptv^co para cvilar la contaminacl^n jx^r c] error da 
rpdpnJco. 

A nwiLL^ cl ^IgcirtLmfl 9S uau psiru upr-u-xiniur lui v^lor CJiniCE-^i^Lu;^- cuzindu £4 
ccmcKC un valor wfwtcrTstico 4 ppfnotinmJo, . 

Mitodo dc Is potenda Invert 

aprnxinuir un valtir car^cicriNEii^o y Urt cniMierfj;ti£A ai«ciadd i& lu macri^ A 

<kn'^ n, dado un vector x diMijiCo dc «n9: 

Material prote^gido por derechos do aulor 



W9 



SALIDA valor coracterf^tjico apn:in;ifnado fi; vector can^ctcrfi^tbco Ofproximadf x <can 



RffH 3 Tomcifc • 1, 

fllM 3 ObEcnga cl crncFO|t mis pequefto con i ^ p ^ ^ y ^ \^\\^, 
Foso jS ^f1eltt^lK (it ^ A/> hiiga hn pasos 6^1 j. 

PAftAH 
fMO * TOrtM |I - 

ftwfl S Obccngu cJ cnljerD p mis pa]Li£hu con I s p s a y [v^ = Dytl^. = 
s = 

Allfl- iJ S:i £ft/r < TOL mtcmces t^^™ ^ = + ^: 

SALIDA I); 

PARAR. 

■l^fff SALIDA {'Kdmcra miniinus ilcm^i^^ncp ?:cccdjdQ''); " 
PARAR. 



Coma la convcrjecncia 4cl miioAo da po^encia inversd 1 1neaE, poiikaiio^ usor nuevu- 
mcnlc cl proccdtmscnlfl A- tk Aittcn parji 41«3erflr lil convecseiwiii. El si^ukmBU ej^mpb 

EJ EMPLOY Llcil^tri^ 



A = 



-4 T4 0 1 

"5 I? 0 



Materfaf protegido por derechos autor 



fin la EaUa 4.4 » iriciuyen l«.!nq»Li]jl9(4!C« «it^eii^.^jqil^ <^ 9,3> 



y, por luHDh lamtu^D podnngs epi icai el nUSiodo etc k poieaciu umeukji^ a (iltiiv^ el al(iO' 

&(lit«B nuuliit ^iKM**r »jyi^ittpf^nwifc i^tiww vttem CVAdCtjSAl^ 

cox de ufiA \mif\7r. un^i ver cakulada una apnfHJiiuicii^ al ii?ifr1?jf^i'^i*^ )^ 
Lijni[i»mD& jiuti&m|H;euniiiciAn a te* m^pdm denmJdB, 

EA im iii6todt> de de(fU6Ua dbbeiiMiiybiir ou auuli # diwvi cu^di^ nioctt 
lfl|)tiipiMk«ean i£ual«Jt a Ioa^ A, ialvi> itut? vflJcM'c«nct«Cftieo doinl««idie4e^ «e « w 

PiWi^ SuptH^atMU que A A,. . . . . H«q wldCH fanfita«ld|!qf^ll^^^ 0.m Ioh V^CtOiDtt 

jrtcl'J - J, FfllMCftii. b Jimrli 

hH^V h-i! • w'*^ dcmde y w"^ ^siifiit nelaeLofudoa por la. acuacii^ 
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4 



I H ^ 1 



V 

iti 

Cgh cUiL dcflniciDn, 

* X 

dmdc In bujn3 cs^ la fishii? cflwJcowJi del p™ii!Cto^V^^ CUio que ilV'^ ^ A^f^"* esKJ 
«^i£n>nca que 



iflqur imjuliira que 



f 



-vt-<^ V'^ *. ■ . , ■ . 
For IzHilO, X szJkfaDC las htpdtKEi del icoTicina 9.15, Ma^ aijn (v^^ d t^efclcto 12), cl 

Si A ^ n valor caracterfsitco con vedH caraciAn'Eijco iiM^iuk> b iic]a£n6a 
ffw — Aw impJica qUL- lai^iiruiOOOfTfcnadiidc W limbi^a drbc-scrocm. En comcracnrii. 
Is. C44uttittii dc ij. iTtidnif B wj aporla nada aJ pfodudo #ir = Air. l\ la im^tii?. H puodc ser 
PcraipkTiida porun^ Tualriz fl* (a - I ) ^ (ft - ! J^cdateiuda aJ tuprtmirei^ J«l i-isicM raflh 

gidn y i-£^inLo colunvna. La msimz tieoe \m valorem earacunMicus A-,^ A^. A^. SL 

lAJ > lAilr Hc apluTii nuc^Micnic cl irKiodc dc la po3ci»CL3: a li malriz para determiiur 
cs4£ J3iw!-vci vakimracEL^ri\Lfc£:L>djnm.iJianjc y yn VKMST caj-atterisstieo iv'''' ajsociado a rc4- 
pc%:30 d. la matrix- Si qmcft t^blcilcx cl wcUir Ezafadcrf^AicQ asociadi^ w^^' dc 3a malriz 
fl. inuudimia una cDordcnada ecu? cntrc las ct>onicnad^ H'^Jfj y del veclor dimen- 
iinruiJ m - I ) w^-' y luc£OcalcbLle v*^' medjaaie li ectiici6o 19.5). 



EJEMPLO 4 Con b^Bc en f 1 cjcmpla 2. sabmos que la maifu 

-i -i] 



liene l(hi vaki^s catatlemliEros A| = 6. A| = 3 y Ag = 1_ SujvHitcntIn calcul^rocn 
rl ^idfiff caranLmMicfs drfiminanl? A| = 6 y d vector CiiriCierislico unttario asociMjo V^^^ ^ 
(^L ^ 1)^^ pit>C^iin.imEi^ qu« ac^al^ajt^s describir paia obunrx A^ icaliza a^f: 





1 






! 


■ 












s de autQT 





quit iient iaa ValiQiKi CBir^lenKEiizas ^ " 3 V j!^ = J. Para = 1, el v^OOf CUOClcriBlJco 

Andea Si empJumu paiii HtcuiJar tiKtm lot yilofu cwKteifetins una maEriz^ laii 

Ipibia liwHH ^iodo a la molrix origEnaL fivnEilIzi qut Ira Bpfmbnickna ccfivti^ 
jBR cn vt]i?Ti±t CiargctfiFf Sitku de la ttyitriz oHf:iifiHi]. no a de li tiiMr itduddi, qi^ 

Termiftawmcis e*ta seccWfl con el algori^mjo 9.4, que calcuJa el scguiido vali^f csitibc- 
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r 
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AucDRrmo 




rbdu 6c b Tn^tri/ A ck X n. daili una aproTtiinaidaa A a1 i^aluf candcribiEioD donuDuiAc, 
sc UHli?.a Hri^j arTO-^invaciim t a! vector carac^sticci c^fres^ndicntc y un vtkIot i e R^"^: 

SAtlPA v^lnrC9:f4tn^'l?tkc^qw un men- 

JPes0 J Sea J d en(er*> mis iK^iueAocon I ^ i ^ Jt y {t^ mfa,^^u^. 

para k = J — 1 
lUTijr = [ - 1 

AU9 3 S] r 1 c J # fi. cntoftccs 
piira/= I,..., i - ] 



1J_ 



para Jt « ii -]^^^ it — I 



^41 



ftBd 5 Hcdicp c| mctoki dpc b ppicnda cii la nialTi?- (ji - Ji X (#i ~ I ) ff= \b^) con r 
cottK) HjpoXLEroLriHJrn illicit. 

FiO'^ Si d mt^todD fatb, mlcHict^ S ALIDA (, 'hUDcxfe l^la')^ 

PARAR 

ii dUh sea /l el valor Esr^TLm^liittQ apttniiTlacki y 

Fmi 7 Si I # I, eciiMO^^ piri £ ■ 1^ ..i,. J — f Imt ^ ■ ti^- 
l^jo S Tpme «; = 0. 

PtSA 9 Si J ^ Ji, CEiUHicciS para k = i + 1 , x - . * n Uhte = u ^ 

( 

JO Para k = ],..., jr 



Material prcitn?gid£i por cJafechos 



{Ctili-uir ei xfcltir tTiFuclensiictt ufilizando ta ^uaciAn {4,5| ) 

POiif 1 J S ALID A [ji. u)', {fipoceiii/nieftia ifrminaiio fxiHuamfntt,^ 
MRAR. 



CONIUNTO DE EiERCICIOS 9.2 



[: I il 



-3 4 -2 : 
L 0 -I 



I ! 0 ; 

Li 0 ] J 
Uwi"* - (-1,0, ly, 

Li 1 (I 2J 



3 
J 



-2 -1 



1 
t 

J 



] ^1 

L I I 



-2 



-4 

i 

I 



0 

-2 



f 

0 

0 

I 



■i 



um 1.0. "J)', 



£ itepitJi tl fjnckin I iplicDfidarl [D^tododt In. pubrnLin inMcniu. 

X {vncMirr« \t% iH« pfjtiKr^ LicTKkiKii abicDl4»ib con cl ntfKujo d« It [utcBci» urn^trk* tpU:- 





7 1 


1 






1 3 


1 






.1 1 


3. 












4.73 






2.25 


4,'3S 1.» 




.-o.aJ 


1,35 4.7;t 




Id, 





I 
I 

LI 



I 

] 

a 



Use Hi* " (-L, 0. ly. 



[4 1 -1 0 ' 

I 1 ^] D 5 

-I -t 3 2 

0 0 2 * 



0 



0 2 
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I 

t 

i 

It 



i 



I 



■J 
21 



i 
-I 



i 



-1 
3 

i 
t 



i 
3 

I 



1 

-4 




& 11^41 

in, Tfeaka dc uubfUbt Sup^mfi b int?if A Ji >h n bo^ vikmi cuKlaldifiiiA 
r. OlMl|»Ml^Jii9c|da*Aip^llipH|iteudd0«^ 



i.%l|i!|;liiii|:iiHiteM4e«^^ ~ 





H f>P ■cwfHKiflM to iiiniiftHlilMri ^fwklD 1 1 ifa b HoddB dJ > tn ('j«n:kk) 1 1 dc li 



4b J^. y 431 fii IqcGT pfto aim wapcntvatsAm cIe 1/^, Supcn^, odtmis^ tpia una luntlff? psiCr <9 

^" 0 0 2 4^ 

0 0 Q 

0 0 [ 0 

lit- 

■df 

Hede ffl: X li J[>e9£ una iPiiiiiil^ vwaM« de h x it en m^i«ri4bk;4-dlfrie^^ jt^m 
|[iUc. Ia mntrzyl ddk ferl^ r ■ixktiat ^rtiifl^ 




15,. iai£px aidiiapfiii - ] 1 - I > 

f Itia -« et 



p 1 

■i. ■ 



-ttpcjdtt 122.) Pm Ift fnnhlMtlrii del. ja^ata ^) < « |L ii(ifv;|ij^^ 

Material protegido por det echos da auiof 



bi 0 



. it^ili^trkwH V A^onkd^ ^Md^pvf 



■A - 



I ■ - ■ H H H -I I ii 



'0 -jf l+a,i 



(t ''^ N ft 



biuvKPffi oi d niAcida die Oiiliip!^^ KiMctfo del filar (vAt*e li 



llii ititriE iimllirqiH HI dtusPful. La^ en4rad» tn h i:li;U£irjnii] 'h: la imlrii ndwi'^ 
.M^woDV^ m^M^ diiicAiiila par AVxm MovKholdcr pvA nHjucir uoi ntafirii HiD^Uiu 



Ifif -a una mLACri^ di^ji'LiruLl yu que cj^uid una iqqSrtit Oild^dful £ <^ It. Jc que 

D " 0-' >1C = ConsQ t& iHflcrijf (j^ en cruLwcurnciB, t» E^ncralnHnEr eh diffcil 

P^ftftMs^tt^ c^^C Jflp^^^do p^f^tsfttfls ncC^^^nr t -ip^l^d^^ vfid^^oJ4i^ ^s^AiJtJ^i^L id|li^i^A^DO 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



pot loque 

Ql jndtedo de HQU»l»l^^nl^pu^ «4a In j0tainmih;i(J4] de una tFansfonnaciAo f^*^ 



4 ;i /4M<^mbts(Mte' 









•1 

1 " 


: . ^ 





0 



Jf jii^li^iim dflWiqitur Nlia.hii i^l|li|^^iiKw delenqiiuc a y r. Al l^iyir Ih iscrihj^iqbal- 

lOii 'OPwlBBiK'' 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



Pw^ 3bC£^nimcH de que Jj^ - !^ ".^a " " ^ni " ^^fi'^*'^ ^^!PPy ^ 
loquflimplici ^ 



1 1/; 



40 - f<IUjP(ll 



^ -S' ■■■ 



Material pi aiegido por tioi achos cle autor 



m 



1+] 



Jti 



^4 » 



4 ^^l^fe '^l^iJh^ 







CfEMPiOi MW^4^.:4 

^-2 0 5 -2 



I 0 

0 ] D 0 

Q 0 ] 0 

(t 0 0 LJ 



t 0 0 D 



i 



0 

-I 

L iJ 



4 

9 



•i 



0 



0 

T 



3 

r 



2V5 



] 0 
0 ] 



-a 

0 

I- B 



-3 



0 






ft 


* 












i 




0 


a 


!l 

"i 


0 




M 






i! 
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ALCORITMO MAtDdo de HuajHhQlder 

9-5 obnioef una itiflirli iritliij^ia] slrrnS trita ^^'^ " n simiJaf a li macr i ^ si nii trtca A - 

quief • 1. 2^ .. .^ - 1: 

SAU DA ' (Elf aifiii fHts^y i^^A^nm yotwf.%crtMr 
flflip J P&ra Jl = 1^ 2, > Fr - 2, tuigu Ioh poMin 2-H. 

d IKK, Ecwne a ■ .l, ^ . 

Para/ - 4 f 2 Same ■ laj^ . 

fiftM I? Tome FflOD = y tju^ 

1 -1+ 1 k 

^WnJfl: PROD = u = 4(*>v,J 

(PROD \ 
— — — W 



(A^o^: 1 = 1*- , J y^nT = u ^7*'™* 



Nsd 9 Rn T - it + I , ft -r- 2 n - I, hnj^ ]ci4 |iavda 10 y I ] . 

MatDNEil pro teg I do por der Gchos alitor 



PCSC 10 Paray = / + 1, .... h tome 



PARAR. m 



Si qucntmn^ aplk-^ cl al^ritmo dc tli:>uKhcildjef a una matrix srhd^raria dc ^ X ir^ dc^bc^ 
mos- hater la 3iiguk?nlc modjficAcidn para ccimprn^mr Lina posLblc fdta dc aicoElrCii. 

Ptsso ff PUfa J ■ 1. 2, .... Ft rmic =^ — — ^ ajf^i^s 



POiO S Vam j — itln^.t n tume ij ^ *j ~ USQ ^ 

Aiscr 9 Rara J « ft 4 U it + 2 n, hagi las peiox 10 y II. 

ftiso to Rira / ■ 1, 2. . . . , 4 tMiK fljf"^ " - fljf ' - ^J4: 

/too /! Fariy = Jt + ] n Ipmc = ffj^-^ zj^ - _v^j^ 

Ld tnatriz re^ltanle i^'^*'"" tridhagnnal. a mi^nc^K que la matii? cirLgiiwil A ua sL- 

mtlricu, pero le^bdrl s^lo eltnicnios ccm. cM>iv<^ dc k» Kkihdiajonfll inftricw. Una maira. 

En Ui tL^ulence section ^"^renicis c^^iki podgivm jplic^r d fllpfwitmo QR a .A'*" para 
delenntniar m% valorem cuniclerfsUnSn que j^ualfR ^ In^i dc la matrix oripinaa ^- 



MatEjrfal protegicio por derGchos aLitor 



9jI ASsarUmo Off 
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2 -I -I 



[i 



10 4l 

« -5 
-i ^ J 

1 u 

0 jj 



h. -I 



2 -I 



2J 



.75 2.25 -0L2S 
:.25 4.75 \25 
.-0.25 1.23 475 J 



L Afrikfuc ct mfilQdQ df Hfntsdwl^ pan ponn- In sipiikiiiEcs nulrkcs «i fcvmj Iridia^ .oful , 

D 



4 



4 -I -I 

I 4 0 

-10 4 

D -I -I 



K 

I 

■] 

2 
■I 
-1 

0 
-Q 



0.2S 
■4 
0 
1 

3 



4 J 

0.3 
0 

0.75 



J -1. -0.5 I J 

-2 5 1.3 

-OJ I J 5 -a 

L IJ -2 5 



0,75 
5 



-1 

3 
-1 
-OJ 

6 



■t 

J 
0 
-2 
D 



0 
4 

I 



0 
2 

3 



0 
0 
I 

3 

9. 



3. ModiiiqiK d atfCfiUDO 9J dc Houschcibkr para nkiiEBr nulncK suptJiDiits dc HcsscntKi^^ st- 




[1 i :il 



-I -i -) 

4 JO -I 

-I 4 -I 

-I -3 4. 



%A Algorftmo QR 

LcE mclodc^i d£ dcflaridn cxpucEtos en la ^uccLdn 9.1 ^cr^eraJmi^nac im adozuadoK pa- 
rt <3kij]if todas v^ak>fes uradeKsLicos de una moitjiz, al ctKiiaij^tno ik] ettvr 
d« «k>»d«o. En @u ^4cdV(A fsiudiartmo« e] algoriimo QR, que un^ iiik;fiiaL de reduc- 
dj6iL malririd que pcnnilc delcroimBT simultiiKzincole lodcH las vaJofcs caraeitcnsilicas dc 
una matrir sim^tika, 



Malarial protegido poriMfectios de autor 



^ calcu1;if -Bi^ UHdi^^un^l. Sl tun A dcnuHumt^s Ufui rnacrii J« 



*3 *3 V 



0 

i ' 

■i 
I 
m 



0 



\i_ ^ ^ 



■ - 1^- l-H Kl f . 



ft 



J4| 



4 



- '^^ ■■■ ■■ - 

ff^'^ CH Bnanguiar Kuprriftr. 
En general, /l^"^ m f^cccm/a hhiw un pnodiKlo fl'" = *; un^ mgftri^ i>fii^gmia1 

Afl+I> = /^^/>t?*^^ = (y^.i'^i^hj y-fii ±, C«>. (9J5) 

Y A''"^'^' *ji ^imtf erica con Jo* niiMiwe^ valocci^ car^cf (silicas que A^^K Pw k fomiBi icn que 
^eSflimcn A^^^ y Ci^'^. tmftMfii ppdsMi fwamiiMr que » ukt^pstnli 

"Gmcifiiiancio per induodft^ A^^^^ Uere los misinwi ^lofc^ cwactcrfalicnsi qw la m*- 
UtIe origitui] /i. El ix^ix^ del procpdiifinteFHi? m tit-ix: \xl hcchn dc que A^'*'^ Ui^lf^-iiuniiJ 
i^iji^onal con. Ic^ valnnesi cara^icrlsUcqs dc i4 a. In Lbj^ dc la eUbcchuJ^ 



madrlxAPdififife devI idlaa1ilMd^y>^^iMcfiliiB(i^ 

t(Sl0 en <1 J^sitnu yf^\-ftia wr\gliyiKt. Piiti cualquier r # poJemuy degin;:! iii^ulo 0de 
moda que «I prHxluciu I'A 4cn^ elenuinui G<mp;uiit (/^J^ Adeixda^ loda niaibiK^fto Kh 

In in-fcf 



Sin embiu^. A^*^ # irijd^^oful y, por ifeDto^ lu^kiiuttH (1, 4Jkt . . . , (1 » nr) linA*^' son cd- 
j<^kme9tiei^;dlP>lj:" - J*j^Ji!>, »e* etro. lo full huA qu« el I»*^f- tMiwi*^ 



n ■*» . ■■'^ - 

t: \ ^(I^ -Ji' 1 

■ '-^ "■. 

{: -i. 0 

L V. - '- , ■■" s^ ; ■:: * 'Tk* '^t 







0 ' 




























1^ rw»w 



4"' 



V ^1+1 ^t*! *ta*J ' 0 

0 



0 1 




li rnnlliplicKridfi df ' Jc la izufuLrnli pur lu lAalH^ Uiafi^br superior R^^^ IVO Infll^yc c« 
loi clrnKiilin tkJ. [HiingiiLu infrnur. Lq Anienul: impLHTl (^ut A' ^ ■ efeoLvamcfiie C& tfidiiciw 

Se 104 t^loreff cfiTACieri^ci^^ 4c A itcncn modulo* cthliMQA, AM EAJ > |AJ > > 

A tfuOMKliinJ i. puedi ip^liitt ii /U. «itl Mn da b luiilid 

iiddadtli49dikifdii^{»;lg^^ ' 



Material pfotegtdo ppr dor^ohos d& autor 



|(Aj . I - sffi\ - l)1 Til cuiiT pueJe dcusiunuj una mL-jcyra sisnificaliva 
lit fojivflj^izLii de j^' ' ^ ^ bh iii j csild OTT;ti lie A^|if pcru tie A^. 

d^]aiitiilru 



1» 



F.vci; ^k^pi4/4111iL'l1lo if^ducL' kit, v;il<^rcA canctcrfiil icoK <k A pnr un factor a,. (.Vn c^ta 
[^diua die di?A^i|liuAffliie(ac\ la nHiy«c;|^cj3cia tMfh ^^<<r ti^hka- ( V^e-se J p. 27(1J,> ^ rI* 

St^ tlcne IflH valonciicaractarfitiwii del misnict ipAilukK ii^ ' ^' puctfe tender n ccni pg^ 
tB^tgiutM^ ^if^-mmoyornpiidci qucii]|^'^£neMaca!)o,cliiidtDdBdatqpiuacidndipnu- 



EJEMPIO I Scu 



LP 



I 




0 



aWiM.|iti^|^i^di^ i^jit^^itttadiiihjs pgpWiii ii'intfdirt -^-:^ m 1 y 



L 0 



. [: I ;]. 



V5 





"V2 








0 








0 


1 


t 



. Asimbmoi 

^f^A \ 



... . V2 



0 J J 



2 


Vj 


0 


1 






ft 




If 



Vaiutti cuiacterulictrt ~ ± [- \^ de la mairiE 



-V2/2a(Hi 
Mm 



t2JbT2QZll 0J759744S (i 



1^2.0"? 20277 0,?75974'ie 



.375SI744B 1^736060 
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IHiebCO qur ludi V^Jurts Hl-iirjcLeiii^iCiSfi iir l» inulnz ^ bM 4,41420, 3-00000 y LSJJSTS, el 
El ^foriliTW 9.6 cjecuin el in^iodQ QK iJe cute motic^. 



0 

Llll 



0 fci *« 



SA.LJ DA v^JiireK c^nvicr^sd Icjok dtt ^la dLvisidm ixi-^umciKljidu ^ o uh inerisaje' de ciiH 
cu'^tA el nuFneru mliximci dc ilrF-iK^judcH. 

i^StJ J Ttraci * h 

■ 

ftllffO r MicnUlIP t S M, hjga lu^ puNUK 3-19, 

loj^ie rt - I. 

t-ufTK- n = ja — 1 L 
paraj' ^ 2. .r,. n 



f Si FT * 0, ejHWKffl 

PARAR. 



Pant 6 Si fT = I. cTitratres k- 
SAUDA m\ 

Puso 7 Psira-jf = Sr-Vpi fl" I 

■yv 

if flJUJl bl'\SHIFn^ 

/teO * iCalcttlt .ih^ff.) 

Pnfo 9 5i & > 0, ?n((mc«s toflw Mi • -2tA6 + /fls 

-(ft -i-iiys; 

si iw, wme ji| • (s' ~ b)i2\ 
fly * 2t;( J - bl 

Pasiy SO Si rt = 2, cnionccs (mme A, =^ + SWfTL 

SALIDA a,P A,); 
PARAR. 

Fastf 1 1 E'liju J Eal' que 1i ^ ojl = mini - ^l. - a Jl }. 
Pflia j" ^ I n, IOMe •oj*' " Jp 

J, = ft; 

fia«y 15 ?iaj - 2 n 



Matsrfal prolog fdo por dfirecHos autor 



Si / 1* eittofKS tome r^_p = Sjhf^y 



ft™ J7 Pan; - 3, 3. . „ I ' 1 

Ai^£> SALIDA ('Ndmem nidxiino dc rtcnfl^aoncR £]cccfl[dQ'^; 

PARAR. Ji 

EWcmo^ aplLcar yn pnDC«dimi€»lo |w«idopani ^bicitcir tuii DftinxiiiiaciciAH * va- 
linrc^ caraci^hKiicnK tk- uiui msiriri; iici PLimdEirLc^L dp n X n, Primes. ncducinK>> La m4(rlE a 
uns m^inz Ki^sscntTcrg supciior similar fif, usuido eL algoritmo Householder pitnL ma- 
Ifices no ^imdlfic-Aif. 

El pfbmo hclwi^AQi^ QR adDfvUi la sigUBeulf romiA. Primdro 

y la fiiclorLLamas- «i 

tf^-(?=WJ'. (9.2 1 J 

El mfldctd ilf fiirtcirii:LH:Li3rt pfrKigiie t;^ t\ mhm} d^ijelivt? que d nlj^inui QR. Sc^ 
kcdonamo* Uts m»lrices p*f9 inirTOducLrccnc?? en elcmcntw aptn^iijcicis ]4i mstrii y apll- 
tmitdft: UD prai:«dLmiento clf djtsplazjtuie^jhco s^mtj^mEe d dtf^L ait^todQ QIL Sin cmburgq, en 
f1 [fe ]£s jniEfices nu sinrfirica.'^ cl ntcAplazmnicntH? cs ufl pwO mi^ cumplirLidcK por- 
que puedCT pnsMnlsnc v^lpnca eiiKti^aicQ^ coiTipkjcK wn e| mhmcy rnrfWuln. Ft prq«- 
so de dRplazamicntcN mpdjfLca fos Ci&lculw las ^xiaciofKS f9.iy {y:2U} y fy.il> para 

ff y 11 = g'Sh 4 jj/, iluEide j| y yon conjugadi]iSi coisiplejaii y /f W^ .... sen 

Una dr^^cripcirki ctunplcca di?l m^iudd QR rtc ttuiuenlru en [^112]. Eji \WR] e^^udun- 
a]g€}riEiTws y pru^fiiiTiiiA d^culladciij de e^ie itb^Lodo y ££e Ui mayor puf te de ouvri- de usa 
cnm^n. Rt^L-ofiicndamns d ]ccEfH~ODnHLLltiu~ch3N <^rm rJ cl mflDda que hciripn cjtpucKEc^ fK> 
le da mulladoii i^ni^raclorioa. 



Material protegitfo por dErr&chas cfe au^or 



9.4 Algofitmo QR 
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El m^todo QR puede aplicarse en forma tal que produzca los vectores caracterfsticos 
dc una matrix y tambien sus valores caracteristicos; en cambio^ el algoritmo 9.6 no fue di- 
senado para hacer eso. Si ademds de los valores caracteristicos se necesitan los vectores 
caracteiisdcos de una matriz simetrica, sugerimos utilizar el metodo de las potencias in- 
versas despu^s de usar los algoritmos 9.5 y 9.6, o bien, aplicar una t^cnica m^s potenta* 
como las que se describen en [WR], que son metodos ideados expresamente para este fin* 



CONJUNTO DE EJERCICIOS 9.4 

1. Aplique dos iteraciones del algoritmo QR a las siguientes matrices. 



a. 



c. 



e. 



2 
-1 
L 0 

4 
-1 
L 0 

-2 
1 
0 

L 0 



2 

~1 

-1 

3 
-1 

1 

-3 
-1 
0 



-■] 



0 0 
-I 0 

1 1 

1 3 





1 o" 






[I 


4 2 














"l 


1 


0 o' 




1 . 


2 - 


-1 0 




0 


-1 


3 1 




_0 


0 


1 4_ 




"0.5 


0.25 


0 


0 


0.25 


0.8 


0.4 


0 


0 


0.4 


0.6 


0.1 


.0 


0 


0,1 


1 



2* Use ei algoritmo QR para determinar^ con una exactitud de 10^^, los valores caiacterfsticos de 
las siguientes matrices. 









-1 


o1 






"3 


1 


0" 










[-■ 




-1 


-2 




tk 


1 


4 


2 










L 0 




-2 


3- 






_0 


2 


3j 










"4 


2 


0 


0 


o" 




5 




-1 


0 


0 


0 




2 


4 


2 


0 


0 




-1 




4.5 


0-2 


0 


0 


C- 


0 


2 


4 


2 


0 


d. 


0 




0.2 


1 


-0.4 


0 




0 


0 


2 


4 


2 




0 




0 


-0.4 


3 


i 




0 


0 


0 


2 


4_ 




_ 0 




0 


0 


1 


3- 



3p Use el algoritmo QR para deiefminar^ con una exactitud de !0'^, todos los valores caracleristi- 
cos de las matrices del ejercicio L 

4- Aplique ei metodo de Im potencias inversas para detemmiar, con una exactitud de 1 0^^, los vec- 
tores caracteristicos de las mairices del ejercicio 1. 



5, a. Demuestre que la matriz de roiaci^ki 



Tccss ^-scn 



aplicada al vector x = (jCp tiene el 



1^ sen & cos \ 

efecto geometrico de girar x a travas del angulo 0 sin que cambie su magnitud respecto a 
li ' II2- 

h. Demuestre que la magnitud de x respecto a j| ■ ||^ puede cambiarse mediante una matriz de 
rotaci^n, 

6. Sea P la matriz de rotaci6n con p-. ^ pj. = cos y p.j - -p-^ = sen ft para ; < L Demuestre 
que para toda matriz Aden X n\ 



tf)ii^ + Icon 



U * L 



irtia^ula jupcnx t» fa uquLonla f j uni mint tto- 




difkTC dfli 



9A IkinlltiktBMi^y^t. 



pip^ w y A I Rii de ^inqiiiw to vikm 



4- 



0 



-i 0 
* -I 

JO -I 



0 

1 



JtaMidiiifclaiiiBdDtitiMMiiiiiiicit^->.Ui'-4^' ii va 

*T-ii tf t).'" + ' 1> 

T 

'■■ 



.2 



4 



kir canii:E^&[Lco doihlaituie y d ytatm cniwlcrbliw woditdD, El mtitixtQ dc La paienci* 
linw pe^mlta Ajbteofif «i va]« utvK^rtldw iifi c«f«t«4 ft dbonwudQ wilary in iwc* 

Ic^ valaret earACierf i^ticoA aproidiniuJoA obiciudos wii liP nnAod^ ikfbci^n. 

^Lrv^n [v^m L l^n^-i- lC]r n^^i nuilu^ shindoiau una maErii: ftlmilar ihdia|Oiu^ Co H«ss»Ihi^ 

lij— - J- .-.j:!— ■-' .-a -JI — ,- f n 11 ii'hrfi r'' 'Amm ' fm'i^i -hifc'i irff 1 1 1 ir t r * j ji r ] ■■• Aik"' fcrii'i li'i 'HI ■ W"' '■' hl^ - ' 

l^irsc metlpanle un m^lodo itemiiv^ (poi ^^Ai^plo, di^ lu i^ieni^ia iiwer^) ^lk.:icf.ui a Ida 

c«i timdlho^ y HpiiuiiKW Ktc m£t«k> pam csili;u]ur lu^ vaL^itiH i^iit^it:rl]stiticQi g^ilo en 

Las su^f^EcLnas de lai btfaliotecas IMSLy NAG sif bajtad cji ]u ciaaKiudK^D EI5PACK 
y LAPACKf cApLlcujTHw eti b JiQcCid4 J -4. En Imiujtoi }fcncra]»^ Ifti sulmiljmf 

ijccMr piidicndo apipsiirmr isfubt^B v«<f^r a^Kaad^^ c™ cnJa valor gar4icierfcbCiM. Hplj- 

pttn iiFf!?? d iriif ''^^^ ii w feti < tid 4tl vfebr cgjffetftthtf j !■ tfrmMSrffcd rftil prmto inte-et 
]jt niliu SC4^^ dc LAPACK prqura uba EoslhE no liin^ca ^ p^a prowl- 

r^nglnnc^ y gfthimnjii dc la norma. La ruliiw SCEHRD puKlc uljliiSF^ dcsfHits pnra tnn- 
ymitA sin^ n^trif iJ^wib^ ^gpftwijinjlu; ff. &ta miffing pwdCp citUJiwcKn kt 
ilu^ tDcdirato SU^BQR ea h (bnu^jT!?^, df^^^^ Asiide > ii^ didf^ 

. Lft lulina SSYTRP dc L AH^Ml^^K wn^e pan redLi^iir im* iMirii itni^irici ipd A en uoi. 
ml^ iMf^frail Hfrwjime mddi&al^ ^ nftnlQ dt |!|wie^i|^ i6/k 
Um un alforilincMQII w ^Ai i llrti tfi^ 
lG(&iiccKs- dc ^. 

La iubnilju EVLIUj ^ iMSL produc^c todw I^hi valcm dg 4 puf unjcj^ oip^plc di^ 

liliMSSfAX^ de nwdo qvHi Itt dd n^naludE^H dc 143^ nkmi^ftm de TuK ccA^IOfM 
y dc- T-H^ ct^liJinnns! scm aprn^dnuid^imcnlr i^mlfi. ELlo ongjniL miiyEir «it4il3ilid3Lt en Ida 
ulculo^ ^KCUcniA BVLKjU r^^Uzz, cuttDncO^. tradfifiM^iurus uno^drtakM dt Limiji- 

Material protegijEJp ppr^dere^fiiis.t^Q at^^^ 



parte Bc parccc a La sukutina HQR dc HTSPACK. La ^bfutJiM EVCRG dc TMSL i^ual 

£ii£iafl&k njijiu ]KfTQL2 dq ELS^AjCK^ k^ual una v^aiil^dcl m£[EHl? QR iemaiii^ 
dAditedaimpJibltci QL Lifd^i^id^lEV^ ieuaI que HVLSI^ cxibspio que M^^^^iijl^ 
■demiA 1m wckHea nrocleffiEicos. Fsfui Inwnuv EVLRH y EVCRH coltulan Itxlui^ ]m vj- ^ 
lOfA Cfindfrfsiicos dt la malrir HjH^nlicT| hiipedor A y, adcmiSA, EVCRII cukuli J« 

shil^njEir^ H>2EBFcalaila ir-s valines caracierrit^PTHi de iimi matri? mJ y, cipt iniLalmcnic. 
wciiArtH E7ajvbcd^:p3. 14 aiUbniLinA FCUAOFe^ jyual ijue F02AFF, ^ccpia que tom- 

« la fonsi HnmNwt^iiVfs^w pmr vptkw d m4M49 Qft, Si tdiv r [^qpiiaiiA km 
v^lnrr^ camjIcrfsEiDn^ ci al^riritrnn cinplca eoi rn^Coda QR. tlcR^nbe^ pamdajfuEAildA^ %i 
uml^L^ fic FPquitrEn loa VKlfsq cai:BC{crfitpQC% k cmplca una. faigtoiisBcijfiii ScNiFr La, 
JtiMtiu 1^ rar^k^ ^^^^ 

rc.^ cnntricTipiK^^^p fmcdc )zi s?tbFuiifiA P02ABF. Eti line y etro c^iwj, la mtilriz sse 

^ iFi^^ el idgjuibno iJi^^f^^ FOSFEF ^^Kuti dli^ 

mATii::d tridla^Cmal sLmilar. La blblicftKa NAti cucnia tambi^ con nilLnafi para -cq^illibMr 
dijxcCajiiciiic. in malripq^ f^^I^f;, r^^pcE'^nd'? ki4 i^dnix^ ^riacl^iliccHi pfimcn] ic 
ei^uUbrii.b m^dx^ y Ercctuandja tHiw ^qx^inoapi lipn c;?^K3CT£4]teii dfi iviriw- 

cquilibr^ndn priTucTT* A y lutgo iranFiff^rm-lTidora U Fprnu tridt^iBOTaf 1? a Ta fww H?s- 

triHi fpy*TTj t 4iii f' ltfli--|j ii - " 

FT pmcoSamwf nlu de matiab t-l-o calcula los ^^iriii-i^rfsijctK y, opcionriStruen^ 

(fiy TTCdUjm wpffitcffiia^^ }i«andD ks rulings Er.SPAl^ Um BALA>fC 

bv#g y pot iMro^ UM itii^^ vikm wd^^ 

QpcioniilmenliS. [Oi v^ctm? caj^c?[^jf5ti{:^5 una matriz nal aeupeficir ^ H^jtenb*^ 
mediatfUl^ el fti4SiodoQlL uajub l^tiiJbi^ri itime iuipn>^ cilC4jkun ou- 

ii^jlDdo »n Tifpiiif jo iFtir|^ili^i[i> de Amitldi cndcrljpt^ Sirf^u:n [Soi]. El iftt hAt 

AKPAC [ ARP] ck Neilib fhwi revolver pr^^kniiis de cuuelerisjlito^ efundes 

y Q^pafcicloft He UTUbi^u en e^|e KULutiti m^CuIn, cl cuaL usu stubeiipajdia] de Krylev y 

^Lom cat ac^^rf^M^O^, 

J-flK bbriTi de Willcinscm [Wil2l y dc l^7Hinson y Reitft^ch [WR] son L-ll^ico« cti el ea- 
iijdia dt loA pfqblcnias rdtmiio a Jw valoics cjirach^tkc^. Slew^iil |SlJ esi oem tmetu 

^iiii]^ DO iim^iEkm Kjopaa^ ^ [Sill. 



Soluciones numericas 
de sistemas de 
ecuaciones 
no lineales 

un hwLa blanda y h^unacdnim utuujlo Arritia dE un f Emno tuu< 
durn^ ptiede predccinic mt^lunlc Li preiJdn que die rrquirrc punn 
Intrndijctr cihJtUui pf qutikv en ^ mtsniD Icrreoa^ I'lipcf tt|u^ 
mcntei U prtylAa^ pam sumlr unH plucii circular de radio r i una 
dbtudn d en un lemOD NaudOv di>Ad« ^ tcrrertO de huiic hHIAm j« 
hiJIq 3 una dbslancin D > d dipb^jo dc lu fiupcrflclc. put^c apraxi^ 
miLnBC £iui una ee^uulIAu d« furaia 

^ - + 

donde k^, jr Jt^ mn iconstantes dtpcndcn dei/ de la consbteiw 
da dtl mtli^y ptn no dlel radio de la pluL 

Si qucrcmofli dett-niLLnur cl tanuiAn mfnima dc lu placai nioct^a^ 
rto pan ^Icntr ujia Rmn furgftF meleniiH tre^i pUn^M pequeAaH cnn 
r^diuK diuliotn^ a tu mt^ma d^vlBJida; cn la dsura JilEQb^Atic w muet^ 
tnn Iw car}{H& nquErtdaii. pam «t» iP«ntE^ra. 

Qrtfr £encn las tm etuidonts no llMal« 

vn Ins 1r« IncdgnElus kpkjjf ky Pun rMOlvrr lOA 9lAt«nMS de «UI^ 
cfalim cnindQ isiva ™n no MncMlo^ por Id e^Vi'il he nnvtiJtui liri 





t^2 H refton a una aplkacf^ dei lipq^ qw uxbamai dc dj^jlhli- 



dc la pci^iblc:: p<»r gi^ncr^L^ ic ;ipF¥ii]m[| c-l ^kR|[:nui im lined rncdiianler yn ^LHCtruuL de 
CCupfjcQC^ linc^lc-K- Cuandu c^lo no ^^tiK||i^|f>ric![. cl [trnMitma debe enrncnEanc en 
fprmu dirc^La. EE puni^ 4e vist^ii mJ^ (UmlP ccMiKi»j|ic adapiar ku; in^iodLr^ djcl ^^BprLLilD 
2. apnostiniiii li-^ wlit^ionc^i sic uniii s^tii ctuftci^n m liim^'i una variiihic. U cual sc 
iCcmplpLij] par un pn^McRui vcizlori j] qui; Lni:i.T4jwFA iod^k l^s. viiriablc^, 

L3 priiK;jpKl hcrranfiicntpi er cl cPipittil" 3 fuc d mctndn dc Ncwtnn, uiui L^^iitcji qite 
por k> general converge en fLwrna cuajfitii^fl, ^!(J|LCii la prinncni iiicnica £|ue mndincafcmcw 
j^r^ rc^oh'^r $tsE^mas J^r Kuaflofvcv nn liiiciil^^i. Ft m^odo dc Ncv^li'inn ntodiflcado para 
gi^lcmfljt dc ccMciancH. muy i^i^sn. dc nw-xtn que en Ed wccirtn |<].3 dc!i*;riNrcmai h 
rorma dc usar un n)(iio«.h> modifiCi^di^ d^ La M^canie olnentf Jii^roxjinociones ml^ 
fdcilmcfitc, ^nquc pcrdicndo la ccKnv-aigcm.Ha CJitrcimdamcnlc r^pldu prn>jxin:h>nibdLk piv 
cl m^tmkK de Nev^torL. 

La Keccldn^ 10.4 ^-^Tih^ el m^nrtdn del dt^ieiiiiiO rrds. tiplAa, SAlo & liiue^iliiiieiitQ 
C^itv-^^L^nie, i^tv i¥u ru:(;eN]l» Iein- iipntujaniiduneH JniuuLk:^ Uin pnf ckKis ^oonm Ins ihrmuits 
dt OMv^ii^tvL\^ tnAsi dpiJu. C-mi frcuidfTiE^iei fiC u^a pdm diMfnuihaf una buf-na 
BprnKLmatridii inkckl para cl mduodo dc Nfu-io-n o una d:^ ^tus iikxlirkAcie^n^fi. 

1;n la ]^i;ciL^n 10.5 djiremo^ tiru Inii^Klutcirtii s Loh. itt^i^dn^s di.- c^riiChnua^idftH t^ii^ u%m 
m puriimcLrD p^ra p^nr de un pmhlcma ccin una soltici^ fdcilm«nlc dcterminad^ a la 
sioEucidki del prohEcma nil ILncql -onginaL, 

Lfl mayorfa dc Iiia dcmcnlngciLinf k dc lps re^nlt^dos itfi^ricns dc c^ie CEipJiulfi sc "mile, 
por rettiiLTir jiidiodflsi que nntmaJmrfltc sc cj^iudiijii cn cflJcuIrt flvfln/atUi. Un^ hucaa 
nercreink genicriiL de mnsultn pnni tsie lema « cl librq dc* OdCBja tllullldci WtfmeriMiT 
^tflcjJfy.m-A JsVrrwiiJ O-ici/.f^ If3r2i Uiui ohrn mSs cnrnpklg cs lOH]* , 

Material pr oE&gicio por clesrechos de autor 



10.1 Punt(ks tijos para fundones de varlas variables 

jr„y dc] Hi^pyivEO /i-diiCk'ihNiitiijL K" ]a n^u real n. En ];a nguiHi 10. 1 se itiyuird llaa ct^ 
prcs«ilUM:i^n gt'^Oftl^lric-u dc un slKlciTUi t¥y lined tjuojldo n = 2. 

Flgura 10.1 J 




F^Stt ^isAcinadc n celiac jon^N nn lincalcR cun n i rtrdf[nilafi pucdc irprvscroCar^c Eamhi^ 
imdl^tllc la d^fir^ici^ um riinciAn f, fnapcancki en par mcdin dc 

Si A* emplea uim noisci^ vectorial prara TCpresenlar las V3iri4bla i,.*^- r.,r*,- iiiste™ 

W= 0. (10.2) 
Las furciones (fir^, ■ , son. enlcinoej. Us ftindnnei coordecAdu F. 

EJEMPLO 1 El sistcma net ijfii^iil 4Je 3 x 3 

MatEjnal protegicto por derGchos autor 



f|. Jb-i^- if ^i'^^^' i^^^i + vi'i** 

Aniti; de i±xpLLC4Lr Id inaAcr^ dr r?H)lver sintema die Ib rortnB HQ.]) ■> < I^UJ. ncc«> 
sLuhloa il^ncii iieiiuLtBdoE rrferEntics m la conlinuddad. y difn^ciab Jidad de liiH funciCp- 

IQK.titCuiriiMa ■ un TTi^tDdo aLtcmD que Hn pcrin^tQ E«{)tiiar 1» CQPcepKn tbwix* y 

(t. 



JUtIt K tttrilM 

^ si, dada up mknnn ciutHjuiera f > 0, exbte un jiuineco f >0 cua la jmipinlad de que 

Materiai pr<3tegli^o iSpr^^^ ^mt 



que ujiu lini^^/{]i/ j que 



jltsflnM6n l&.S Sea F kuui Cuncldn de g R- ea dc 3a famu 

En <J cBio de fiucloniesi de ft en R,a menudo jtodemot pnfak l£§o|iiiiii^^ 

iKralJza a funcioin-N vsriaii variiiblc^, lit dcrlvfida la 4vfW'Ml\\ io[ul> ueni fii»rl<^n de 
Vuriua ViknAibleB n;.suJ9j itLU^ CCtnlplcj^i y ikO In expliflKmos iu\ui. Ln tugjif df f 1 1 1» fiiun(?i J- 
Ei^ciuu d >ij^uiienle leurem^ 4|uc ftJjii^i^^nii la COnlinuiJud de Uilii fiiniriidn ^ u viiri jbtes en 



0, Wiin^-FormAncbila primern en ta fcimiB r ■= ^(0. ptar dcfinkiill, la funcJ^n jf lienc puntoA 
fijub proci^nuikic ui laii ^uciuuca dc Is ucu^titltii ari^jiuL Pa* c\ cato (k' Lat; ivttsioatt 

^ ]4l3iaieBW DeorBEna |<ncf:alLza «l ttc/cmi del pujtto lijo 2.3 pan el caso ^-difnensio- 




dc /> c ft" en ft* con k pitoiJiexbt) <k qiu G<x> f £f siempre ^uu 1 4 Z). Eutoucieiii <« 
pwmlwk/ 1, 3, I fl y (oda funci^n com 

3^^^'^^^^^^^^P^^^^«,t^' ^^^^^^^^^^ ■ 



EJEMPLO Z Cunudcic tl uiJeiiuL dq IiidcbI (let cjei^plu i dauJu jrar . 

jE^-an^ + u.i^^ + + ijw « 0^ 

- ^ VfTTilwZTlH - 0. u (1 0.4) 

^Hpongunos que -+ cstA definuli par G(n) s^}. gjjMY. dodtfer 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



Iff A 



Vi 



Ax. 



4 



^ -^^^ 



to, 



rieiw puMD lijd «ii ^ y «| iiittiwiin Ui^ en & 

ddo dd tisEema Migiitbt si^u ^init^ eii exie domiitlo, ya que la cqI jc^ de cn (104) re- 
quieie in dovn^n 4t U nf^ iiuadr^ jxrindpitt. En el fijercicki 7i.(lt se aiuJizA la illtuciiAa 

Ptuz iipcui Inur nl HM^tW^ 



J J ^ 

4*' = ^ V(4j*-'f ^tisajj^^i+'t^^ 



k 












G.IOOQOOOO 


O.lOOOflOOfl " ■ 






1 

9^ 




{^,004441 15 






3 


OJQUOQOOU 


{^.00001234 


-0.53^Sf>fi34 


2,3 y. Id * 


*. 


o.soooeooo 




'0.*235^647 
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pof tula. elfiKv vHdadeco H 

M^tarlal prqlegjidp ppr dere^hi^ autpr 












0^ KHVKMKK) 
















4^' 







2.S it Id-* 



r-Sl J . aI - ! : - : Ji, I 2 ' X ; • . .. I ' f I 

Lei bn primcnH ccKmuNdi^i ikfirKn «t ^iitemi y d tOtimo tiM/SsUb tit pWMdtoiiWft 

{(^ivral. r C 1 ^ 'L' ! i.'^"' , ^ " !^ . " r* 1 1 c: nj^ ^ TEMndvt cL justana. die ecuDrJtcm Ttfti- 
iSsladll p« cl [HrilhllietrP C^<^ pan Lax vanablcn nfXDcnljdtf par d paitmcUu V4r^^ 
1^ loft fsiWltM c pete ai fe i nptqi^iMi^ppc cP^ions. Coo optiormvpttSSka- 



CONJUNnrODEUERCICIOS 10.1 

L UD cjcfQplD dc unt F: que s» c.c«[ijfua en jnmlo dc cut^^ cn 

(1, 03- 

3l Dctnucctrc que pffiiDcras dcrivAdai [UfChalci dd cjcmplTD 2 ion oofiLiriuf 

L Aps^unK giiArajTKnlc las s^turkuKS. 
5L El eLuchui iiiKiiii 

+ - HiTj + 8 
pmk frEfi^onnfliv ?n rl p^blf i:aa dc piMo Bjo 



10 



Il Apliijue lu. iLccKli^n lunc-ifyn^ pan agvnKimnf 1b solucklfl, 

Xj.- 0.2S(liA-r, + COS jjl Q 

k EacunlT? uiuimci^tiy micnnjiifilD Den ft^ hhkIq que C:^-» R^^G If Jigann pun- 
to Up dnko cfl D. 



Material protaglck) par tfcf'ochos de ai 



euclitud de l(l~''.«ii[ileuula jl'lL^ 



aHD(iidl44!!^teil dukidd ■UDjiiiKtfu it ocanidL Supusiji)icHi» ciiU]iipoi> ^ Ja» ptiUacIofia 



10.2 
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hrio dc lfl£ dm espccbci. EL chlcrki irimtTniflira que %dclw ^bfujcvr pura qv^ |K^lucii;>fi^ 



lOJl M6tDclq de Newton 



E] prublcnlB del cijt^inpto 2 Jc U ixiici^^n imtrrkir Ctrnvicrle m un proMeirtu dt± ^nio (l - 
jD cunvcrgt^ojue^ ft^uelven ^gebr^caiibeAEe ires ecu^LoiK^ para Uies -varL^bles 
Jf]' ^2 y -"f-v Sin embargo, csu tecnica rara vcz ttcnc ^^1(5. Hi> c^U M^tciOn ciiiudiancmpFi un 

t"ars c^nstniirct algnntmn qu^: nns ilcva a bin m^ticKlD df punlo fijo apmpiadu cn cl ca- 
50 unidimensjDDa], obtuviinios un^ liinci^Sn ^ con la propienj^ que 



cU una -{x>nvTf^cii€La cuudcitLca en cl puntq fi^op dc La fimczida? ^ fv^asc la ^ccir^Ti 2.4). A 
La. aplic^ida de lui proceditnieiftlo s«niejMte en el cjso n-dlmen^ional incluy« una 



4W = 



donde todoa loa elenHnlos fl^^?c> son ynfl funciiSn dc en R. Eita nequii^nc ohtcncr i^(^) 
demodoque 

dS ewav^i^ncia CU^rffittw S la St>]uci<5f> dc fl[x3 = ft. supnnLcndta qiic ^(.vi cs no xingu- 
liij en el puiiEO fyQi p de G. 

El sjguieuk: lecKh^ma es [wal(flo al teorems 2.8 de la *ccci6n 2.4. Su demfis(raci4n re- 
quicfi: la capacddad dc «pf«ijar G en iSntuttc* de su sene d£ Taylor en ^ v^abJe^ a1r^- 
dEH~ dc p, 



I 



. Mill 

Tiim tiTit^Kir el leiTrcira IH.T ^upn^gjamm que A{ti} a unn rnatriE de jg rt Jc funcio- 
nu ik It* « R en li foniu La ccuacMo (10, j), cuyo* elerneinoa etpeciflcDC &e cftoo^^ 



Metodo dE Newton 



Eta 



A] ctellnif Iei matrix /f^) por iwJin de 






InnntK quf ]a.v condjcirmcR (10.6} y {10.9) f¥qui(l4Jn 

A(pr'/fp) ^ A la matriz idCTtidad, 



pur 3u qiiiA 



En c^n^CNKiKin. una f l^oeiriii 2i[m>pi:»da dc ^{x) cs A{\) = dwJo que cnlotlc^s BiS 



V cl pPKcdLmicntu la itcu^idrl Fmicional piu db ^Jc4:ciL.ii]Ljir K^*^ i& general, pIV^ A ^ L, 



A esto S€ k llania m^todv d« Newton p^™ ^l^itemas na linsBl^ y gcuciulmcaic &C 
esKpera que d^ iins ccpiiN-i^crKHn iHhi^r^Jca. sicnvpcc: >■ ciuitdo ^ WMsra un valqir uiicisJ 
STjficienljenKnte praiso y ejti sta /I p)"l h 

sta. Ed piirljfuiaj, qulzj el l^aif esl£ familiarfc;^? con e^lla dcbii^o a ^{ilico/ci^n en La. 

lUftTTin cjmbbt) dc ^^rc4J]lei- 

Lq dfibilLdod drt m^iixLo NirwibTi s« debe a la ti^c^^diid de Cdlii^Lilar e In^^Jr la ma- 
iris^ JtK> ctt Hilda pasci. Epi I41 rriifiicB. c] cilculy ^pjiplfdlo dc /(ic>" ' sc t^'itfl efecCti^iitda ta 
apc-TBLL^in rn d(>5 paBOH-. Primtixi, eiu:Qn[raiiiDS uD V^tor y que ^jaLti^ru^Ll JiX^^ ^^jfjf = 
Una VEZ hccho c!;Lo, obteneims nucva aprQumarlbn k^^^ Bj^g^ndn y n 
5f^'\ En cl algori^mni 10.1 cmplca citc proDcdimicnto db dos paKos. 



hMtodn N-ewtan para sIstcmBS 

Pana, aprti^imor la ^1 uci6n del sj^KmB lineal F(i} ■ 4) d;ada una apfDAimaclHSn ini- 
tial x: 

ENTAAOA niJincrD a dc ccuofjoncR c inc^gnlt^; flprc)xiina£i[$iji iJiidaJ i = {x^^ .... xj\\ 



(10.!?) 



fvlaiGritil protegldD par dereciios 6q autar 



5ALI0A iioEud^n apniximaiia i = . Jtjfvs un nucnsaji: de que it tab&sA c\ aAratto 
de jlcrBcitmcfi. 
Paso 1 T4MncJt - 1. 

JPbw i Cslcule Fix) y Jixy, Jtinde Vrlc^ para I s ij^tt. 

PmO 4 kesvclva cl MJ^tfma lintiij n X n J^x)y = -F<«>. 

Paw 5 l^iiiK s = ■ + jr 

^0 d Si \\y\i < TOL, citcoAi^b SALIDA (■>; 

PARAR. 

Faw? 7 'HinHrJt = *+ I 

P(f$0 S SALIt^A C'KunKna cniuiiina df itencionc!! cicedLdu'); 
(PrtHrtlitniefiM ttmifUldo jtIa ^xiro.) 

PARAR. P 



EJ EM FLO 1 En cl «jeRif lo 2 b voxUiii 1 0. 1 dcnwitrunoA que d slsilcma po tineal 

r - 

Bur, - tosiK^i^ - J - 0, 

f'Vi + JOr, + ^ = Q 

ticnc unu suluicj^n upruxiiitiulj en (0.5,0, — Ol523 59(iT7 ApliCarejiluh t] mi£l(»du tie Ncw- 
fon pars cNencr C^tS aprnxirnvkin cuandn b aitniniiiiBciAn iiii4:ijiJ ci id"'^ = (0-]i QJ, 



dioiHle 



1 

jf,) = 1* - KlfTj + 0 ] )3 + sen + 1 (iti, 



Lii milri:£ jocoMana Ji\) pun BiMnnB « 



3^ JiScnxjXj ^E«ijr^rj 

2](, -USaCjTn + OJ) oosi^ 



20 



Maleriaf protegido pDf derechos de aulor 



10.2 Metodo de Newton 

y 



donde 



0 1^ .. 



4«j 
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Por tanto, en el fe-esimo paso, debemos resolver el sistema lineal /(x**^"^' (y*~'' — 
-F(x«-'>) donde 



{y(x(*-'>) = 



xt'^ sen xf-'^xi'-*> senx\'-'^ xf-'^ 



162(4*"'^ + 0.1) 



cosx 



a-i> 



20 













1 










' tf!^?*! 



r(x(*-») = 



.3 



3x5*-"-cos4*-'>4'-"-|- 

(4*-'>)' - il{xt'^ + 0.1)2 + + 1. 



06 



En la tabla 10.3 se proporcionan los resultados que se obtienen al usareste procedimiento 
iterativo. 



T^bla 103 



k 




x/^ 






0 


0.10000000 


- "-^'0.10000000 


-0.10000000 




1 


0.50003702 


'0.01946686 


-0.52152047 


0-422 


2 


0.50004593 


0.0O158859 


-0.52355711 


1.79 X 10-2 


3 


0.50000034 


0.00001244 


-0.52359845 


1.58 X 10-5 


4 


0.50000000 


0.00000000 


-0.52359S77 


1.24 X 10-3 


5 


0.50000000 


0.00000000 


-0.52359877 


0 



El ejeoifto jHU»l«r iTuMw el 

T^pidamcntc una vcj Doiuc^utdd una aprnxiimaciAn que i^M. ocnza dc I9 xnluciAn vcr^lidHjp^. 
F^m run Kicmpnc fi^ci] dcleminar Lo& v^lores iridaJea con que se a unu ixjIuci^Sn. 
If c] niidlqdg c% rclali^anrtcnEc CQStnao. En Li sigMijQnla scccJ^n «!)l:udiamQiu!i un Qi^indo q,4K 
■iKHpqnnile iQiwnr Mii^lliiiu lo gsKiiifiiieiSen cbfemliK buewM wkia 

iflkiBtcf cqn d mCtcidci que c:i pondnnrofl en la ncccidn 10.4. 

idc 3 X 3, pucden obuncru pof nwdLO de las caratJteFrf [Lca± dt^ graikacifiit qite o&ect 



Si (|U«K1B0« uliliur MaE>J«^ itnics debtrctrui iJclltiir liu do««4^iM£k»«a 

>wit]t(.oTol:,if 1 ! 

Lu snifiit-4i dc Ja fiyi'Tis If*- H"^ pcmii he eitlmar (|ue liay wlik-lone* feWniiuLv u ffiJfA^ L2^ 
]f (2i If — 1 .3^. bslp RO!! da buencK vatoiBi ioiGialea pun til mclodo de Ncu hHIi. 



£1 ptpMHu « Arift.dtq^^^ 



2*, + 1^, -6=0 



J 




2*1 - 3.T. + .v^ -4^0. 




3+ j4+vii|'^4:-(l 



Mat^^la^pPC*E^ii(%^#ri^ alitor 



+ - jf^ + 4 » 0. 




Ln tcnxfu ecuuriidq dofhbc unu. tefcn tic ndiu 2 y ccnlni (Ql Ql, Oy, uiif quC Xl , ?[2: y k3 

Cii^n 4.11 i\ ^\>-Km^ m ]i'k-;il. F^ir «jcm|ttO^ potknwfi glW 1« gii-Cv^a. pan vuiualizBr mejur 
bit jwiitcittit^ dti lith Aupcrfltk:^. D^cpiiu podcDiH taxxrm iCBKUiuentO izocm) n It^ 



I, MDtlLiDbc eI pidtDclu tic NewLoQ ctm e'^^ ' t »lLnle x*-^^ pan im uiwHvtei ntt Ji- 



I 

^,ri - K.J I. 4r, - !>, th 5«*-J;J«0, 



'iA;pJ|jiii#-' I'll f /i^^yiwiiiiyBi^ 

4 fit, ^ J ClHtJ^ " I w 

(I |- 1 OthwsVt ^fii La LiMlvtigUiHi ,piHil6 fo. kobi u iiD fKHmr (teipiiif Js iculizHr unt 

Ik MiKctie {j^K (jT|t JFjt ifff itjf -w uu «alua4«> «nlwtcc*.'(-4j, -JVy ~Ji^ Mtnltbte 4* 
pit. ^ji* 
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fl^T, + -- + fl^. = 

SL C_ CTiEincni W. OMilnn y A.. W Robms ECCRl . il raJeul*- fomip (to im %uinii4rTi:^ * Jet.- 

KI1 0.^ , «i] CL 
fi) //^, ^ = ^ ' 0 -Mi^;,.]! — ^ (I -^£^,> ^O.fHratedifl = 

(V:^ flj SJ = A V ^ lai! - ;if = 0. dofwk 

ooGsl^t E^vilBckioHl J2J 7 pie/s^. La wieblc fiK « d Sfiguk* dd j-^mo HgnirniD dc suinkk- 

li en d f^^djfTi^ wgrmcfflc^dcl sjimarJm^ Kje^wh-m (i] >■ (li) |Wi = Cfl,-. tv'^eofi |* - Ol AT = 
12^ A}f = OX ^ = 20 y 1^ = OL doodc Ids vslDm ;y pucdoa DbtRKfsc diivcLfliDniEc de {mf 
y fyl Itcrt liftjda que Jjtf*^' - " ^ |_ < 10"^. 




Ti ArtoTT dfiA pin drrvUir dc r i iiru di^U^Ki& ^ en e[ wdin Mando. dpoi^f L^i l74hr diurt 
cauddn dc li f onni 




pern iw rjdifi ^ la plw^. ( V^qrf [Bt k- pp. S'3 - ^4]. ) 

■p. Cifculf k-Tv hi™lLift& il£ 1^ y M NUpiJfiptiim qyic vnn pli^y -^ujicii mliu d( I plj raj^iie- 
ni m ppc^i^ ito 10 Ib^ji^pmiepiecwM I pt* en u4i»tnpQ fupw:^ inn p§ftC4 m- 
dfio^^k J pig mpjk^n]- una pvu^l^ \2 Iti/plj^ £r^im-ur}{i; [ y urlji pjlUr'a 3^ pig 
ds ncl^iN fl&quif re -oflih presUkr ita 15 |Wp part rtittfiwst eull disiarv^ (iii{!imkmkf iff^ 

l-^NC kvt {idJL'Uluh dl- parte- pura pcciCrdr «l 4fl»f^O nilbtll1[r 4^ ][i pl^Li 4!il-nj]LLt i| Jle 

Un inb^n^^lc-iCTpciirrvnto-biotdgk |Scfii2[) £!i 1a dcbtrmiifidfuAf^ 4k 4Lrifip«hiiiuhu. hlI- 

3|jaiai Ekl ^igiMk A'jp en Iji- qw ciipccKS dc bidn puedcr] lobrTvivir tlR &u Hpcraio. 4a. 

dc HilidJiwicafe^Hlaa de U bamfl^ ~ 7 ~ ^At^ jTitm 0Di:|Js]iLa< ds dttw cxpfrimmllr 

^ tk k jEdfln dff / jpv pgr 4n^^ 



U". V. 



^ M^-^r ^HMi-W^ 



^toKf Idi ill 





1 


1- 




4 






i.na 


J ^75 






3J.8 


1 31J 


j 





na y rcMilver ur ^hicma linc^J dc n X n qut k coniJeirhe. Pana ejritipliilcar lu itrtportancUL 



Materiai pr<3teg]i^o iSpr*^^ wpr 



104 M^todos €HQf\-Newton 



K% ik djfeftncla fiiuijt a 1^ derives parc^aJe^. Pot ej^m;>]Q. 

doodc: h tt pcqu^a cn valor absaltUja ;y i!| cl dnicoclcFWfvlo dci^linto CC- 

un 1 <Je la t^lrru coond^n^da. Sin embiafio, e^ca ajw^LniaciAd rcqu^iert «re£iu^. al 
ja;ieilOfi:H C-ValLi^aoaes^ 43c rynrEDnes nciJaFcs pam a^Jtmimar la malriz jacobiuui y nn dLR- 
ipinayc !a concidBd dc raJculos, ca^i sirnipre en nccertario 0( n^l pata res^oU er *l si^eona 
linca] que conUene e^u \min'i: jairobiLinz sipjuximada- Pc^ coa^l^uiirnif. cl lofjJ cikni- 
los qoc 5JC najuicfr para urw. itcraci6n del m^todo de NeiMon esal ewaci^ + it tvir 
lu^aoes dc fyhdOKv esC-dJiurs 4Vt^ para mLtuar la mnliiz jaosbiana y n para n^iiar F). 
jlinCD con 0(Fr^) cjpcrackmci arilmclka^ par^ TC^vv d &i5tcma lincaJ, E^ta canti4^ de 
cSkrulw niuy grainl^'. eKCCpto en el casci de ld£ valard icliiliv-ainrnic pcqucikKi dc n y 
dt fujiciflocs cscal-aiics facLtes dc cvaJitflj. -j. 

En cKLa sccciftn c^LiudiarciTws una geiicralizacjiiii d^J mfitodo de la **caflEe a tiis lasie- 
rna-sde w^BicioiWi l»Ci lineijJcs, ctLnica diTwrninadii m^lodo dc Efni:idrn IBray]). El 

m^lodo reqiuere s61:o Ji e^^uatribaii;^ dc runduincs cBcdaiTE por iitrr^j^n y lannhi^ difij^l' 
nuye e^l nijmm de C^lcul^ anCmcticQS a 0(;i^). Prnci^coc a una clafie' dc IfcnicaK di^no^ 
minadas ^rwnSiz^cifHt^s ^tcmj^ dm ^-uff^hio firif}imi/ que Am C^^gen ik lusj idgunlmus 
Ibmadof; cussi'N^wtqm. E^to» flll(£[l>do^ reemplazaJl d la inauil jsitiybiana en cl m#[odo dr 
NeuitM udi itutriz dc apm^iimMida qtK actualir^ cn csida ilcrackWi. 5u dcsvienla- 
ja iad:ica cn que ^ pkrctc la C^nvef:ecncia caaddlnHL de Ni-^IOn. si] 3^c^ iuMLluida por una 
convi^ebda dei^Oimnada iupLHidml. la cuat implica que 

;^ IN'- pi! 

donde ]) denciAa La K^luL-i^n dc FCxl = 0 y x'^' ^^-^Ij apnjJLimacbonc^ pmiRccuJii'a^ de p. 

En la mayifxta dc lac apl ic^iiDo^s. la rcduccHJn a la a^n^^fncia superlineal uaa ma- 
neia que acqvtable paia di^linuir Ick cilOLlds. Oua d«^cnLaja mis dc los mdtodot 
Cua^L-NmluE] cs quc^ a difcrcncia del mclodo dc ^?cw1ocu no cnrrig^cn a misroos. El 
m^lododf !NcwtocL gcucTaJmcntc comcgSra cl error del feiJondw COfl tw^racitmes Mrinfol-v^n 
no asJ cl m£i^ dc BFi3>'dCT. ^Tw que se incc^q>ofeii nuedVda^ esptdiJcs dc coirarctdn. 

Pan dcscnbir el mflodo de Bmyden. &u|>on£amo& (|je se da una aptuTcJinaddn inicid 
sd^J i la solud6n p dc Fix] = d. CajoulafDos la Rj^knLc apn>ximac]6ii V^^con>a lo 1w«nf>0^ 
cn cJ mcljodc? dc Kcv^'Eon o, ki c^ dJfkiJ ic^tcrmLiiarcxact^fneiVlC /|3^'^>. ulill^ajvmo^ la^iMia- 
cKHicf die dl^er^ncia cbcbs por ( 10. 1 G) a|HOJdmar las deri^-adiis parvialc^ No otntancc. 
para cakuE^ x^^^ jim apariamos del rr^iodo dc Kcwuth y cT9Fninanx>^ el mclodo la sccan- 
le para ima (Olfi ccu^^i^ m lineal. En d nl£ii>do dc la Kcanlc miJizAmos La apn^xunx^ioa 

^omci susiiiuLo dcycxi) en cl mcEodd Newion. En cl caj&o de ki^t si^cemai^ m hiicales. 

-r jiOi veckiF, y cl tyt"ienlcc«rTrspo(ndicjilc cbEa indcf]nidoL Pcra el incEt>do pnj- 
oede de manerm i^mcjzinLc aJ mclodo dc Kcv^on. porquc iccmplaz^mn^; la matrjz /(i^^l) 
por UJia maidl^i que lienc la pnopicdad dc que 




1bdi> vKtH dfditfw ffe -tiWb :>d^ p^tde^ »crlb^ nvng} li muni ua »iditd|ik^de 
_ s"^"^ >■ df un tn4ltip1o de un tn «| oooiplfmcnru ortopuiuJ dt - i'^'. Plw 

Aptyali/iui^Jn Jc /(i^')- qw Jiin-irt para caEoilar it'*'^ a A,, con qpc s*c dc(crmirrf is^^ 



temufudG caltuJamDi ^^'^''^J ekv media de 

TO evaluacjoncit dc runciooc^ ci^c^iiiri'^ dnminuvc dc + n a n (la* neccRariAi pnn cva- 
kar Vf^'^^y, pen lodavra w »(|uiiwii tXn''} catciilta (ura k^vh el tLEiemA tineal mmI' 

jif, [H^ ejfcmplu [DM. p. ae pued^ iaaArpgfOi una n^jora. i:idAiiidcrablB|J' 
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■* 

Esta f6rmula permite calcular A-~^ directamente de AfJ^, con lo cual se prescinde de 
una inversion matricial en cada iteracion. Al utilizar A = A.^p x = (y ■ — A^_|S.)/||s.||| y 
y — la ecuaci6n (10.13) junto con el teorema 10.8 implican que 



^^-'\ Nil '7"^'- 



1 + sf Arj, 



por lo que 



\m 



'^r' - A-'i + ■ (10.16) 



En este calculo interviene exclusivamente la tnultiplicaci6n de matrices y vectores 
en cada paso; por tanto, solo se requieren cdlculos aritmeticos. El calculo de A - se 
oinite, y se prescinde de la resoluci6n del sistema lineal (10.15). El algoritmo 10,2 se de- 
duce directamente de esta construcci6ii y se incorpora (10.16) al metodo iterativo 
(iai4). . . r 

AtxbRiTMol Metodo deBroyden 

T0.2 ! Para aproximar la solucion del sistema no lineal F(x) — 0 dada una aproximacion ini- 
cial x: 

ENTRADA numero n de ecuaciones e incognitas; aproximarido tmcial % = (x,, . . . , x^Y; 
tolerancia TOL; numero m^ximo de iteraciones M 

SALIDA solucidn aproximada x = (Xp . . . , x^f o mensaje dc que se excedi6 el numero de 
iteraciones, 

Paso 1 Tome A^ ^ /(x), donde J(x)-j = ^(x) para 1 ^ ij ^ n; 

v = F(x). (Ar<y/^: V = F(x<o>).) 

Paso 2 Tome A = Aq""'. {Utilice la eliminacion gaussiana.) 

Paso 3 Tome s = —Av\ {Nota: s = Sj.) 

X = X + s; {Nota: x = x^^^.) 
k = 2. 

Paso 4 Mientras (k ^ JV) haga los pasos 5-13. 
Pqso 5 Tome w = v; {Guarde v,) 

V = r(x); {Nota: v = F(x<*00 
y = V - w, {Nota\ y - y^.) 



GZ4 



Poso 6 Tome z ™ — i^y. {Hotn'. e ^ il^J, y^J 

Pff» / Tome p ** -sKi. (Abdo: p = sV^f-i Jf) 

Pcrw 5 Ttomc ii* - ^A. 

ftiSB 9 Tumcil * A + i^i + «>u'. (V^offl: 4 = A; i.) 

Wjjff JJ TdiTitf K = * + a. tMyfti: K = sfi**".> 
^sv J£ Si < TOL entonces 5ALIDA {\% 

PARAiL 

Foio S3 Tome t = * + 1. 

^dlt^ 1 4 SALIDA ("t^uincru cnilAicniudE ilcrnoana CK«tjjck]'')f 
iPnKediniifnio terminado xin ^jdin.) 



1 

^ - &l{ia + W +«n X, + 1 J)6 - a 

+ -I- 1 — - ■= 0 

■pltcnndn cl mtsoAa -de NcwIihi. La matri? jarnhiana paja cMc !;i^m# C9 



2*, -IW(*, + O.IJ 



cos Jt 
21) 



(londe 



t 



J-^{Xy Xjy Tj) =^ IjTj - CU!i (T^j) - 2; ■ 

JJ^ J3) - - + ai)3 + Htl X3 -I- 1.06. 



Materiaf protegitfo por derechos cfe auLor 



m 



] 



at 



]■ 



0,3733.152 



, ' Wi .'I L' 1 ^ • ■ lifc'— 



AT* 



-3.021270 X 10-* 
l,0222i4X 10-^' 



-1.650709 i< 10'^ 



I.I5J370I X 10- J 
1^^936 X 10-* 



X ]{]-■' . 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 
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CAPItULO 10 • Soludones numiricos rfe sistemas de ecuadones no iineales 



l^bla 10.4 



0,4999863 
8.737833 X 10"^ 
"-0.5231746 



En la tabla 10.4 se incluyen otras ileraciones. La quinta iteracidn de Broyden es ligeramen- 
te menos precisa que la cuarta iteracidn de Newton, en el ejemplo dado al final de la sec- 
ci6n anterior. : ^me - ■ 



3 
4 
5 
6 



0.5000066 
0.5000003 
OJOOOOOO 
0.5000000 



8.672157 X 10-^ 
6.083352 X 10^2 
-L448889 X 10*« 
6.059030 X 10-9 



-0.5236918 
-0.5235954 
-0.5235989 
-0.5235988 



7.88 X l(p^" 
8.12 X 10-4 
6,24 X 10-^ 
1.50 X 10-* 



- , fif- Tambi^n existen procedimientos para conservar la convergencia cuadrdtica, pero ami- 
noran significativamente el ndmero de evaluaciones funcionales que se tequieren. Brown 

I i j;Brow,KJ fue el primero en proponer este tipo de m^iodos. En [MC] se encuentra una re- 
sena y comparacion de los m^todos de este tipo de uso mds comdn. Pero, en t^rminos ge- 

iv* ; nerales, son mucho mas diffciles de implantar eficientemente que el m^todo de Broyden. 



CONJUNTODEEJERCICIOS 10.3 ^~ i 

- . \ • 

L Mediante e! mdtodo dc Broyden con = 0 c^cule x^^^ para los siguientes sistemas no Ii- 
neales. 

2x^ - 5x2 + S = 0- 

c* 3^:^ — cos(x^0 - y - 0, iL 
4j(? - 6254 - 1 =^ 0, 

2. Apfique el m^todo de Broyden para aproximar las soluciones de los sistemas no Uneales del ejer* 
cicio 1. here hasta que ||x<*> - x^^-'iJIL < 10'*. Las aproximaciones iniciates isf^^ del ejercicio 1 
quizS no lleven a la conveigencia. De ser asf, utilice otro valor de x^^^ 

3. Con el m£lodo de Broyden, encuentre una solucidn a los siguientes sistemas no Iineales. Iterc 

hasta que ||xt^> - x^^-^>IL < 10"^ ifeifct^Uf- j. 

s . " ■ X i-^ti^ "^ 

a, 3js^-xI - 0, , K In (x^ + Jt^) - sen (jcjJCj) = In 2 + In it, 

3x^x1 - x3 - 1 =^ 0. ^1^2 + cosix^x^) = 0. 

Usex*0) = (1, ly. Usextos = (2, 2)^ 



sen (4 77x^X2) -2x2-x^ = Q, 



4fl- 

x^ + - 37 ^ 0, 



m jr,(l-Mjl + *r, - 12, h 54-:^^<K 

^H^^-f 

dor ana UAu jKotnun Biifdir cH !■ »Jpi-M*fc jl^|ilp|pi^4 JBnvttai;.^ " 



uhj Hi)|ijLnnri. 

p?!^ >' 4 ia rc^Jn- ^ i^ifniwi^ <k It jiQ\iWk Mp^m^ sphlrv^-. En hc qjmitH cl pnriikina « -c-oci- 
laJtJD ay y L>rtL'i|^ikiiL « f. 



m 



t0i4 Mdiodosdeldescensoni&r^pkfD 

La wodvii dd mdodo dc Ncwi(#3ii^|liiHU^ CMH-Mtowtod cat Ik nwohiddn de sii^ 

[cmax die ccLi^icicKiH:!! nn lincaJe^ r;; !ni rapidcz etc cnnvcr^rncLa, una vcr. que k camxc una 
«l[if03ippKioa wftjjkji^mj^ cficut, Dua dc .^u^i debiluMci QcmAbtc ca que Jv^Mierc-a 
lutt fposittiii^iiil^ la sotncfte para gaa^ntfair. Il WDWfBenelL El niiia>|i 

It la 9}lw\6t\, pcro casi sdcinpfv ccD^tfrgii^ intlmn &in •ipryxmaniimts inScliiI#fi tlencicn- 

-kNio dc ii tntwCcttin pc udlixa Ai txla nit ocMicMAt 

F] mctodn del dcsDcriFin mis ripidn dclcmuiUi mi mtninH^ locat para una funcirin dc 
vtr'm v9r[^Mc!t dc b fnnnft ^ ; R* R Ayoqie d m^iodn dc uiUicbd indcpcia^ 
duoteixmrtfc dc tv 4pltc«dida niin fivnviO<^HHlo pai^ revolver Im atiEnnu lio lioDvIci, 
liliitMcxiMa «uai«^9tilik«^ 

i||iSicac:i<v!K^.1 

LiL i;oiieAii5d enue la luuiiisiuikacidn ^ una fuoctOn de » R y U MliiKiMde un sit; 
Jil^Vk^^CEBKlp^ R.^ebe ^ bKtap de in ^smmA liiH) lit liimfe 

i i 

B] mllo^lu del d^!si:cdb>D mi^ ripido paraencoott^ un itdotHi loal dc uufUadda 

Material prc»taskio:?>6r alitor 



10.4 MAodte tSe«ff\» mi! rijiido 
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Ames dic descdbix Qomo sdccdDnar la difccc36n c:o(rm7La y In disUncia Hpnofiiada pa- 
nidcspJazarK cn tsa dinKciwi, prccisa f^'isai algunos rcfii^ttados <Je3 cilcplo- Eil icorc- 
mi del vbSq!: ntrnitD Kt^lecc que uua funci^ difciicncjahtc una lusb viable pucdc 
tcpcr mfmnKi neltiivo euAii<k> h derive sei c«h>. Para exieiKlcr csie i^sutudo a 



DtfiiticMrt lOmS Si : R' — » cl gnidiEDLc de ^ ct] e = (x^^ .... sc dcnola con V^x) y dcffn^ 



El ^^dj^te de mii funCidlV VEfLos v^ablcs £s hh llnrgD m la drrK'od^ eIc una fvn- 
ci6n ufiA sola vahoblc^ cn cl ^icncidn dc quL una fuftc^Afi cli^ varit^ VM^^btcs 4if4;reacu.' 

El gr^tenieiitDi= CHT^ pfuf^isnjad muy Euiporimlf ictodcrndda can 1b mljiimizocpAfi dc 
lax runcicmcf dc ^"wias viriablcs. Siip<Sngasc que t ^ (i^n f^P - ^ i u^!' ei 4in i«Ujf uftitario 
dc R^j decir, 

dnrh^Ada dincdoiml >^ cn n cn k dinxciAn dc w df linkd^ por 

I>^) - Ifm + M^) - ^x)] = V - Vj<i>. 

Lp dm™)a dinwjonal ^ en nc en la direcd6n de t mide el caj^!ibLi> del vakta- dr la 
funcidiL g i^pecEQi cannbiu de h vsfi^Ug £n k diiecd^D de v. 



Rgura 1DL3 




*'-yt(xi 




Material protegido pa 



dQ autQf 



vi f udifcrcndubli^ la direu^ (lu^pniduce ci m&unw vaLw para It dcrivjida dtmdccul 

OM^Kuencia, h dirocckio do la niJxjnia dlnminitci^n \U\ v^^l^r die j m x dincciiin 
duda par - ?^p)> (En li .^|9ni » w c^jh^ 4c c^iw^ j «i pi fupt$ii fto 4m 
■ variubloi-) . . " r . ...... . . J .. . . . 

jCtort&UMw itt» DdnifliQkrA, < Oj < C4 ^ mpainUi* quo cenct dt^dciHifif^Mtf^d 

en nr| ^ ft^ ^ «j n Oc-riiiLmoii a [a,, or J id que: sl'u tin mfciiiiii^ 1:11 ftr^i U|] y CCtll 

CoLOo «bU dis^qoibile, ^viniciQ cvctj^cnuui ^ 0 di^mkuiir tit Jo po&ible eL 
Et vnlur miciiinD ^ Ptn [a,, tr^] pn&CDi& cn cl dnico puntn criljco de P u cn d 



' ' "VrrSt '^^J 



^■„' ■ ■ ■ ■ J .¥ 

Bd a^ = Or flj = rtj - 1 cow siguv: 

■i' J 11.975- 2iS.&7Sa 4- ^V37a ta-0.!h 
# - .^ ^iB^-:'* minify ^JH^^S!^ -0.5i2274Ul' 



CAPirULO 10 • Soliidones numiricas de sistemas de ecuadones no lineales 



^(x<i)) = 2.32762. 

La tabla 10*5 CQntiene el rcsto de los restiltados. Una soluci6n real del sistema no lineal es 
(0.5, 0, -0.5235988)'. Aquf x® serf adecuado como aproximacidn inicial en los mdtodos 
de Newton y de Broyden. En esta etapa seria conveniente utilizar una de estas t^cnicas de 
convergencia ripida, pues p^a obtener Hx^*^' - x|L < 0.01 se requieren 70 iteraciones 
del m^todo del descenso mis rSpido. ■ 



k 




4" 






2 


0.137860 


-0.205453 


-0.522059 


1.27406 


3 


0,266959 


0.00551102 


-0.558494 


1.06813 


4 


0.272734 


-0.00811751 


-0.522006 


0.468309 


5 


0.308689 


-0.0204026 


-0.533112 


0.381087 


6 


0.314308 


-0.0147046 


-0.520923 


0.318837 


7 


0.324267 


-0.00852549 


-0.528431 


0.287024 



En eJ algoritmo 10.3 se apiica el mStodo del descenso mds rdpido para aproximar el va- 
lor minima de g(x). Al comenzar una iteraci6n, asignamos el valor 0 a y el valor 1 a ay 
Si h(a^) ^ h(a^% entonces efectuamos divisiones consecutivas de entre 2 y reasignamos 
el valor de ^3 hasta que hia^) < h{a^) y = 2"* para algdn valor de k. 

Si queremos emplear el m^todo p^a aproximar la soluci6n del sistema 

x^) = 0» 

^(XjtJCj, x„) ~ 0, 

■ » 

■ i 

* ■ 

tan sdio rcemplazamos la fiincidn g con X"=i/^ 

M^todo del descenso m^s r^pido 

Para aproximar una soluci6n p al problema de minimizaci<5n 

dada una aproximacidn inicial x: 

ENTRADA numero n de variables; aproximacidn inicial x = (jp . . . , xj^; tolerancia TOL; 
ndmero miximo de iteraciones N. 

SALIDA solucidn aproximada x = (xp , x^y o m mensaje de falla. 
Pasol TbmeJfc= L ^ ^ 



^ Am J laming, =siJCy. . ..xj: tNaar^, = g(i^} 
^ ^ Mr 

P^n 4 $\^ = f>, MiOTfl:? S ALFDA ( Omliailc ccm' ); 

SALIDA j^Sg); 

PARAR- 

P&i& S Tnmr z = z/:;^^ (OfmvdVrX^ fi z vector WwW-> 
ctj "ft 
a, = I: 

- g ;x - a^D- 

ft?Ki 5 Si a, <: rOI/I, entofKet 

SAlJI>A(j,.__.,x^.fi^); 
VARASL 

Pqsu 9 Tome ■ a/2 \ 
Pflso J& T^mc ftj = (Si - i 

iN^^ifa: Ln Jorm^Ia dc fas difriEncias divididaE kacia d^lml^ d^ 
a\€w tM lin^ para mcontrar ti ^M^rdfim Pffl-) = + Ji| + k^m 
(ft — a^y flwf tnlerpola hl a}m a = 0, a = a^, a = a^.J 

flflSO J J TCJTTIC 3t = s - iEt_ 

ftM H Si Is -l3|< T»J^CllUJtKCS 

pARAtL 
PffM 1 j Tiimc k ° t tf 

IS SAl.IDA ("NCLmcro mjlximo de Ltencioaes &xcQ4£dd"j; 
(FfE^'fdimi^rilo iermlnada sin ^jcUo.) 

PARAk- ■ 



Material protegido por denschoe cfc autor 



El m6ttidf> dsd tkdufkia tnii wiplAnt i^nhe mvtdui uri^ckH:^ ^gcmts tsi wIh 
irchiycn iScnicaN indi L:Lnnp]ejan piira dirtcTmlnar -dE v^Idt dc ^ que pfThiLicir^ uii nifihlnic^ 

[bnt^n venUij4i& lu^bre el pffiKcdjmicjiEu que henindt vtsC^ iquf, en gm^l lipnifoi m^odos 



(^^) - *a -+ - - ft 

ill A p1'iL|Li= ci itir khIi I .rK.1 ^ll;5«!^5□ !iMto^];%|i4Q:.«n;1^ w-tiili^ipgHip;^^ lta4l)j|w^AHW^ 

*€ ^ -Ift^-:!^ -'>lft||*»^i3t:; » • TOT, - ^i*:-4|>* a*i - S » ft 

K 



t s ti,, jtj, ji^ - + + jfi - + 2t, - 2Jj^ - XfS^ 
^. ;■ • fli.*" y .... 

— jJ"— 1 ■■ ! — — - ■' - — m-tx ' -I - Jj 

j^lKidUddK dcKonxIdA x* ceuiikniini uu ftmtTla iirttfiritilittftli tteitfrllni niHy^ 

He UR parj]i»ditt A cm viicini en TO. 1 1 . U» pKblemji cct uila soiucEdn f(»(Kid& x"^ 

A'^iv'""- ' ' .' 

jtrtitTjih. 

tcA, I) - AF(i> + (I - x)m^ - - + (A - ijwooj^ (i&ij^> 

XtOj «i Unu tolmpiUhl^'.CuandQ A = I , la ccuac irin aMimc la rpnxiil 

Material prf^tegli^O'iSp^ 



puolCfl DCindLjcJr Lk-I vakircgnocictq i^O)- ■■ la solucirin t( I) ^ 'X^k furiciLin G w Ihmi 
pii hDmDtDpfi entt^ ]^ funciSn G<0, x) » Ftv)i - £l^uyQ>j.y hi^^ Gil, i> » K;p^ 

para C^da A G |fl. 1 1, El COtsjlintO f 0 ^ As ] ) ^ p*Kclc ver como iitii curva cn R' 
de J<<Oj !3 Sf 0 - S* parai»«lrj»cl» ^ . Un m^lwlfl df cnnlinuaci^Sn cU^crmina una se- 
nt de pustu u lij kiiijio 4e t;Ma cuiva cmc^pcuKljewbc a {xifA^}^;^ 4oim}c ~ U < A, < 

Si liiij futK-illFl<^^ Jt -» y .Cr iw^^ 



^1 ^> 




i^lO^llHil^ VSiu ffi) nam fmi6a coflDninittlidtc dlfewlidile pwMII^ k nutik 

juuufaiuia Jit\ fi my KLnj!.uhr [Kint cshIj t C y LfUB ExiK^le uiU CMlHiacile' M 111 <)Ufr 

i^Aj - -J^KtAH-'FfnO)). para cad J A e [0. IJ. 
HI Fi£iik?nie efem|ilo luuc^Tra la r<irnij del liAaiifii .ifo Kt^^ 



= 



2*J 

' J 



-].5 

aw 

ia«lSf3 



5 * „ "i^6(S ^^^^^^ ^^^Ji' ^^^^^^ ^^S^^^l 

~lS2(x^ + 0.1} iia>ix 



11 



0.25 



En BHKT9I. cl iIkIcim d« ecuKicnes dlfcnnciilcs <{aa debcBUDa iviafvcr £n nuesiio 



M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



m 



^"^^ ^ 



I 



^1 





■ ^1- 


>1 




r 








1 








1 i 


J 






1 





:t 



-= h\-Jlm^}\^¥{x[<}^)-, 



I0H--3 



3 jiji sen j-^T^ .f J Tjjj 



h 30 
0 'Id 



30 


^0 ^ 


-1 


^-15 




1 






0 


3Uj 




1, ^^'"'^ * 



t : 

S U.I 



-OJS| 0.133 -l5,i(WUOl5J ^997}SS!Smi 



v 


"-1.5 " 






i 1 





- tOJ2499W77.\ -<HJ0i3ill6lW3, -UAm2M4i-i6y: 



3!^ 



- #:t1&|$$^SI9T, rtQQ^!SW4743i, ^0vl3p»Q3ii«Q^ 



retulifldoi oqul olncnldM wjqiqf ipt^^ la ^jmiliai^ 

Eji el m^odo cte Rui^-Kutu de onicn cusiiu, cl c^lculc^ dc: c mJh Wj fequiece cualm 

paws icquLCfc 4iV invcrsiofiei mjincialeG. FH.ir i.^inp»r^i^H «J iiuluxlo dc Ntwuw 

di Run^c-Kum c% cau«4uivircinc 1 4Ardjel mcKodci dc Newton, 

lodo modiljcadu f;ulcf o inclu^ cL m^hKlo EiiIcTk pan dlfiminuir cL i^uuim in^^ 
liNiai.i>npDiiba^ 

^EMFMJ-.^;.^ tsiMa KMEume vna compflJwUSn dc In^ tnStPdo^ l-Iulcr. del ptuito mfldjOp y dc 
Run£c-Ku44A dc ofdcia cualro^ uJJciidu problfju del ^cinplo 2 ran JipxojiimAcite 

El m^tixUj dc rDnttniuK^idi pwdc unar comcp un nk^lcxk^ qu^ liij cvquiere una 

Material prote^do por derechos de atrtor 









Nuincm dc iiiv?rFiinnEi 


Eulcr 


t 


(0.3. -0.ni63SBSI33. -0.5235981755/ 


1 


Eldef- 


■iA 


(Oj4WW3T9. -O.OIM3(»Ui069S^ -0.523*796^3)' 


4 


funic medio 


i 


-0.[IOrW024[W3S, -0.523B]577|>' 


3 


E'un'U^ mcdin 


4 


<O.5fflKlPn0Ofi6. -timtmii^XKm. -0.52.161277^1)' 


S 


Rung{:-kut1a 


J 


((I.J<jy*«5iyK43, - O.lfilCJSI X 10"^ -O,523S9&950l)' 


4 


Rungc- KullD 


4 


<0.4<J9WJ9WH 0.1367^3 X ]0-^ -0.52S?9S775S)P 


lb 



ATgorHmo «mttftuad4n 

Par-a aprOKlmar li j^vLuti^n del sisCcEnz nu Uxical F{t} = ft dada ujia aprnKfemjijciAn inh 
cial i: 



SAUDA soliiCLUn nprniiiiti^Jn x = ix^. jt^, .... t^. 
PfflW J Turtle ft = lififi 

Paso 5 ToilK A Any. 

kestic]>^ el u»tei]ia tinciiE /Ik, » bw 

Ri»ijc]v4i cl :<j>tcinB tLnruLytk, = b. 
FoiO S Tome /I = + kj>: 

RfKuclvacI fiiMiMiia 1 i ncqt t^k J = br 
Paso 7 Tome I = a + (kj + ;kj + k^>«. 



1 ■■ "V. 

PiasiJ 8 SAUDA (jt, , . . xj\ 
pARAfc. 




COhUUNTQDEEJERClCIOS 10.5 



r^^ + 2Qrf3 + =p flu + ^ J = 

tita Aptl^iu^ tS ffliiftdo-ik HHKiniiuci^ y cl Runge-KuBtij. du oftbri euucm <un N — i 

7, fepUd cL cjcrvifitK 5 A* 2. 

. KutiA unlrn {Uitln> Cini ^ ^ I. 

Kaula d£ iinJfirt W = 3. 

10* MuRiire: que el m^lcHJin tk eimlirliHitiiSfl y isl mdwdcute Ewlw eon W = t dojitl minnQreHullido 
. ftLif £l rikHflda dt NcwIjmi panj in- pciirM^ii IfltnwkW: 4^ d&tL; sL iMO) = nf^^ liemgm obDrMinoi 

11. Hi*wUt 4|« Ilk hcw^wcopf^ 

Material protegldo por derechos de aulor 



10.6 Resena de mitodos y de scftware 
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12. Abreviaremos "m^todo de coi>tm«aci6n y el m^todo de Runge-Kutta de orden cuatro" como 
CMRK4 Despu6s de rcalizar los ejercicios 4, 5. 6, 7, 8 y 9, conteste lo sigmenie. 
». iEs comparable CMRK4 con N = I con el maodo de Newton? Apoye su respuesta con los 

resultados de los ejercicios anteriores. 
KiDebemos usar CMRK4 JV = 1 para obtener una aproximacion inicial paia el metodo de 

Newton? Apoye su respuesta con los resultados de los ejercicios anteriore.s. 
c Repita el inciso <a) para CMRK4 con N = 2. 
d, Repita e! inciso (b) para CMRK4 con JV = 2. 



10.6 Resena de mitodos y de software 

En este capi'tulo estudiamos los metodos con que se aproximan las soluciones a los siste- 
mas no lineales 

El metodo de Newton para sistemas requiere una buena aproximaci6n inicial (xf , xf\ 
I x^^y y genera la sucesion 



ia 



que converge rapidamente en una soluci6n x si estd suficientemente cerca de p. Sm 
embargo, este mftodo requiere evaluar o aproximar «^ derivadas parciales y resolver un 
sistema lineal de n X n en cada paso, lo que requiere 0{n^) ctolos. 

El metodo de Broyden reduce la cantidad de c^culos en cada paso sm disminuir sig- 
nificativamente la rapidez de convei^encia. Este metodo reemplaza a la matnz jacobiana 
J con una matriz A, , cuya inversa se detennina diiectamente en cada paso Asi se reduce 
ei numero de calcuJos arittneticos de (Kn') a 0(«^>. Ademas, las unicas evaluaciones fun- 
cionales escalares que se requieren son al evaluary;. lo cual constituye mi ahorro de « eva- 
luaciones por paso. En el metodo de Broyden tambien se requiere una buena evaluacion 
iiiicifil 

ExpUcamos el m6todo del descenso mis rapido como una forma de obtener una bue- 
na aproximaci<5n inicial para tos metodos de Newton y Broyden. Aunque el metodo del 
descenso mas rApido no da una sucesidn rapidamente convergente, no requiere una buena 
aproximaci6n inicial; aproxima un mi'nimo de una funci6n de varias vanables g. En nues- 
tra aplicacion escogimos 

n 

giXy, JIj, . , X„) = X ^2 ^t)^^- 

El mfnimo de g es cero, que ocurre cuando las funciones/^ son simultSneamente cero. 

La homotopfa y los m^odos de continuacion tambi^n se emplean en los sistemas no 
lineales, y son tema de las investigaciones actuales. (V6ase [AG].) En estos metodos, un 
problema dado 
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CAPITULO 10 • Soludones numiricQS de sistemas rfe ecuadones no lineales 



estd integrado en una familia de problemas de un parSmetro que eraplean un pardmetro A 
suponiendo valores en [0, I]- El problcma original corresponde a A - 1, y un problema 
con una solucidn conocida coiresponde a A = 0, Por ejempla, el conjunto de problemas 

G(A, X) = AF(x) + (1 - A)(F(x) » FCx^)) = 0, para 0 !^ A < 1, 

para € U'^ fijo, forma una homotopia. Cuando A = 0, la soluci6n es x(A = 0) = Xq, La 
solucion del problenia original corresponde a x(A =1). Con un mfitodo de continuaci6n 
se intenta determinar x(A = 1) resolviendo la serie de problemas correspondientes a A^ = 
0 < Aj < Aj < .„< A^ = L La aproximacWn inicial de la solucion de 

rflp ai., , . A^F(x) + (1 - A^)(F(x) - F(x^)) ^ 0 

seria la solucion, x(A = A._|X del problema 

V,F(x) + a - A. i)(F(x) - F{x^)) = 0. 

EI paquete Hompack de Netlib resuelve un sistema de ecuaciones no lineales mediante 
varios m^todos de homotopfa. 

En las bibliolecas IMSL y NAG los mfitodos de sistemas no lineales se basan en dos 
subrutinas IBRD y HYBRJ, contenidas en MINPACK, que es un paquete de domimo pd- 
blico. Ambos m^todos utiU^an la t^cnica de Levenberg-Marquardt, que es un promedio 
ponderado del m^todo de Newton y del de descenso mds rdpido. La ponderacion se incltna 
hacia el metodo del descenso r^pido hasta que se descubre la convergencia; en ese momen- 
to el peso se inclina hacia el metodo de Newton, qua converge mds r^pidamente. La sub- 
rutina HYBRD emplea una aproximacl6n de diferencias finitas a la matriz jacobiana; 
para calcutar la matriz jacobiana HYBRJ se requiere una subruttna proporcionada por el 
usuario. 

Con la subrutina NEQNF de IMSL se resuelve un sistema no lineal, sin que el usua- 
rio tenga que introducir una matriz jacobiana. La subrutina NEQNJ se parece a la anterior, 
salvo que el usuario debe introducir una subrutina para calcular la matriz jacobiana. 

En la biblioteca NAG, C05NBF se parece a HYBRD. La subrutina C05PBF se pare- 
ce a C05NBF, excepto que el usuario debe introducir una subrutina para calcular la ma- 
triz jacobiana. La subrutina C05PBF se basa en HYBRJ del paquete MINR\CK. NAG 
tambi^n contiene otras modificaciones del metodo de Levenberg-Marquardt. 
w^fiio yii mm Un tratamiento muy exhaustivo de los m6todos con que se resuelven los sistemas no 
lineales de ecuaciones se encuentra en Ortega y Rheinbolt [OR], y en Dennis y Schnabel 
[DenS], Los avances recientes en los metodos iterativos se explican en Argyros y Szida- 
rovszky [AS]; el lector que desee informacidn sobre el empleo de los metodos continuos 
puede consultar a AUgower y Georg [AG]. 



^1 m^it 



Problemas con 
valor en la frontera 
para ecuaciones 
diferenciales ordinarias 

1*1 

Un pfoWems comiin tn iiiKjenlGHii civH Ps il q.™ ntluiylnrkfl cud U 
d^ncKt<Sii de unM vJen Ait ^mxlAn iniiiiverfial rttUinfEuliir ityJetM a iinii 

tiu f-KiH'-rljiientu.n dii^cxJAn ulifuiiil^ 



J 

s 






























1 — ^ 



Lr emrlAn dlftrenrlnl que iprvdmi li iltuif Idn ffMn en df La 
ionnt 

d]afid« wC;r> CI. la {fcfltxldfi a una difitanria m dcsdc cl f \1nmo 
tcqulmlD dt !■ irfEi, J I, 9, E^S* f rvprc^ndin, rrapwtiviim'ftleh la 
hini^tud &t k vIku, Ib Inleiuiduil la wr|E4i unttunnCi cl n^ula dc 
tIaittcUlad, cl t^f^rao f n los « xtremoa y #1 mtHmntD cmtnl intr« 
cJBp EniA -ttUAridfl dir^rrcurlul tErnr uiiwiudiu djiut cnodklanc!! dr Jron- 
tcri dadufi par lu. pn^iLlAn de Dcum 4M1e?lj4^U HlffUnEI eu lOH 



Material proEGgicJo por clfirecHos de autor 




Cliiiulu Ia vtg^ Lfese un Eiip«tiur unifanH^ el pruduclQ £.7 n 

ftmi^OH iipllcftdDiHai d t^pcwr t^o ^ ujiJfumir j; pur UntiL, d mE]» 
nuwJtD dt tntrck ^ « ami TiiwlAn (J^ j+ j rr4|Micmi m^lctdwi df 
■pmsdimirtdn. E&lc Upa de pruhlrmoi kc tofulderan cn d rdcfo 7 



La^ rCuscLdncS dj/rrcnciiJ^K- del capfluln 5 eran dc primer ofdcn y dt=bfui HaEiHruccr 
una t'uiadiijii^rl inLcuil. Mi^ 4KleLintr, cn djchu ciif [Lulca vjmvf- que Ilu idcnic^^i podian CJ|* 
liTcidL-r^e \k yi^emn^ tl^ ci^uii^^acanc^ y luc^a i c<:iLHCinncu de orLkn Bupericr. prrcv toda^ liii 
■cundit^ic^Di^H t'uemfi Liudaji ^1 mii^nntia paplo C3|licin^. fis1x\w ikio pmhbirui^ valcir jni- 
c^ial. tin e^lc capfluru mcihlriLiriiioH Dbrnn upruximar ]a ^oLucidn dc piiMemaH ran VBlomi 
|Ie fivntera, t^iui^joni^H JLfer-itnciiuljes Dcm cun Jlciciiic^ impucNl^H di^tiptcvs punccv^, ^^-r 
fit Ilu ccugcKHKi difc^c^^iu]c^ dc primcT of den, ^lo rc cspijcif im un^ condic^i^ni. -asE que 
no tuiy disTincirtn mm prmhlcnuis wi;1of Iniciiil y cm viilfir dc fronnerii. Aquf ana- 
li/an^imi^ ecudcio ni^u dc andii cM~Lkn ct^n. dcu v^il^iire^ dc fniatt^rj]. 

Lns pmhli:ni^?i fi^it^cki que dcpdndiin tnAA df la po\iej<'in £|Lic d^l tLcmpQ a m^FiiMJL^ so 
-ctc^nbcn e^h fun^j^n dc c^iuu^iancii di'cTCricialcv. ^^n Ln^ cundicauneH Lmpu[^yta^ mlb 
un punto. Eji £:Sit^ capitulo, l^^y prublcmaH cm vakir^Q ja rruDk-rii de dib ptmto^ m'lu-- 
, jcn uiui ccfcuicirtn difcrewiflJ dc i^flundn f^rdcn la fntin* 

jwict* ccsn IttH ciMKlj?iiJJii;!i dc fr^nicm 



11.1 E] m^toda del dlsparo Itneal > 

El ^iEui^rlc LcureiikLi eijEablt^'v laK c-unUkiciin^tj g4^n?nj]e& que j^amnlii^ tfae eiihla Ja 
lueidn a utf^ pPDbJeitui £0d vdac ^ti la frujieeifzL de ieguEadc onJen y qii^ diii::ha stulacidA bed 
(biiL'a. La prucSiL dcL Ictirciiyb MCaetlIra [Kflkr, H]. 

r»mM Su|>ti^i|omofi ifite In funcicdi/en d pfi:»btcn3a vi^lor cn kk fKifneri 

tfi conEinua cn ct conjunui 

D = {U. J- .v' H ^ ^ ^ * < J < **H < y" < •^Ji 
. y que lartlbL^I scm cmillrnm« ffl D. S] 

U) /^(:r,^ry') =^(l[wistoda(jc.;^./)€ Ay 
£ll> uj£tc una ccNi^ianlc wn 

cnluii^cN d pfublirnia l-ihi valur en la TronEeia EitfEuc unil SE>]Ui;ldiL doJf^a. ■ 

Malarial proit'jgiOD por dGrechos autor 



.U'CC^HCIbD '^HABiViKIMe" 

+ ■rt^>'«t j'Jt^'J"^ ti*-^) 

/ -/KkJ/ + flfTjy. fls*is(f. >(ij>»Cl, (11.4) 

yaleri^l protejgiido por derechos da autor 



'j^V^i + ^-^^ 



>/ai> - * + 



0-a 



blp6»ciia (Id mUft^tlil^ ^ 

blcmu lineal ran VHlor f n l:i Frcmter? por (Ion prpM^mn^ can v^lor ink-iiLl ( I 1 .1] v ( 1 1 .41, 
Ba d Clip (tuiii 5 f< iJcsuJ'Lticii miiduH mdlpdoss Ci^ri ki^*- Cli^ki^ pgvkJni^ ^j-KtULiii^^ |gf 

wlh^^st^ f^yy^^ ^mmD» cm tilM jpitwns^w^ In «plKtdii 
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11.1 El m^todo del disparo iineai - 649 



En el algoritmo ILl ae usa el m^todo de Runge-KutEa de cuarto orden para obtener 
las aproximaciones a y^(x) y a ^jW^ P^^^ P^^o 4 puede sustitukse cualquier otra t^c- 
nica con que se aproximen las soluciones a los problemas de valor inicial. 

El algoritmo tiene la caractenstica adicional de obtener aproximaciones para la deri- 
vada de la solucion del problema con valor de frontera y tambifin de la soluci6n del pro- 
blema en si mismo. El uso del algoritmo no se limita a los problemas en que se puede ve- 
[ificar el corolario 1 1.2; tambien da resultados satisfactorios en muchos problemas que no 
satisfacen esas hipotesis. 



ALGORITMO 
11.1 



M^odo del disparo lineal 

Para aproximar la solucidn del problema con valor de fix)ntera 



{Nota: las ecuaciones 113 y ]\A se escriben y se resuelven coma sistemas de primer or- 
den.) 

ENTRADA extremos a, b; condiciones de frontera a, j8; numero de subintervalos N. 
SAUDA aproximaciones i^^- a y(x^y,W2i a para cada f = 0, 1, , . , , M 



Paso 1 Tome h = (b - a)/Ni 



PQSO 2 Para / = 0, . . - 1 haga los pasos 3-4. 

{El metodo Runge-Kutta para sistemas se utiUza en pasos 3 y 4.) 

Paso 3 Tome ;r = a -h ih..^t^ 
Paso 4 Tome *i j ^ fi^^^; 

+ q(x + h/2) (u^j + + r(x + ft/2)]; 

^3 1 = h [u2j + ^^2,2]' 

+ qix + h/2) [u^ . + jfc^^i) + r(x + /i/2)]; 



'2,1 + 1 



"2..- + i 



ftfft ytiof en ki ponttnr pam efi/ocww* tUftftneioiet Crdlfrtorwi 



'2J 



flaw 5 PHT^ 1=3. 



SALIDA Cf, m, W2i. fUt salida fs j, ^ u^^) 



Peso 7 PARAEi i,Pf»ce4iMi*nio ftmimdo ) 



EJEMPLO 2 Rit pmhlcci^ con vilnr dc rranlcn 
titine la Suluddfl CXdftb 
; do rude 

e2 - ^ [E - 12 »ii(ln 2) - 4 cmCh 2; ^ -0.03920^701320 

C( - -[^- I.J392O70132. 

Si gummo!i uplit^tf Al^orilmo 1 I.I i profclenu, nec«&Ario aprtnitjitiBi' li:^ so- 
luciuJWii dc luft pc^ibtcnia:* con volof Lnicial 

2 2 «en(in x) 















1.0 


1.0DODOODU 




I.IXXKXWOD 


1. 00000000 




l.L 




0.04] J 7^ 


1.05^39 J 7 




lAi X lO-T 


1^ 


1^243472 




t;lfl7lit4Tt 






1.^ 


1 .06674^75 


0.3^60S704 


1.2BJ3B22? 




9.7B X 10-* 


L.4 


1.10928795 




144539 


1.3BJ4451J5 


ft.()2 X 10-' 


LJ 






L4ti] 


MBlLj942 


106 X 10^' 




UI34S37; 


0.40311695 








i;T 


1570B74S4 


Cl.ifil3ie40 


l.6B^0]396 


1.683013% 


5.4.1 X TO-"* 


t.fi 


t.33273B5l 


(].4^J7 11137 


L7BSB9S34 


1.TBSB9S33 


3.0? X I0-* 












4.41 X 10-* 


m 













^iciul DcmfeoliiT^adaini-nlc, c^tu ifcnicip p«ir crnsnest dc reJurvtlcQ. pgc(fccQiiicncr priTfak:^ 

kt cviil pccn^nH iKKitile:)iti4idk da lot 4l0!tmii09lsli6vl» dehtdo i li ctneAidM^ 
f^'.^ t^^^m ^t^-^, y'f*J-^Ol 

IT 



+ flsi^a:*, yt*)-fc JP^flr>-|, 

yaleri^l prote^giido par derechos de autor 



CON JUNTO DE EJERClClOS 11,1 



llcllC 1u fvlutifln ^-f fJ = - ,'„ I sen T (THM tV ApMi^Lit cl in^nrii^ lit* di-i 



4 AtMtquc ^T'tl^^il^li'Wia^^ 

que jc <|afj Hiaf Uki; cI j£MriLitifh del dhpaiD WmsX. pan ^woumeF [a3 ?^hicicf7i«'id!i^:^^ 

>ti[J " " J tm 1^ - ^ sen J>v -f ! r-Qf n. 
Mt»d«a tt^ - f - ^ 4 In jr - f 

- J ^.:J:^, 



/ - iM>v. 0 ^ * ^ I m - I. |<l) - r-« 

»def). y derive ^^^ii:y^\r^ mLf^xms pin let sAtcrus incdjiDlr tn^^kfo 

ilufip- t^iB de cifipriy tHilcn jijira sistemis- 

7. AeprHejifLuTHH con i/ d poaenctHl elecuouiijcu enirc clot ciTcru EncL^hCJi; mnc^rka:^ dc 

diiOt JR, y ffi iRj < flj^ Ljtw e1 piLcmrial iIe b CNfem inEiCTiCKr %C irmnlffn^ ^^xiM^iilP^T* ^''i 

>^e^ y ci pf^radiJ dc 1i f ^Fcra fxlcfior 0 vx>it5. El poCesicbai dr ] j re^i6ca sjEuada cntrc 
du^ a 

^ir 2 dill 

L Afn?ufnc if(3> por mrdto iJ^orilinG dcL dispaio Iljk3J. 

hr Cbnqurr Im icsuLlAdoi dc 1\l p^t cm d pouAci^ .til J}, ckm^ 

Sr Ucimicstic que bafo Iks hlpd4»j5 df E n»i[^larich 1 l.Z^ t L _Vj ts la 5olLHi6a de =■ pix.\y^ i- 
L CoiiHln djirDlilcfnacxiiiislcM-dc tn^^ 

EDruntnt Ids vaJorcs y £ que el pnfJskm^ eon i"ak»f de fii^iEira 
Ih Ten^ ei#cl4menlc uru i^lycidn; 

14L IntxDbc jplbcar d ejockki 9 pcohlejiia de vaJof de ffofviera 



11^ D m^odo del disparo para problemas no Une^les 

EI inffodo del disparo pm el pnoUema » LiAcal con valor eIc fmnicrB de Kc^ndo iTrdcn 

y--yij,y,/), a SIS ft. yfW = ^ (11.6) 

se parm al caso Lined, excqMO que la ^lueii^ del probkrma ito lined nu puede cT^prr- 
sarsc ccunD una oombtnacidai lineal de roIluc ionci^ a InK prnttlcma.-^ dc (io^ vqA^t^ im* 
dales- ^fc^Mi^mo^. en c^ml:nci. utLlir^r wlucione^i una de profrlema^ dc 




ii4 



(N.7) 




iiKiuujuott con un ptrimetro ^ dclennlna la clcvacU^n ]nkiM.\ t la <rM\ ht It ^d^Hn id 
otfctiw dfsde el pu^.Ut^ a;^ y a ^^inrvi #1)9^ foJucy^ajptf^ibl^ 



nuaCa lax cicvKii^ncs fj. i]„ y jkJ yuceKivainenl«:t'jMni^4giy|f^^f|^:0itd=-b*^^ 
^ccfitir cn «1 bludLiu" ^. (VliHc Lu Fig. J 1.3 J ' 

h (J t .6) liAiiiriioe ijsi. hipiiie^Lii del WMmtt 1 1 ^1, Si jvOt D JcAoct In toliieltiik^i^ 



jBseniH de ¥iri» nsAodo*. 
cofidn FMdwnte 



11.2 Et mitodo del disparo para problemas no tineales 
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Para general la sucesion {tf.} con el metodo de Newton, que es mSs poderoso, s61o ne- 
cesitamos una aproximaci6n inicial t^. Sin embargo, la iteracidn tiene la forma 



(11.9) 



y lequicre conocer idy/dt){b, f^. j). Esto presenta un problema porque no se conoce una ra- 

presentacidn explfcita deyib, t); conocemos s61o los valores>?(&, ff,), yib, ti) yib, 

Sup6ngase que reescribimos el problema de valor inicial (11.7), haciendo 6nfasis en 
que la solucidn se basa tanto en x como en el pardmetro /: 

/ (x, t) = fix, y(x, t), y'{x, t% a < x ^ b, y(a, f) = a, y'ia, t) = t. (1 MO) 

Hemos conservado la notacidn prima para indicar la derivada respecto a x. Puesto que ne- 
cesitamos determinar {dyidt){b, t) cuando / = fj.,, primero lomamos la derivada parcial de 
(IL 10) respecto a /. Esto significa que 



3/ a/ 

-^(jt, t) = ^ix, yix, f)» y'ix, 0) 

= ^ix, yix, r), y'ix, 0) ^ + ^ix, yix, 0. y'ix, 0 -^ix. t) 



a/ 



5/ 

+ -^(x, y(x, f), y\x, i), -^(x, t). 



Dado que ;c y r son independientes, ^x/dt = 0 y 

^Cx, 0 = ^{x, yix, tXy'ix, 0) ^(^, 0 + ^i^^ Vi^' 0, y'ix. t)) ^(x, t\ (11.11) 



d ^ X ^ Luii wfirdickM>&s miciabs d4iii 

Ay hf 

^fa. J) 0 y ^) = 1- 

»j]inp]afL4:iimiHi b notiKiion u^iaivdu z{i, f) par? d^nuluLr 4r}>^flrH-^. ft y sj vipc^j^cm^B 
que cl ufdcn de ikTiviidjlEi Jt y pufllf invcrtirsc. COO drndicicnics inicialcs ( J LI JJI, 

HfiiUL-lLm cn cadu ii«ritLn{^n. 1 y J IJ2, BnioncNTii. ccnlprnK a in ixaacii^i] 1,9), 

><&.^i-|)-^f 

te^ bs soluciuih^ti s« sprt^TiiiiUJi tiiA u]h> Jl- Iw mfCLhir ej^tHi^^Luii en isl t;LipfiiJib 5. En et 
Jlh soLuL~iuijhL-b L{ui: n^quic^r^ rl m^lodu d^ N^wtuii. En tl citrjTJii^ia 4 itr LuavLdL-m un pR> 



JMspBrQ no lineal con rn^da de Newtan 

P^BT^ apniKiniar 1a snluci^fi cilit^l problcifiB. iw linni pun vnlDr^n la (FmnlcFu 

(ft^cjftf; /^M fnxlmf^ IIJO ^ llsl J jEff fjf pj^n y wjurh'-fji ramn shttntas primer 

fdje que CKCcdii) el mlmcio nul^iimn dc iteracicHieKr 

WflfBP J Mienlrau f t s hflp Ici^ paws -l-]4J. 

J*, - 
II J * I. 

MatGt't£il protDtfido por derechos do autor 
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«ij - + (^1.1 + + ^1 + Vi?^ 

+ f/x + hJ2, w^ _f _ y. , > (Wj + 

ftlflff 7 Si - ^ ^ cncmiocj tiag* Icw pMC9 * y 9. 

PasoS Pirji/»0, 1 

entonces ;r ■ a 4 itr; 
SALIDA (j^, ufj^ bi^j). 

PARAR. 

ftrtip JC Ttome « 7iir - ^^^^^^ — 

Matoricil proiegidD par diDrehChCJS di5 aubr 



E( vbIdt f^i = J"*r e^ficc>pl<in en el paw 1 es pefiifjente At ra iwtit que fw?tH per (tf, a) 
y [XiT Si cE phDfikma huiL^face la-i hap^Sie^is del Ifdreina L 1 .1, L^uiJiiji^-r I'tcct-a^ji ^ 
Ijdarfl cofWY^encja; peroccm, una hiena elecckhi f„, h ccufivei^eiici^ ififjorad^ d prt^ 

EJEMPLO 1 Cuii^ldt^re prubkmii g^n vhIlkt dc fcuFiicm 

que la soluuibn eiutcta yCjr} » jc^ + 

Si queivjiios dpJicu el iiidioilo deddispun] ttcl n^cxriimu 1 1.2 u pcubJcim, htiy que 



1. 



* " 5* * ^ t' ^ -^Jiy'i + 1 S J S 3. ill) - 0. e'IU - 1, 











10 


IT.O0O0OQ 








15 7^54^5 


Il7i54« 








14 773333 








13 W7*ri>2 


3.94 X lO-s 


U 






571 X 10 3 


13 


I2.«ift7]y 


12(116667 


3.23 X 10' 








4,64 X 


t.7 






4.02 X 


ts 


12.1 




3,14 X Ifl-S 




I2.03]0ai 


I3.0310S3 


2.84 X 10-3 




12.000023 


12.000000 


2.S1 X H]-^ 




I2.029flf* 




3,B4 X 




12.112741 


12.112727 


l.4fl X I0-' 


m 


12.246532 


12.246522 


1.01 >i 10-5 


12.426673 


12.426667 


6.68 X 10-^ 


u. 


I2.6S0004 


IIA^CKIOO 


3,61 X 10^^ 


1.6 


13.9I3B47 


l2.9niM7 


9.17 X lO-T 




I3.3l5f)24 


l3.2ISt926 


1.43 X 10-^^ 




l>.5342S2 


|].5542S6 


3.46 K 10-^ 




13.9272315 


13 927341 


3.21 X 10-* 


30 


14.333327 


14.333333 


6,69 K 10^ 



11.2 £1 mitodo del dispaw para pmbiemas no lineates 
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Si la tficnica de detencidn o para requiere 

necesi tamos entonces cuatro iteraciones yt^= - 14,000203. Los resultados obtenidos con 
este valor de t se muestran en la tabla 1 1 .2. * , ' it-" ' ■ 

Aunque el mfitodo de Newton que se usa con las t^cnicas de disparo requiere la reso- 
lu€i6n de un problema adicional de valor inicial, en la mayoria de los casos scri mSs rdpi- 
_ _ ... do que el mitodo de la secanle. Arabos metodos convergen s6Io localmente, pues requie- 

ren buenas aproximaciones iniciales. Al lector que desee una explicacidn geneml de la 
convergencia de los metodos del disparo con problemas no lineales le recomendamos el 
excelente libro de Keller (Keller, H], En ^1 se describen las condiciones de frontera mis 
generales. Tambi^n convicne senalar que el mitodo del disparo para problemas no linea- 
les es vulnerable a los errores de redondeo, especialmente si las soluciones y{x) y z(x, t) 
son funciones que creeen rdpidamente en [a, b]. 



CONJUNTO DE EJERCICIOS 112 



m 



1. Use el algoritmo no lineal de disparo con A = 0.5 para aproximar la soIugi6n al problema con 
valor de frontera. 

Comparie sus resultados con la solucidn real y = In x, 

2. Use el algorilmo del disparo no lineal con A = 0.25 para aproximar la soluci6n al problema con 
valor de frontera 

f = 2y\ -l^x^O. X-l) = f, y(0) = f 

Compare los resultados con las soluciones realcs y(x) = l/(x + 3), 

3. Aplique el maodo del dispaio no lineal con TOL = lO""^ para aproximar la solucidn a ios si- 
f ' guientes problemas con valor de frontera, Se incluye k soluci6n real para facilitar la compara- 

ci6n de los resultados. 

y" = y^ ~yy\ i^x^l, yil) - \, y(2) = j; use A = OJ y compare despu^s tos re- 
sultados con y{x) = (x-h 1)"*. 

f^2y^-6y-2x\ 1 ^ jc ^ 2, y{l) = 2, y{2) = f ; use ft = 0.1 y compare despu^s 
los resultados con yix) = x ^ x~K 
^ / = + 2Cy - In x)^ -x-\ 2 ^ ^ 3, y(2) - + In 2, yO) = } - + In 3; use h - 

OA y compare despu^s los resultados con y(x) = ^"^ + In x. 
d. f = [x^ (y')^ - 9y2 + 4jfi]/xr\ li^x^2. KU = 0* y(2) = In 256; use A = 0.05 y 
compare despu6s los resultados con yix) = In x. 

4. Cambie el algoritmo 1 1,2 para incorporar el mitodo de la secante en vez del mitodo de New- 
ton. Utilice = {j3 - aV(l> - a)yt^ = t^^ (f3 - y(b, t^Mb - a). 

5. Repita el ejercicio 3{a) y 3(c) usando el algoritmo del mitodo de la secante derivado en el ejer- 
cicio 4; despuSs compare la cantidad de iteraciones que se requieren en ambos mfitodos. 
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6. La ecuacidn de Van der Pol, 

f-ti(^- ])/ + y = 0, > 0, 

rige cl flujo de la corriente en uu iuho al vacio con tres elementos intemos. S&a ~ j> y(0) = 
0, y yi2) = I, Aproxime la soliici6n j(f) para f = 0.2i, donde 1 ^ i" ^ 9. 



113 M^todos de diferencias finitas para los problemas lineales 

Aunque los mStodos del disparo pueden emplearse en los problemas lineales y no lineales 
de valor de frontera, a menudo presentan problemas de ineslabilidad. Los m^todos que ex- 
pondremos en esta seccidn dene mejores caraclerfslicas de estabilidad, pero generalmente 
hay que trabajar mis para obtener la exactitud especiftcada, 

Los mitodos para la resoluci6n de problemas de valor de frontera que contienen dife- 

rencias finitas reemplazan las derivadas en la ecuacidn diferenciai mediante una aproximaci6n 

de cociente de diferencias adecuada, como la considerada en la seccidn 4.L Se selecciona 
el cocieote de diferencias para mantener un orden especificado del error de truncamiento. 
Pero, per la inestabilidad de las aproximaciones de diferencias finitas a las derivadas, no 
podemos escoger un pardmetro k dernasiado pequeno* 

El m^todo de diferencias finitas para el problema de valor de frontera de segundo 
orden, 



/ = Pix)y + q(x)y +r(xl a^x^ y{a) = a, y{b) = jB. (1 L 14) 

requiere utiltzar las aproximaciones del cociente de diferencias para aproximar tanto a 
y' como a y", Primero, seleccionamos un entero N> 0 y dividimos el intervalo [a, b] en 
(JV -h 1) subintervalos iguales cuyos extremos son los puntos de malla x- = a + ih, para i 
= 0, 1, * * - » + 1, donde {b - a)l{N + 1). Al escoger h de este modo, se facilita la 
aplicaci6n de un algoritino matricial explicado en el capitulo 6, con el cual se resuelve un 
sistema lineal que contenga una matriz de X A?, 

En los puntos de red del interior, jr., para r = 1, 2 JV, la ecuacion diferencial a 

aproximar es 

fix) = p(x) y'^) + qix;)y{x) + r(jc^), (1 LIS) 

Al desarroUar y en el tercer polinomio de Taylor alrededor de evaluada en x^^^ y x^^^^ 
tenemos, suponiendo que y e [-^^-^ j* -^^J* 

paia aiguna |.+ en (x,, Xf^^), y . a^^v.:^^.,:; 
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I^QflcnKis oplicar cl Ecorcma del vator iiiicmicdio pan ^mjiJirirttr i^ia cjcfcc. 
«kia y (ransrormarla fli 

para alguiu ^ en , . t^.^ |.). A csto rc Ic lliuna fdnnulB dt IsH diTcfTnciasi CEntridus pa- 

Dc manm scmcjinlf se tibtiFDC una rdmuulB dr nlc tipa paiB v'(jr.) | Ids drCallci, a; 
1^ en III seccidn 4.1>, ct^c da por resullado 



1 



para al^oz Ff^ cn (r,.,, j; ^.^J. 
la «ciuciAi 



^Pi^^l 2A J ^ ^'''^J^'*' 



hi 



Uj] m^lodo de difeftncias linLias con enor [nincaniienlD de onlcn 0[h-) se Dbtiiene 
cmfilcaniki c^Lu enucHin jiuiEo cod lis condidEracs dc {MuatciRy(a} = ay ^tt} = J9 



I ft? J+P(Vl J + 9(J>;=-r(x.). iJl.ia> 

En b fWTWqw (WilElcnminQ, la ccuacnn (1 LIS) sc mscribc CQinq 

-(l + +{2+ - (l - f "^i.! = 

y «!. &isteiDA de ccusclmea resultante « upress «n fonna de la mainz tridiagona] de 



<ii.m 




.lutor 




MatQrjaJ prol^sfl 



€o/t vdor tn Sa fiunlera pma ecuadmas iSiJerendaies anlmonai 



A = 



2 + hyx^) -l+jp^^y '■^•-^^ 



■■ -^H.^ ^"^u,, ^"^t 



f 



Tf = 



y b- 



i 



El fliguienle tecrtina^iiEaibjefe ]a!;coiu]ii;tofiH hajo 1^ tunJciel K^iit^fljii lirtpd £ 1 1.19) 
n en «[ eJeKkio 9, 



TtOfeitHl I JiJ Silpwtg^iiUiij que 9 > r jHiA iCuEitiitUHfi. ea \a, b\. 51 v^j} ^ Q en \a, h], entunccR el Mitc^ 
nu. hn^iil IridJflnmuiJ <L tunc una ^ucLAii OntcB. si^ipjirc ^ ruando A < doflde 

L = mdJi^^j,:** kc)|. fl 

Conv'lcjic iyC^alar que laj; htp^il)cxts dc I Icnncma I ] .3 ^jrantk/an una RnLucicVn untca a] 
prrtblcma dc vdnr dc frrHibcfn ( I ] . 1-4^, pert? pn que ^ ^ C^ld, AJ, P$ia augurwiH}^ flc qw 
cl cmjj' 4c Eruncamicntn licnc cl ordcn CXA^}, dchcmnK cMahlccet qac v**^ en conlinua cn 

En cl sJgofitin? 1 9-3 w ^ecui4 cl m^loda tincal <k ejifeicnciBis Hnttiut. 



uCORrTMO ~ M^todp lln«al dtfefenclas flnKsf 

11.3 Para ^proKtmar Ut f^laeiAn al proMcma dc ViaJor de frnntcra. 

ENTRADA c^tTERios a, fr; condLc inna dc fronLcra a, ^ Entem N B;2.. 
5AIIDA 2i|>ruAiiiUK;ivitesi m; u yix^i pv^ loda / - P, 1, , + h 

ftr» I Tome - - ftV(W + I); 

d^ = -frrix) + {I + [ht2)pf.j})a. 
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I 

i 



PoiOZ 1*41™ r = 2 ,^ " ] 

KHitc J = cf 4- rA; 

rf, = -fi^rixX 



FtfSQ 3 Jo\TK jf = |) - . 

=■ -] - HWZ)ptJc)i 
rfj^ - + f] - (^i:/2jfi(i))0L' 

Poso 4 Tbme ^| ^ a,; (Los /ihj.wt 4-^^ mwf^vjn *fja iisicMH li^ial ir¥iagonat 
Hj - h/ar,; 

flflss S Pttra ! = 2 - ] , (ome t,^ a, - e^i^t; 

Paso 7 Tome h^j = o: 

= 

PoS6 S Pnra i = itf - I, !j>>i, hums ^ » - h^SJv^t 

ftwo 3 Para ( = 0, . i ^ -H I, Cnmjc i = a + e*i; 

SAT JDA (J, 

7^0 70 "PAkAR. {t^nxedimientoitrminctdt?.'} W 



EJtMPl0 1 Utilbareiiiios el algadilina 1 1.3 para apn^^imarls «iiii*i^n al prnhlcma \meai con vaJor ck • 

>' = -|-''+'l'+'^- >">=•• '<2>=*- 

que tojubi^ii AprviiTnLi mediate cl m^todo tlcJ t^i^puiTu cuns-id emtio- ctl til ^Jchhpltl 2 de 
|b fif cciAn 11,], Bn tstc cjoinpin us^TrrruiH N = ^,<1\: mcKla-qiic A =^ t-memeis cl mis-- 
rno c^pLH:ia£lki que cn -cl cjcmplE> 2 dc la scccif^n ILL. Lcis- reSiijIladDR sc prupuTriDnun en Ib 

N6tei;c- que- nlnH rcNultadn^ Sron mu4:hii ii^enoK esiactcin. que Jdh nblcni dm c-n el Cieul-^ . 
pl^;) 2 la scccl^n. 11.1. Ei^o ivc- dchc a que cl mcCodaemplcsda en C53e cjempLu IniL'ltJlii un 
m^iodcf RiLngc-Kutla cf^u un cimr dc IruncnmlcnEcf dc nnlcn micnlras que c] m^-^ 

lodo de diftf cnciaii u-S'Aiio prcscnta un error cfcl ordcn ■ 

SL qui^Feino^ o^c-cncr un m^Eododc difcrcFieia^Dnn irayorppcci?iirin, podemos rccurrir 
■p varias ■nj>cBaincH, Si u.5iimos la scrlc dc Taylor dc quinin ordcn para a[WT(53ciTnar y 
^ '(.!'■} produciii un error dc tmncaniEento que mvolucra ul t6rjninja h*. Sin cimbuT^Q, 
Estc proccMJ i:xN|uic:re cmplcar multipli:K no dc yix- U y — I sinu tauibi^n dc 



tie 

H 

m 

■ 2.0 



i.IB7(M3T3 
L5B23»9D 
2.C 



u& 1 44595 

1.58339246 



4A7 X 
4J5 X 
4.39 X 

3.26 X 

X 



to-* 

10-* 

10- J 



yUp^ i> y >'(Jtj -fc) en 1*5 fiflfiiiulas dc ^pniiimKi^r para y >'(Jtj>. E-'tici lia ofigen a ce- 

Eji ve? intcfit^r ot4^ncr qfi c^in. forma un nu^|^>djq ciif^rvnchan con un icrmr (te- 
ttmadb de ]hhl Adcmib, a pmEMe (kmcMiv ( v£iHv pa ^i^ifMd; A11> qm 

t^rmiiw dc crrw w e:icprrFa en. pdUncina pores de h cvit trnrfiiTjmftfa jtiriffxynritpyt^ 



coo A * ipt%^|^ ? <MIZS. jn^iwri «xitp|iQliKi:dit v4 



Ikltlll 11.4 





wJl,h = Ci.\f 




ii-j^h ^ 0.025 J 








1.0 


i.OOOOOQOO 


l.fKHmMX) 


l.OflOonOOO 


[.OftOOOOOO 


l.OOOWOOO 








1.09263207 


1.09262749 


1J09262925 


1.0$2«2^30 


1 W2«2930 




t.lt704313 










1.18701^ 


1.3 


I.2E333687 


1 2S3370>M 


1.29^37950 


1.2833B230 


I.2833S336 


1.28333336 




1.36140205 


1. 3S 14349 J 


1.^8144319 


U8 1*4559 


1.39144595 


UR]44.';95 








ij4$| I569d 


1.49115937 


J.49Ui94| 


















IJ 




l.*iS5O0T70 


I6S5CII340 


I.««S0I393 


|.f>R50139^ 


1.66501396. ■ 


i.g 


|je5BSl75 


t.7»SH<)431 




1.78^89852 




l.78mB53 


J. 9 


I.S9392110 


l.S93?274i;3 




1.89393950 




I.B939295t 














Wl aEen al protegid o por det ec hos de autof 



4w.(h = nmi-w.ih - 0-1) 



4i* J (ft = O.QlSi - w, ( A = 0--05> 
Esla= 1 ; 

y la uJliniB cKlrapDl^ite h 

TtHkH ]o& rHullAdo^ lie EaI^ soid cotkc^os con la pMiciitud de las cifras <lecima1e¥ se- 



CONJUmt) DE EJERCICIOS 113 

L, Q pfDblHiiacoiLVjAQrdc fmaccn 

lime 1a solucTi*iLi<i> = - D'H^i — f"^ + t Used ilgofitimQ Uiwil 6e difnmcLiE fi- 

B. Co n ft = 1^ &ConA=|. 
1. El profaknia coo valof dc ftonifn] 

!5c]K bi ioliurjdn h^jc) = — ^ f KOfi 1-1-3 cim. a). L-sc aJgontnu linf^ difncftcus finUas pa- 

c Emnpok pin ^^liinir y C 
dUi Vmldf de frtRiAin- 

IL /- + 2/+ 2jt + i, Oii ^ l,XO) * 2pX/) - E^okA *- 0.1. 

fc, /=-ty-^lj-Ain^ 1 SxS 1,1(1)= -iy[Zj=liiluBC A = 0105 

& H/ + 2t -^tl O^JT^ L?<0» - -l.j^l) ^ftuw* = 0.1, 

d- / = f + ^> + - I- I ^ J ^ 2.>(l> = = 0; uscli = 0.1. 

y sc doiL Use H il^ori^iTH? Lth-^ de dir^r^TKiis linhi; pjtn ifWOTimv 1^ Hilunnfie^ y dc^g^ji^ 
KMDpan Ids imultidos cuu ]i5 scriixinKS Tulrs. 

*- Jl"" + >■ = 0^ 0 s J s |. j,tO) = I. y(\i = Bsr A = 5oliici6ci rtal y^x^ = cw j h- 
"(V^-lJsaiJL 




Material protegittopor'iMechos do autor 



y + 4.V - COT r. 0 = .V ^ .^<0) - |l; i?.l5^MclAa,lMl:^,» - j 

% Eir^fi^rfiiya^ ^uDpla dd nM^Haln m «(Bi)ftvtf la ^edeatMl 49 «f».v1|i «m lea «ci»MH Mk-: 
Gi6a U'tKa cji 

J ■ rSC^ plf.. l<i|cnithi)Hr1 lu. L^ir^gn iialfnniie ^ ~ KID IViiie. intMiiKMlc 4!liisl irlcTaJ ^ jJi K 

do^c^ - 7.7041337 X lO^^Cj =■ 7.52074*1 ^( IQ^^d 2JIJ?40ia K liJ"* 6 - -4.1fi^««M 

±» Lu Icy Hliilu] dc la amjlracdlflo ^ypj|)|t;qiK.;Aifeii,^^^ 
coil cl ?6di$o i:s[stBl7 

M ailal y 9 laliiteiji^iljt%iai|jLaa^^ ,. 

duhik ^ c:i l4 loii|^i;i.Kl dL' la placa > U o la rl^dez da dcflraidB da [b pl^'H. S^iin v ** - 
hw dc 1. pl^ 

M^l^rltf pFQtagi^ por ^ter^t^^ alitor 



1^ /y- ifl*,#Sf??(!Ktw i^|o^^,*^ , 

3, j*,jr'J( * ^ ca tism * > Chi 
3^ l^llili^liw cMidi^ Jt V ^ etui 

lot igualH oiyiH cftininH lencY^^ a H- iht (4ft/ ^ J^^h l «t j^i^ 



pof lufdnDJlmdecuada do dircR[iC]a:i iXAtrAd^i que le incJuyd en lu OQuaciogwi I L16 

IS - — :^3rin^} + .li^^^^^tK 

M^tarlal p^o1^gj!dp ppr derejchi^ autpr 



C A P i T U L 0 1 1 . Problsmas con valor en la fwnt,ra para ecuadones difirendales ordinarios 
B sistema no lineal dtNXN obtemdo con esiie' mffodo'^ ■ ™ 



w. 



'2' 



2h 



= 0, 



1 



(11.20) 



tiene una soiucidn finica siempre y cuando k < TIL corao se demuestra en [Keller H p 86] 
Aplicamos el mdjodo de Newton para sistemas no lineales, expue ^ e7la UcdS 
uJZr'^'Z^^^^^^ Se genera una Jesi6„ de i;:r:do^es 

que li ' ^^S" ^ ^' ^ 

f «j. V H ' "'a "'^'J' se acerque lo suficiente a la solucidn 

k!e,S'nV;2 ' ^ f ^^"^^^^i^^^i^^ del sistema no sea singular. En el caso del 
«stema (1L20), la matnzjacob,ana7(«., «.^) es tridiagonal con el y-6simo elemen 



parai=/-l y j = 2 

paraj =y y ; ^ 1, ...,A^^ 
Parai=/+ 1 y ; = 1 

dondett^ = ay ^ 



"^("^1 «v)^ 

*^.^ir^j 

se despejen u,, tj^ porque 

^ (^.(t-iJ + ^.^ paracadaf = 1,2, . . .,;V. 



11.4 M4todas de diferendas pnitas para probtemas no tineales 
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Puesto que J cs mdiagonal, este no representa un problema tan diffcil como podria pare- 
cer a primera vista. Podemos aplicar el algoritmo de factorizad6n de Crout para los siste- 
mas tridiaeonales 6.7. El proceso &e describe detalladamente en el algoritmo 1 1.4. 



mtodo de las diferendas Anitas para problemas no llneales 

Para aproxiraar la soluci6ii del problema no lineal de valor de frontera 

/ =Ax, y, y'). a^x^b, yia) = a, y{b) = /3: 

ENTRADA extremes a, b; condiciones de frontera a, /3; entero N^2; tolerancia TOL\ nt- 
mero mSxintio de iteraciones M. 

SAUDA aproximaciones w. a y(x) para toda / = 0, 1 N +\o m mensaje de que se 

excedid el numero mdximo de iteraciones. 

Paso 1 Tome h = (b- + 1); 
Wq = a; 

Paso 2 Para ( = I N tome a^j a + i [t^j ^• 

Paso 3 Tome k= I. 

Paso 4 MientrasJfc^M,hagalospasos5-16. 

Paso 5 Tome x = a + h; ^ 

ay = 2 + h^fy{x, w^, t); 

= -(iw^ - UAj - a + ft^fix, if,, t)). 

Paso 6 Para i = 2, . . AT - 1 
tome X - a + ih; 

r = (tfj+i -w.-iVCSA); 

a, = 2 + ft V/Jt. «^-. 0; 

-1 + ih/2)f/x, w,,ty, 
c.= -1 - (h/2)//x,tt/i,0; 

Paso 7 Tome x = b-W, 

flj^ = 2 + h'^fyix, Wfj, t); 
c„= -l-ih/2Y/,x,w^t); 
dff =* -(2% - Wj^_, -f3 + h^fix, iv^ 0). 
Paso 8 Tome i, = a^i {Los pasos 8-12 resuelven m sistema lineal tridiagonal utili- 

zando el algoritmo 6.7.) 
M| — by/Oi; 
Zi = djly 
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ftmJJ Tome 1^ ^ 

PciwJ? P*Fa i = N- I, . . K tfMDC H ^ " (S 

flKfl J J Si |]¥[| TOU cirtofwc* ha|a lo* pam 14 y 15. 

ftrsff J4 Piira ^ ■ Oh . . . . Af + 1, locne ji " a + jft; 

SAUDA fjt. fl-]- 

Fq%q is Tom^ £ - Jt + I. 
PirS^^ 37 SALIDA {'Numcm mfisilina il^pflcicincp S^^tcedldp'}; 



iiE iihLi'LO c^l^exponiicifiii, !ie nrqiltH^j? un^ bueniL aprui^Lms^irin suk-LLd, porto que convie- 
Lfhfi^k^ificiir una cOLa ^upiriLtr Jc A: y, i^n c^u^rN dt: que w H-buHi^K una nurvii upruiiim^ciififi 

dt d^^n, paiij Euda i U 2| . . . I /^i Kif ubEirn^ri en el puw 2 cru^undE^ uiui n:i:[u u Lrav^i dc 



EIEMPLO 1 At JiplicoT el algcuitikia I L4h eon A ■ O.t, h] pTtibleiAii mii lin^id dc vduf de rrunier^ 

J^t32-h2jH- j9^7. l=a^^3. ^U=-I7p jy<3J-y. 

le ahiierusn lo^ rwuliactCK^ mcit^FmdoA 1i tfibla ] U. E;l prDad[mjeiiti> dc par^ o det$n- 
ci^n uiili/actn en e^ie ejemploi con^h^cfa en iEemrlm^t^ qiie \w ^lon^j^^e Im iiecwii^kneK ^u- 
Kii^'a^s difirierw) cn nv:no$ dc ]()""- lo cual s^e LN^ari cmi ciiacm iccrjiuiwfcc?. Ni?^l« que cl 
probkma dc c^ic ^icm\Ao ci mlsmo que x con^^idci^cn c1 rnJl«>dn ctcl di^n^Mi iKt linciL 
en el cjemplo I de la sccciAn I [.2. ■ 

Tumhicpi podcmw um cl prwcdimicivln sfc cjitnspt^LacHiii de Bk'lw^Luan el mfiodo 
rKi kneal de dircrenci4K fmt^"^. Eni In mibfu ] L.(» Ke Hfi^tin km i^ullad^a^ (43ifiii43n^ wns^o 
Aptkamfls esw m^lodc* n moMro ejempio con ft = O.T, 0.05 y 0.tS25, c^n cuato iiiijicicifici 
cn cftwo- nfrtaci^n la mi-^mfl qini! 3a d^^l ijjeinplci ^ dc la scccifln ] 1.3 y (nis valiirei 
dc fixnccw er liKi t:ifrus dcctmsk-* Ini; LuUJas. cnn iwi -CTmr ™i m^^imfl de X 

10"'°*. ¥f)](if« dc 0.1) » CFmilcn en It tidala, porque ^ dier^n 4utl^fk 

Material proScigitto por dfir ecHos de autor 
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Tabia 11.5 







1.0 


17.000000 


■fisroi/l.l 


15.754503 


1.2 


14.771740 


1.3 


13.995677 




13.386297 


1.5 


12.914252 


1.6 


12.557538 


1.7 


12.299326 


1.8 


12.126529 


1.9 


12.028814 


2.0 


11.997915 


2.1 


12.027142 


2.2 


12.111020 


2.3 


12.245025 


2.4 


12.425388 


2.5 


12.648944 


2.6 


12.913013 


2.7 


13.215312 


2.8 


13.553885 


2.9 


13.927046 


3.0 


14.333333 



17.000000 
15.755455 
14.773333 
13.997692 
13.388571 
12.916667 
12.560000 
12.301765 
12.128889 
12.031053 
12.000000 
12.029048 
12.112727 
12.246522 
12.426667 
12.650000 
12.913846 
13.215926 
13.554286 
13.927241 
14.333333 



9.520 X 10"^ 
1.594 X 10-3 
2.015 X 10-3 
2.275 X 10-3 
2.414 X 10"^ 
2.462 X 10-3 
2.438 X 10-3 
2.360 X 10-3 
2.239 X 10-3 
2.085 X 10-3 
1.905 X 10-3 
1.707 X 10-3 
1.497 X 10-3 
1.278 X 10-3 
1.056 X 10-3 
8.335 X 10-* 
6.142 X lO-'* 
4.006 X lO-'* 
1.953 X 10-* 



l^bta 11.6 



Hi- 

t5ft- 

-0- 





Wiih = 0.05) 


w/ih = 0.025) 




Extj, 


Ext-,,. 


1.0 


17.00000000 


17.00000000 


17.00000000 


17.00000000 


17.00000000 


1.1 


15.75521721 


15,75539525 


15.75545543 


15.75545460 


15.75545455 


1.2 


14.77293601 


14.77323407 


14.77333479 


14.77333342 


14.77333333 


1.3 


13.99718996 


13.99756690 


13.99769413 


13.99769242 


13.99769231 


1.4 


13.38800424 


13,38842973 


13.38857346 


13.38857156 


13.38857143 


1.5 


12.91606471 


12.91651628 


12.91666881 


12.91666680 


12.91666667 


1.6 


12.55938618 


12.55984665 


12.56000217 


12.56000014 


12.56000000 


1.7 


12,30115670 


12.30161280 


12.30176684 


12.3017W84 


12.30176471 


1.8 


12.12830042 


12.12874287 


12.12899094 


12.12888902 


12.12888889 


1.9 


12.03049438 


12.03091316 


12.03105457 


12.03105275 


12.03105263 


2.0 


11.99948020 


11.99987013 


12.00000179 


12.00000011 


12.00000000 


2.1 


12.02857252 


12.02892892 


12.02902924 


12.02904772 


12.02904762 


2.2 


12.11230149 


12.11262089 


12.11272872 


12.11272736 


12.11272727 


2.3 


12.24614846 


12.24642848 


12.24652299 


12.24652182 


12.24652174 


2.4 


12.42634789 


12.42658702 


12.42666773 


12.42666673 


12.42666667 


2.5 


12.64973666 


12.64993420 


12.65000086 


12.65000005 


12.65000000 


2.6 


12.91362828 


12.91379422 


12.91384683 


12.91384620 


12.91384615 


2.7 


13.21577275 


13,21588765 


13.21592641 


13.21592596 


13.21592593 


2.8 


13.55418579 


13.55426075 


13.55428603 


13.55428573 


13.55428571 


2.9 


13.92719268 


13.92722921 


13.92724153 


13.92724139 


13.92724138 


3.0 


14,33333333 


14.33333333 


14.33333333 


14.33333333 


14.33333333 
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CAPITULO 11 • Pmblemas con valor en la frontera para ecuadones diferendaies ordinanas 



CONJUNTO DE EJERCICIOS 1 1.4 

1. Use el algoritmo no lineal de diferencias finitas con h = 03 para aproximar la solticiiSn al pro- 
blema con valor de frontera 

/ ^-<y')^-y + yrix, l^x^X yd) = 0, j(2) = In 2, 

Compare los resultados con la solucidn real yix) — In x. 

2. Use cl algoritmo no lineal dc diferencias fi^iUl^i con ft = 0.25 para aproximar la soluci6n d pro- 
blema con valor de frontera 

/ = 2J^ -l^x^O. y(-l) = \. y(0) = j 

Compare los resultados con la soluci6n real yix) = l/(x + 3). 

3- Use el algoritmo no lineal de diferencias fmitas con TOL ^10"^ para aproximar la soluci6n a 
los siguientes problemas de valor de frontera. Se incluye la solucion real para facilitarle la com- 
paract6n de los resultados que obtenga. 

y =t y _ yy\ ^ y(2) = |; use = OJ y compare el resultado pa.- 

myix) - (X + irK 

b- / ^ 2y^ -6y- 2x^, \^x^2, y(l) - 2, y(2) = |; use ft = 0/1 y compare el resulta- 
do paray(x) = x + 

y" =y -\-2{y-]nx)^-x-\ 2 < jt ^ 3, y(2) = i+ln2, y(3) = | + In 3; me A = 
0.1 y compare cl resultado para y{x) = x~^ ^ In 

d. y" = (x^iyT - + 4.\^}/x^, 1 ^ x :^ 2, y(l) = 0, y{2) - In 256; use ft = 0.05 y 
compare el resultado para y(x) — x^ In x. 

4. Repita el ejercicio 3(a) y (b) utilizando la ex(xapolaci6n. 

5- Demuestre que las hipdlesis mencionadas al inicio de esta seccion garantizan la no singularidad 
de la matriz jacobiana J para ft < 

6* En el ejercicio 7 de la seccion 1 1.3, aproximamos la deflexidn de la viga con extremos sopor- 
tados sujetos a una carga uniforme. Al usar una nepresentacidn mAs adecuada de la curvatura se 
obtiene la ecuacl6n diferencial 

[1 + iu/ixm-^^ufXx) = ~ w{x} +^(x-D. para 0 < < 

EI 2Ef 

Aproxime la deflexion wix) de la viga cada 6 pig, y despues compare los resultados con los del 
ejercicio 7 de la seccirin 11, 3. 



11.5 El m^todo de Rayleigh-Ritz ' '^"rtv^ 

^ ^ ■ El metodo del disparo para aproximar la solucion de un problema de valor de frontera sns- 

^ tituyo dicho problema con un par de problemas de valor iniciaL El enfoque de diferencia 

\ fmila reemplaza la opcraci6n continua de diferenciaci6n con la operaci6n discreta de dife- 

'■'y rencias finilas. El metodo Rayleigh-jRitz es una variants que aborda el problema desde una 

' • : ' tercera perspectiva. Primero se reformula el problema con valor de frontera como un pro- 



f^rrriaftiida ml^ril. Despiiii:, el lamafto del w^unlo dc t'iJodiyM ractiWci disnaiiHijfe, 

wcwrftci^. una ^^jroxinfMi^n a l5 sol jci™ del prnbtcma con vdor de Jifoot^ 

Para, denitni eJ n^^todfl de Rayleigh-Rite rofiskkramcK la iprnxiitiajci^n dc unu so- 
hiti^ jLt piubkiiu Lldi^jL vjlof en fronun de do^ punlu, a del BiiflisiE dd ^ 

vdffis^wpirf 

HifKim&sJxiM q^ue eJste im 

^Ct") % ^ taL q'jc ^(.v) 0: IK pnru cfldii j.' En [U, 1 J . 

' iCotnu cn cl cufio de 104 pFobleaiu con valor eci fnnUen que (kMrilKn fuiumenuii f f 
Ib !»]uci^n u la cciijuci^n l;i vlgit saii&FAce !■ prupdediid vadflcJoiinl. En «] i^iw^ 
la eciu£j6n dc la ^-L|sa. el princLpiu \^tfUiciot3al rtauLu imlupeoiiable piirudesiiiirtuJIurel intf- 
Iqild 4e Ray l^ifh- RiEE y caiwlaia la aoluclba de eu medAn como le Ainddifl que mKh 
i^iil Aifidniockflij iniic:gral sictbce lu AsniclHiea en C^O, L], cl i-ticijunlto ik eu3fiinciiDne» 
u tin C?[0, I J It iffa|}Md4d-i|e 4iie j^Qi^^^ m. a ^.^uteiiie taoieint^eitiUeoe 



JL 



Loi dtu)|ea dc; ^'ti( dcnnqlUvc apaivcEniiB [Shul, p&jtna^ BS-W|. l^dGmnKlraci^Di 



ill 1^) K esaditltf pan cadi v4 J l 

y.BAwbRKHin la» runcKnci en r^O, I], itno fiotw un cmjMHtPi^peqiieAa dc ifuc 



I 



UisitcciiStk laid- .dAnciUlJ -db llii fuDckn^i bdUicu wHiicK la ioierwiicidfi d& doIi^ 



0. 

_ j_ 




i 



0. iix^,<ji<;l, 



1 

"ft/ 



M^tarlal p^o1^gj!dp ppr dere^hi^ autpr 



«Acepln cuaiuJci j e% i - ]. i.n I I ■ En conucuf ncia, el ^istcmt) 1 inul d«fo por ^ ] J , 
para coda J = I, 2, . 

^^i^ " (if f'^^ "^^5*^^ i^fe-^S- 



Pu#dn evalune fttnctajsKDlt Q'TiMaBitf(#iM de cwidratm, cow d m^todo d& 



IMF ' 



1 



nUEntpuile, 



.0, CD Dfnii J^jplc 
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si ^ e mx, x,^,]. Para toda i = 1, 2 n - 1, la aproximacion a Q,j se obtiene al ia- 

tegrar la aproximacion al integrando 



I ft/ 



dx 



Mfis aun, si 9 e C^Xp j;^^,], entonces 



Las apfOMHtariPBes 



f2/ 12 



alas oiras integrales se derivan de manera parecida y estin dadas por 



4 fi^i Jkl^lWJl 'J 



y 



En d algmmiD 1 1 J « esublece e! sistema lineal ttidiagonal, y se incorpora el algoritmo 
6.7 de facicmciMi de Croui para resolver el sistema. Las integrales G, . . . , Q^^ pueden 
calculate metfiante uuo de los metodos antes mencionados. 



w^fmmm^mm- M^odo lineal s^mentario de Rayletgh-Ritz 

1 1*5 Para aproximar la solucion al problema con valor en frontera 



cott la funci6n lineal segmeiiiaria 



ENTRADA entero n > 1; puntos Xq = 0 < < - ■ ■ < x^< x„+] 1 . 
SALIOA coeficientes Cp . . c„. 



Paso 1 Para i = 0 n, tome - *(Vi'"^*i' 



J 



Paso 2 ^313 i= I n derma la hsx lEiual fic£danaif& ^yptiT 



m 



4 1 

* i. :w 



0 * s jfj_,. 



Paso 4 Parmiiida r ■ 1. 1 . . b - I, ifiana a. ^ Q,. + 2,^,, + + Cjip 

W ufiJii^fTdt} el olg^lmO 6.7. )■ 

CI = ^1^]^ 



. jg - 1, tome fl; = - A-j'ii-i: 




ftM J£3 Pua j! = fl - Ip - * I tonK\ f ^ ™ je^ - QCf+fi 

U PyULiR. {jPfiprr^iifrTrirTT^rP J^nnifuaJb.} M: 
En l&s sJgLiJefllcs tjrnsplo^ sc emf^lea el algorftmo 1 1.5, Ctebit^i a lo ekmeMat dc «^ 

EJ EM PLO 1 Con^Ldci? cl pcnhlirrna con vilor cn fmnEcra 

ScA = A = 0.1 . [al que = 0. 1 r para toda i = 0, 1 ^ . . . , 9. La^ lalc^ralcs son 




n^j - 20 + -jjr pm» Uida j -= I, 2^ . , ^. 
i^ij-i * - 1 & + » par* iodu- i= 1+2* 3, . * vh 9+ 



.Pltlft tlt!^ UvJ^lmtiyfed (npr fcia HwoaJiMcftSp rax pan lod^ J « U . 9. , ■ . 

MateiiaTpt oEegiQD por aei ecnos cEe aulor 



3^ lil.fiiAakAP 





I 




% 


t 




4 




5 




* 












4 





«^ 10286674; 
l.4KMI(;>S77.]U 




0.3090169^43 
LOOOQUOOCIUU 



0.00127 



UjO()4JLV 

G0024t 
OjOOJ27 



!i< pHiMiC lii^mDhtTiUr que Lt Fnalrir tddtugunut ^ diuJa pur f ucici^nirK bdsck'u^^ l^nta.- 

]m%>^-y^^4ms pii<1*lfl * «i Hi 

iipruiimjidii I laH eciJ4u:]uni:M [ 1 .22 y 1 ijue ci^nlindj [^ru ih> ilircni^Ci^bk «n J0» 

paraunj) fLincid>n/e^(did^flhido por: 

^ « un i^i'inomtir -I'libicu, tJencitUulu pur tn \ jt^^ , | [uru UkUl^ -= 0, L, 2i 3. 
(JTitu ruiii dti ft) Ltutiiantt-x .itieLviaiujbifi ptim $. 4 para ioda pnUnaittin cubito.) 

"^^^^ HjpfllflWlflB C0^^(c4^^|t||^ ^l^^^^sl^i^^^ 

fuAciuiDj:^ dv tnuf^diiq^ c^l^i^TPti '^W uLlb£4urinuy en nucMraN tuncianrn biiiicaa 

It ru en {f>. Ptini cIId hiiy fjfx {IekiN I i ir :ir doi dc Us OmdirLontn r^> j (c). PucMln d 
uunikir.ddbt Ic4«.da4 (ktivild^ (;untiniiiu cn cn ludcienpcidn de Mvr^m^ 

)iwrp«iulc« cWwfnwwWitotdle Itt condtdiHM ik iridnuliKidih Bq puiicuLfir, nnxlifKa- 
put U fondicidQ In wkilbflntmoj 



El tnzador B bi^iHii ;S1^ j^;t^i^y|||i^ d cndliMKian y que ipAmcc «at It Fkg. i U» uu 

CC la& condiciones etc ihtcrpol«:ij6n ' " ' ' - • 



I 















s4 

j|(a + jo\ - 4(1 + si -i<j^o. 

^ [(2 - JtjP. - 4ti - Jt)^], Hi IKASi, 

^Ol si 2<Xr 

Pan conslnjjr la^ fuitciono!! blskai i^. en C^[Or I J prinvcro divitJinvos I (I, 11 seleccior- 



Material protegido por detechos cEs autof 



ifidepemttentc qpc Nilfi^n ^f,j[f» - ) - 0 para toda J = M , n, ja + 5 i'vitM el 





PUeiiit'O que [fi,j(Jt) ^ 4^*^x) sod disEinlf)& di; cero i6\o tp'-mm x c J.r,.;. jTj^jTi 1^ ritiHiH;x (|« 
UllcnvUlWUlJifStllfIc RaJ^kigli^KiU » itna nLaiiit tie UbcuIb eon ud ^ildiA indjiimo tie boAdft 

Materiai pr<3teg]i^o iSpr^^^ Bmr 



1t5 



A* 



tidd 0(1] Abt 4%} 0* 
diD a\i Csi tii3 d|< 
CTiii a2i -Ota. (tn 



0 



Tin an] 4zi 4*71 I'm ^ t, 
tja dii (iia. iiu. a>i- aut bm^ --..^ ; 



"0 AW+Ij-I K^ljt '^ir^l^+l^ 



0 IJJ» 



dnnk 



f.J ■ 0, I H 4^ I, El %ix^tr h tioie to* itrwmia* 

I J matrix /t i^h kkririj^lfl |tivvjlivi t^t^im el iejt:fcii^in 13J per UMUh pikkmon nn^dmr 

ii ctLmnLkhWv ifiiLiTf^jiiiiii- l-n ^j^nalmu I l.ti h.^ iithi;nlm dci^i^lTiCKil^ Id ciinmuci^-ti^ 
1^ 4L|KLf.hm4L'kW 111 um^ir cf!iibki> #Jt> pur mcdho-difl iwludiij ck Rayki|^-ftiLe pndl 

ftM J Tome A = Irtn + II 

Matcjrlaf prate^Jdo por derechos de auior 
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0. 

^ . _ J i\a + j)\ - 4(1 -F 



. JK S -1, 

-I <xsai, 

0 < jrs 1,. 



Pose 4 PcRna 3a Hmu. cfcl uts^udiA- tubico 1^,)^^ ^ 
= 5 ^ — J — j, para i = J n - I. 

flasw 7 Si f ^5 4^ tntuncf^ para j = [S. . . { - 4 tomtf tt^ ■ "0. 

fttSP S SI f n — J. -enloncr-CE prani / = / + 4, . ...Ji + ] lorn* ■ 0. 



flUffl 10 ftosiictva cl Hi?itv'ma lineal ■ rfoitde /l b {aj, b 11 



SALIDA (f^). . 



dpft;^ CdcpQ »^.c#l?lt)ii4 end ilgpduqi} 1 1.^ «a 4i||^ auebu «i|«ci^ dp D|l»d»,. ■ 



ii: ^ffjsasMfiw ^j^i ami*** 

% Q59B3567H -j^ 0 38776549 
I':: 0.5482&CI46 OiSOQOI^ti? 

• ■■■ 



0.58778523 
105652 



OuOOOOGOOO 
OJDOOOOO!!^ 
C.O(M)0OQ24 
OjiJOPOOfiia 



UlL^loft y fH^Mifft |iifW.^E ^j ifyf|M 

producr apraiiiinaciQncft c^jcf^a^ ilt Lis Jj^tr^rolH. 

tlht^tetHHtrq^ pp. tOT^jq^. 

Loi A-lruadiiie|lAllKi£4 pucdcn dcfinLru pom jiEkdcu nipxu:3iiili»d§ OkiAeii dad^^ 

Pi OlTiJ -ijuc -uc UHa LXMTiL^nrncnlc la 4^ii^tLtuym ki^ poliftomLg^ iciLbicPt 

dr4 dc HcmiU. At ktlar ivc d«« una npaicwL^ cacdc^ d^ cHtfi cruSfcodo Ic npc«iHi* 

OlfO^ rrtclixjiCK qgc rcciben mgctu flt^ncldn ^3 kis dq GiJ[:rkin o ""djc foni]g|fjti|tir'v 



]|tKyleigJi^ti sc duBrmJntu] p<tf medio tic Ih ix^uitciofl (1 1,29;. Sin cmttarfc^ c&tK> Aa ea 

Material pr0^p|o:por derechosi die autiiir 




WMwB^ Sn k bililiogrfilill cqni^lii^M^ « ha prtj^utomiidiilt^^ Ik rlec^il 
<tt 1u ndmcroi {x^} y t lu fuActooc^ baM {i^J. Und Alttdda qw k pre»nta djs ouiibiil 

frt'Ctie!*Tf coiisi-Li^j i:;n \iiz\\7^r Iak funcioniji hiisc parft fuqciftws cte trazadcKrai. 

0 raters dts alguruOK puliiijdiiiic^ ana^oiafiletf^ (fAwAvoit^ m njdbfnCfir^ku ipren 

ulc- difer^Fu^di.'i rhn.il jjt. Lu concJuuES^n que kis m^LixtiiK dcr nhluL'-ai^i^D que usaA UrOzJdd'- 
ECi gffldq u^fiow M^i^4^ COS h» dc diieiencm fiidlas qpc osplcnn U uin- 

pjjl^^ ^uLcrtipod^ipaddM 



1< Un? el DlgofitnHi limcal KcccionKilp pan Bpcoximsr b uluciriD [uubli»iia f un vjitor dc t'njuccra. 
}Uy =- .1' - J. 

1 UiK el alfcvitnn UiKdl itmiciiudD pari 4priixuiiar Ui lolud^ 

b, -r^ jpi.'l t = jf + <3 - jcj*'. 0 a jf s I . >^yj = j^ilj - tfc iiM ft - 0.1: 

yateri^l proteiQido por derechos da autor 



.1 



bhmm zoa valor de rmnCcn, Utif^iK^timi^ 
dW.^.kt^.«yci!i;kQiqi,.| " ' " 

ISji^DHim que e1 pc^btema pen 4c bmAmm 

■13, DcinuQ^En: qui: la nutriz dada lai fiiJKfapn.l^^ 
t^lliMa. [.'^EH^mr^r-jiJ.' u[ilii:i! h d^rLajkN^.j 



MaEerinl prolegidQ por d9r^h<>s:Cte autor 



v^lnr en fiTHitcT^ 

En m^i(jdu difcit^iias rm]!;^:^, s^u^tiiimos >^ / Qon apTaKimiCLfHUZ:^ a la dJfc- 
r^mzia y xicMilvimos aR| un 5i^cfna linuJ. Aunquc las aproxjinartDnes LaJ vcz nu ;ui Un 
uajiMa^i cotiAO 1^ cibiejiidiii^ con t\ m^iodo del da^^^a^o^ extsic Ftieno^ vulnsrabiliiifMl ^ni? el 
crrra: dc rcdooidcci. I^JtisEcf] mcCodDS dc difmrariai <lc dajm supedof, pcro lambien podc- 
ino!& usar la cxtrapolaci^ para rrujc^raj cxi3clitud- 

Pan «l prnMema de rroiiEe^fia m Lineal 

lambflfn pfCSeftlMlOS dDiiti^ludoJi. El m^^oddidedi&parti no lineal ic^derC rfsiulver t\ jm- 
blcma dc vaJor inicial 

en ona ciccdjfin inicjal dc f. Mcjof^iTHH |a dcocidn aplHTiajiclQ cl m^Ludjci dr KcwIOn pui^ 
zprtHiaiTiflj la Hj3itti6n, I. A J) = j). nif todo n:quiri6 rcsolvrr dc^i pfcri^Ecjms \^ vr- 
loT iniaa] en cada ii^ctite. La ex^tud dcpcnde de 3^e[ccci^6a dd m^iodo'con quf ^ re- 
soliicfiq Iqs pnsUcnLBS dc valrxr ininal. 

Efl cl ipitodo cfie difercncias fii^iia.^ pa^^i la ccmd^n nolinpral hay- que rccmpla^^r y 
/ par coekdifi dtdifecMtta^. ]c cn^ ds otigen a un siiSEenia no lin^. Esie sLsiem re- 
niclvc rnaJJante d mctodi:* dc NWiqr- 5in cjhIw^q. podcmoE utili?^ lait difcfwiciaji dc 
cj^D superbDf G la exir^lack(?i tnejorar la exjclitud. Loii tn^l^os de dife-rcacias 0.- 
□lias [icFidcn a scr mcfHH vulncratilcR a3 error dc icdooidcc que las del diNp^Jia. 

EjeiiiplLficaFrKisel nt^iodci de Rtyleigfi-RiLZ-G^efkin a|X€Klfmnda la soluei^ al pfo- 
bIrmJ. cxja Valor tn frmEcrz 

(ptn + ^»<Jib =/tJf>, P s J s 1. i<o^ = } = 0. 

cbtcncrsc una IfHVXin^vi^n liT^ca] s^CTCxicmadj o kuna apnucimaa^n dc imj^iW ciSbico. 
Lb may^r pane del malfrial rrfcrmle a prublfmaii €Oil ^uJor ifri frud^^ de ^^uli^ 
do ordea pwHic aplican^ (amlnjcn » pncit^lenias ccm condicionti di: fiir^[4:ni ^Jt b ftw™ 

CT^.^<flJ + fi^y't^ai may iTjXt) + fli v = fl. 

dosde ]^|| ^ ^ 0 y I^J 1^1 ^ 0. pera al^un^ de las licnic^ ^ vuclven dema^ia- 
da compLlc^as. Al iKlur qiie Ic ireLcrrse prijfifJidtKEr rn rsEr lipo de pmblcm^ le nccn- 
mCiHJamos cffll^uila^riin Utroquc sc apccislicc cn poi^tilcmfli ctxn v^or ck frcntcra, cun» 
ddelKH]^ 

MeAdodunos $^0 dos de los nfmclM>s n^odos que conlifne Ta MbTLolcci [MSL para 
lesciJ^ luii pcublcnias de valur dc frvnti^rL La ^ubrnicina BVPFD bui-a ^r. Ijs difmrl- 
eia^ Anitas y BVPMS cn lo?i diBpams miUliplcs^ y ulaliza IVPRKh m^U^dQ dc Run^-Kitl- 
ta-Vemer para pmtilemas dc valoo: iniciaL. Aiohas tf^icas puiiden ernpEciiT^e- con sj&lcraas 



I. a hib1iot«i& NAG TflmhdAi nfiMe uti gran nidm^ de si^lifuiiniis (iflra Tvwilvtr Ifis 

DQ2JAF c& un ni^iodo que x b«M en k cc^actd^ ' . _ ^ . . 

L« «ubnjiinit MPSL y MUSH^ » el pifuete Obfi nolenidei ii lliii^^ 

'■iif^je'^iiimjentie. Ambos ni^iodc>s cstSci hasacioR m^i^ps dc dLspflfD nulliiplc. 

En Kjeller [KfLter, HJ y CD Bailc]^, ShampjDC > WallnwilBSW] cncon[rarl infV^rmfl- 
ci^ ci^mplm sobrc Ins frfubtcmu ^dErale^ i%fHmnuii a Ui sjuliicidn num&ica-de loi 

ea io« mAtD^Qpi^^^^i^ pui esCe Ijpo pivblcma^ y Prycc |prl liinica wi aicncidn « 
pioblemAS de Stumi-Lbo villi . El Libfo dc Asclftyf. MaLLhtij y Ru^^M [AMR| c^nticm 



Material prtjtegtepor dartghos de auEor 



I 




Soluciones numericas 
para las ecuaciones 
diferenciales 
parciales 

m M m 

A tin tucrtKk H k llama iwtrfipit& d la condiinl¥tdud hfritiln n 
cuda unn de hi^ puntcn cs iiidrpeDdiciiEc dc k dimdAn del fl^jd dd 
calar a Iravl^ del puntnu En un cuerpa isatrdpko^ Ik IcmpcraturEU 
u B jycx.j/h » olnlcnc resolvkndo la «uiiddn dlfcrendal pirciai 

dondt f y p $on rUndonea dc Or, > repnacntiin^ reipesctlinB- 
mcnte, li iDcinJucUvidiid Ifrmici, d cidor««tKdIIu la dnuAdud dd 
cucqn en cl punto 1^. 

CimndQ it ^ }^ fj conMwf • t«ta ecuiclAn H U denomliiM 
nufeddn Jilmpk ijridkrietislHHiil dd ^raloc f se CKpn^ ftrnio 

St 1m fk^ntera dd cutrpa n itlKtJvanwnle slmpteT la solurlda de es- 
tm ccuaddn je EtbticiiE nunda !■ scriE dE Fmiricr. En li. KmerBlidad 
dc- Ifts situaricHie^ dondu y pw Min cqrutante^ g niflndq [■ rmn- 
Icri cft ImpilaPp la siolu^idn dc la trtuirEAfl dLfer»cia| ptrcli] d»el>e 
ablmiTW medlantt mflod«dc ■fmHtimnddn. En «tc iiapiLyld uiir- 
ccrrifH]^ uim intnidiicddn « c^c lipo Eccnico^ 



Matnrial protegldD par cfEr&chos de autar 



0 ^"^^ ""^ M **'^^ ^^^^ 

Et\ htii iMJU^L'Li^ !iupK)ni:[iiuu t|ur ]a fiincidn / dchcribc lc»^ dAlnK del pmiilfma cn una fC' 
tlM^Cft^ cslmk> ciilatfic que itucluyeiL fluiikw JtiMtoitiriMlilirsi 

ei<£ ftctcniunada par bu diBtribuci6n cn ]t fronJui ck- \a. K^iinu & Jas rcidxiccioiws AC 




(t> jf); L« (eft^umlun M 



^ ■ 

•■a 



CiiEti pcrftTlaiimnLe uLiiludu. Lu LmnMunLe £K oti^ {klcrmiiLaJii pur Iji^ prufiiedifiJn i:ufidiio 

j|igfibt;4£ del n^etUI tkJ qut bedm s« mmpoiu qut « 43d«p^n4U^ 4le 

Material protegiidp ppr dere^hieis ;de aiitipr 
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UiH> d« los conjujiccts oamyncs de re^incctones er proMema ctel Huji? del color dc 

;y en dcHTibijcl cxifTi|X]nafTiJfn[D en ]m nlrrmds dc la barm Put f/MlptQ^ ctuuiLf nenhM 
r^U forma 



En cainl^ia si lisJamo^ la baira dc uiodio que no J]uya c^m por su^ extf^nK)^^ las coudi- 

Id guic lesullien una timperacura c-MiO^Aiie en la bann »mD^asd Miitjlt^. La fcusLtiAn 
f^i^rKlal pancNI par^lica t^mt^i^Ti importantc cn cl c^tudio de 1^ diftisrai dc los ga- 
tes^ becha, en ilfimots tEnruEui ^ la nmOct ton iiLimbrc (k tcuackvn dc dirudiSiL 

EI probkina que sc csCudid ca la scccida La ccnadiin de onda unJdhmcni^iff^ 

□d y constituyf! un rrjrmpkv ck la ccuacion dLtcrcnciaJ pairiaE hiperbdlica. ^iip^ng a^ 
aJiu^anKis una c^uenla clA&tica ^ lon^iiud { cnu^ $<tponc^ miiMiKH TSiv^i hodZ4>d]al 




,S4 la ptmcrrwre cn Tnovimknln dc mndo qtie libne 4?irr pi^ano vcrrtcaT. cl de^laEa- 
tidbiitah vatic^ i> dc m p^fivo m cn d iitmpo i miir^ la etuaCM^n difL-ncnckl pajxial 



■ autor 
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y vctuciikd Lniciabs de la cuecda c^t&T] iwius por 

y aplLOFenios e1 hecho que lo^ exlre mc^ t^Mn fijo^t. E^cci aisnina que i^^. r> ^ ^ y 

Nc pEC^Ein cn cl CHludio de vigsR vitmnlcH. con uno o lo^ dos cstrciiKis i^uj^uif^, y on ta 
ifiihisiiilsit^ji ck elcHnriciLLad en urn. linea ]mg^ dc u^^mj^lAfi ctnndc pnitc dc la comcnibe 
4L sui^la. 



12.1 Ecuaclones difereitdales parcbles eLfptkas 

Li cciiiu:j6n difirKiR-'Lil piuriiil Eh'pii^a que cKlyJiarcinm es- la studci^ 4e Ptvjil^t^p 

dondfi S dcncrfs ta Ttonicr^ £ks R, Paia ^nilisis, supofurmi^ que taDbcn/coma ^ nan con- 

Mrt valiw rnsnicffi., que explici cn Ea i«ej6n ] 1^3, El primer p^o consis.ic ci* scke- 
cioniir lo^ MBtrtjs FT y JFT, y en derusir los laittaAofl rte paso hyk msdiMt* ii = f - uj/ft y 
t • f J - €>/rt3. La division dil iiscervfl-lo [u, Ij| flJi jq pHJles inualcH cfc iiwlin A, > tic] jntcr- 
valti (^iv i/| m m pLincik jguales da ancho Jt (v^a^ ^ Rg. 12^4)^ da earner re^^uJl^du una ctin- 



Flgura IZ4 




L»i Ifrcas = x^ y v >' son liiwu dc cuiidTfculBf y winlcr^-ciunc:! !« pms- 
tos red ck k ctuulricuU. anh punta de re J del imlcriur cit U i-uitdrk-n]^ (.r^. con 
I » Ip 2, . ..1^ n - 1 y Ciiby > Ip 2p . ..^ ipi - 1, uiilJ:ilno!j k sctie Taylor en iu Vdnikblifr 

Ell k lormii de Jji ct:u?p.jrin de difcrcocL*.^. estP <i4 wmci Miuhado i»i nn^oda de tau 
j:^ KHjtcj^ia oastda ta { ]l2J} c<^r^i|m apffpHmaa^^ i In ji!iu|lii« 



Flgun 11,5 




Al Ftpnxhicir U priftc <jc ta cusadrfcut^ dcmde csEm puntof^ eslin situados fvSase la Pigs 
12.3). » observe que caid;^ CDnlicnc sj^ro^iiiiuioncf^ «n un^ t^jti6n eti ft^rma ile 

eilrella aErvdcdM de (.t.. y^). 

SI Uliliziuitos la in.r'';rnuij(;]c^ dc IeI:s c^>fli]i(;iuni;s dc frunc^m (13.5) i^LcmitrE qtie 
convt^nifiiLc trn d ^^jsluma Amio per ( L2.4p, cs dccU, r-n 1£k1d5 Im punlnn- (a^ adym^nti;^ al 
punLo dc raJ dc la rrnntcra, Ccndfrmns un SLsEcma lancij {n — ] )fm — \ }X {fi — \}^fn ~ I) 
cu^aH- iiKi^^nitai^ son Ian apm^dmarL-Dfm a en cl tnb^rLor dc Ik i^untofi dc r-od. 

c$ku]os macrlcitilen ^ R€ mlr(xluce yn rtmircaje de 10ii [MihIon InicrionL-s dc lii r^d. Uq nia^ 



F^ura 13-6 
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1 — 



























H p- 



< I LiLu I ki I pr oieg ickj pQ i u u i u lI i u tJu' ejU Ear 



ijuf mar\:aR v:fin¥Jci:ui]v™itnw \m puiiLii^. Jl- re J di: P/:quintl4J ii Jcn2L-ha y arriba aba- 
jo. PtJTcjeiiifpb, con ■-■ 4 y i^tMi e] n^rtujicaje se dbiisne unsi c^^i^d^acula imjos pun- 
hJS Re jnire^iraii en Ju I-ii;^ Al mir^Eir lu^ imntDft de-eric frUMdu, ^anuaci^^tiue el sL&- 

EJ EMPLO 1 Oxhi^d^re el ^Mciba dtitermhnjir Ja diKUfbut:3^ti cIe c^d^r eq e^Uidu esy bJd, en uitii 

(hrnCcrapt advBccnlcs a [J^, mlc nlriL": cJ cnlorcn Lis r4m^df5S rmntcti^ alimjcilLu lirK:;iliT;m- 
tc dc cn una csquhna a I[H]^C ^1 s^fctho drmdc amhrn ladosi 4!iiE:uciitraii. .Si ponc- 
cn» Em Iddoi coi;^ last CDDdiL:L43«i At franteu «io a lo kirgo ki& ejes j£ y proUjana 

pijj3 Eudu f = L 2, 3 y / = L 2. 3. 
l^icm tSJ r ^ — •' 
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EE pft4?]i^tti:i que con»^i4jifr-^mQH cn el ejemplo I lifiKcl mi^mo Umano redn tM2\ 



12.1 Ecuadones diferenddes pafdates elipticas 



699 



el algoritmo 12.1 se empka e! metodo iterativo de Gauss-Seide! para resolver el sistema 
lineal que se produce, y permite tamanos de red desiguales en los ejes. 

M6todo de diferencias finitas para la ecuacidn de Poisson 

Para aproximar la solucidn a la ecuacj6n de Poisson 

sujeta a las condiciones de frontera 

u{x,y) = gix,y) ^\x = a o x^b y c^y^d 

y 

u{x.y) = g{x,yy svy^c o y = d y a^x^b; 

ENTRADA exiremos a, c, entems ^ ^ 3. « ^ 3; tolemncia TOL, numero maximo de 

iteraciones 

-< SALIDA aproximaciones w,j a u{x,, y.-) para toda i = I, y ^<^J ^ ^ 

m-lonn mensaje de que se excedio el numem m^mo de iteraciones. 

Paso 1 Tome h = {b- a)/n\ 

Paso2 Paraf = l,,...nl-l,tomex, = « + /ft. {En los pasos 2 y i se construyen 

puntos de red.) 
Paso 3 Para; = 1 m - I, tome = c + jfc. 

Poso 4 Para i = 1, . . n — 1 

paraj = 1, . ... m ' 1. tome = 0. 

Paso 5 Tome A = hVkH 

= 2(1 + A); 

1. 

Poso 6 Mientras I - N haga lo. pasos 7-20. il^spa^os 7-20 realizm iteraciof^s de Gauss- 
Seidel) 

Paso 7 Tome z - y.-,) + Si^, y._.) ^ + ^e^U^-^ + ^-">''^ 

NORM= Iz- U',^_|l; 

fflso S Para i = 2, . , n — 2 

tome z = (-Wjc^ y^^) + ^<^^' ^ + 

^ I ^_ ^ _ ^ I > AfO/?M, entonces tome NORM - I it-- i z N 
tome -- z. 

Paso 9 Tome z = (-/"'/(J^^-i^ y.^.) + + ^^''-i' 



flos<j J0 = ffl - 2, . 2, hag;a los paaw 1 In II y 13. 

AiW I J Tome s = + + Au\^^^ f Att'i ^_ j + u^y^c; 

I - > NORM^ Eii-LGiu:e?i tome AfrtffJW = | fir^^ - ; | ; 



tome- ^ = 



U'y ^ 2 1 > NOHMi cni^^nccs Iflmt NORM = U^^^ - 1 1; 



flflKP J J Tome I =- (-A^Of^^L- + + 

iI lirj^^ i j, — zl > NORM cnlNiiiccji icimc " S^'#-aj"^t> 

PffiTfl !4 Tome ; = f - fi^fU^. y, ) + fii, /, ) + Agta^ . v) + Jl*f 3 + id^j. , 
■ti - ;f > NORM, cntnncc^i tninc iV(?ffM = jw^ , - ^J; 
lome i^i j = 

ftiSO IS Pira r = 3p .„p PI - t 

I tf-i ( - E I > NOkM, cfiEonccs Come NORM = \ , - ^ [; 

ftS^ Itf Tome E = (-Ay(jr„.|, JFl) + + *J?<^^-1- + ^^v,-ll + ^K-U^t^ 

si I w-;.] I - t\ > NORM, enkmoe!ti tome NOkM = 1 1^; 



JS P4i™i = In .... n - 1 

paniy = I. . p ffl ^ I SALtDA (jj, j;y ii|j). 

ftJ Tnmc / = ^ -I- L 
Paso £i SALIDA ('Sc umJi^ -rl numcro m&ximp dc r^r^iojiE^'jlL 

PARAR. m 

Aunqilo pur mzuncN d^c s-ii^plicidnd el d^ivnUiKr 12.1 ^ iiKiurpord c] prKcctLmjciih 
In EtrraiivTi (Ic GiauHvficidcli canvicnc uliliz^ Luia [drnica dlrccla, □mnD In elimiim:]^n 
|iauS!>ianap niando el ili^tcms pc^idcfln — del inndcn dc l[M} o mcncis — . puc$ m£ CArScter 
de tbiUnidii positive garanti^Fi h ^'>U\y\V\4wi rv^pectc* a ^ emDC^ dc redondc^. En |wticu- 
Ilit. uhj §?3icni]j/^ciijji del 4i]£i.if^cnfK] (i.7 de r(iclori^;ici6n dc Crout {¥itavc [Var. p. 221 ) cs 
rfic]?nt€ part Fe^al ver e^ce &j sterna, qu« h matru: 4S stm^lrica <fl la Torma indLa^onal 
de blLM|Ue! ^imdirlco. 



MalG[ iBl protegldo por derechos aular 
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Ax Ci 0=; 0 
C, A2. C2 : 
0-. G ■ 

■-. ■■. '■, 0 

rnn htonues cuadrados de tamaiio (n — 1) X (rt - 1). * i 

En el ca o de sisters grandes conviene usar un mdtodo ten...vo. « — ' ""^ 
todo SOR. que se expUca en el algorilmo 7.3. U elc«i6n de <*^- « ^™ ^ 
so. « debe al hecbo de que, ouando descomponemos M en 8us partes dagonaks D y en sus 

partes tridiagonales superior e Inferior 1/ y I-, 

A=D-L-V, 

y B es la matriz del m^lodo de Jacobi, 

entonces el radio espcctral de S es (v&se [Var, p, 203]) 

^«,.[.os@.cos0]. 

En consecuencia. el valor de a> que se usari es 

2 



4 



<a = 



Para Icwrar una convefgencia mSs r4pida del mitodo SOR, podemos incotporar al algorit- 
^ uL^rdTbloqucs. Cons4Ue« [Var, pp. 219-233), que explica la .ecn.ca en cues- 

ti6n, 

EJEMPLO 2 Consideremos la ecuaci6n de Poisson 

con las condiciones de frontera 

«(0,y) = 0, w(2,y) = 2e>, O^vsl. 
0) = X, Kx, \) = ex, 0 ^ 2. 

Utilizaremos el algoritmo 12.1 para aproximar la ^«>"f '^^f'^'^^f^^^^^ 

y con m = 5. El criterio de detencifin o paro apUcable al m<Stodo de Gauss-Seidel en el pa 

so 17 requiere que 



^ 10 



n,r=. tnH« f - 1 5 V 7 = 1 , . . 4. For tanto, la soluci6n de la ecuacidn de diferencias 
Z^o ^ Lne; eilL, ; el prccedin.en.0 se demvo en , = 61. El .sultado, iun» 
con los valores correctos, se incluye en la tabla 12.2. 
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Qjeouo 
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CONJUNTD DE EJERClClpS 12.1 

4i<jt. 0> j^^ MX, .3) " - 311*, y jc s ! : 

M^tarlal prolegjidp ppr<tereQhi^ 



:.ip|]d&;>>'w.4li: V^fMiii. 



5 J S IT, 



Nil. mif^^ 



tt(x, \ )=-.\ltix. irf.i. 2> = JIT ]nr Jjr^j. ] ^; .v =J 2: 
Ji^l, jf| - J ][i j; « A - 2^ 1 a r * i 

UiieA ~ Jt = O.L: y drspufs cm^atc hn lenfiiiddi Cdb ]& soLvcuSn nUi y) = ^' In 
. $, pRWvjTit UD iLljuriimft veot^itat al 12.1, li dknda SUK coit m tftiaa pi. wz 

■H Cdidbttdo dc pig. La cciwi6n d« Laplan describ? e3 jKileiiJclal m -ri jktJ^ dc la seodAi 
BtlAa^b^^ ftd A -= Oil cA^T ^fi^piMiiMd^^v^^ mil: - Q-1 ptR.^ M it^ 

juDtm de cmdS^iM|i|r 

J.. ;tliA j^vi iminllAil' dA p^i de ^ X 5 qn f:vApf ^ ^ni^a iii1f43TTTiiemrTtc en t£]do9 
bor^ Lii dc jru lofisitud dt 6 cm, ^ ran v 3^ dt^arvcLa e Iq lor^a del bofdt dc la pL^n 

Material ,pr<3teg]i^O"iS9r.0er^ 



:C■^■|^'^|'^■li'^''VJy^^=v 1^^^ mnsMcw jwiF'itair -KvAdann ^^fitnt^niB pt^idii^- 



1U Etuadoneidtftifvndatei 

tomaCLD de pewdetirnipo ft. L^ia punmi^k red.f^ibiU 

n J* B 0. I m.if ^.-jk, purj J 0. [- . . . 

^ Ufe^qdjci iic difcreficia^ ^ ctn icK ^ \mi $crl{: Taylor en i jWi^ fpunw d m- 

}tsiiiit^^ ij}_ MJ# f ■ .1. 2. 4 . ifi - l. J / - Jt 2t ^ f> , ttj o <j> rea»i 

Materiai pr<3teg]<^o ispr^^^ mmr 



mm 



(12^11) 



pufa l*Ju ^ - 1, 2 flr 1 y / - 1,2. , . . DwJtj la condici^^r inictal irfa, l>] = 

JfiJif, fmta. tjo6$. b^jAlt ioi^^ tfi^ pum i ^ 0. i M. {KKkmos 

J- L:iiip|^(in[li(:icinrft adicioaik* ufflL ^ 0 y ail. 1} = Q implicjin que tt^, =■ 
"mi =^y- pM'tutKn, [khJEiiiiUil clderminur IcmIch IjO^; demenLiK de h fofma u- ,. Si ^vKv- 





^)^f»cc CIA el fwniMitii^Sil^^ SI li ^sHiK^.t i^^n^^ 

4ifttcii£ia] par^i^l tknc clulTn dcrivmid^ii jmrci^leit wnlinuaif wlj y ditf "Mif;>j^|BfltBw 

Maieriai pri^tegli^o wr*^^ mmr 



Lt ^lucidD «□ I = U^S tal opniAjiiLult mcdiiiinu el m^todQ dc dU'enenclu j)DOfrc«Lva*» 
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J. 973 X 


-J.JMIJ y. Iff" 
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0093^ 










0 









(n en ciuLquicr ]3 clecciAn del ptHsci iniiL-iii] w: tealia jjfflfitffiNil^tiO* WMjit* ik 
S4iniodidad> tm error de Atf*"' » pnippf» en V '^''t ^w. 

1^ pPH^ f^oaUqi^aL, lia cJ. jH^iiDa ptuo dc iie«ipo^ el eiw dfr «f detw^ AV^p 
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12.2 Ecuadones diferenciates parades parabolicas 

En consecuencia. el m^odo es estable si y s61o si con cualquier error inidal leocmos 
|U''e<'^> ll^ll ef>^ II para todan-Estosignifica que \\A" | [ £ 1, condicionqiie. segunel 
teorema 7.15, requiere que el radio espectral piA") = (p(A))« ^ 1. Asi, el meiodo de dif^ 
rencias progresivas sera estable s6]o si p(A) ^1. , ■ ■ ■ t-, 

Es posible demostiar que los valores caracterfsticos de A (vdase el ejercicio 7) son 

^. = 1 _ 4A (stn {^-^J^ ^^^^ i = 1, 2, . . m - 1. 

Por tanto, la condici6n de estabilidad se reduce a detenninar si 



^1, 



lo cual se simplifica y transforma en 

0 < A ^sen J ^ ^, paracadai = 1, 2, m - 1. 

Se requiere que esta condici6n de desigualdad se conserve cuando ft ^ 0, o, en forma 
equivalente, cuando m oo; por ello el hecho de que 



= 1 



significa que la estabilidad ocurrira solo si 0 ^ A ^ i , Puesto que A= c^ik/h^X esta de- 
sigualdad requiere elegir ft y fc, de modo que 



2 *^ < 1 



ft2 

En el eiemplo h a = 1, de modo que esta condici6n se cumpie cuando ft - 01 y 
k = 0.0005; pero cuando aumentamos k a O.OI sin un incremento de ft correspondiente, la 
razdn f ue 

(0.1)^ 2" 

manifestandose problemas de estabilidad. . „i„„„*„ 

Para ser consistentes con la terminologfa del capitulo 5, llamamos condicionaln^ente 
estable al metodo de diferencias progresivas, y hacemos enfasis en que converge a la so- 
S de la ecuacion (12.6) con la rapidez de convergencia Oik + ft^), a cond:ci6n de que 

"^ft2 2 

y se cumplen las condiciones requeridas de continuidad. (V^ase en [IK, pp. 502-5051 una 

demostracion detallada de este hecho.) 

oblener un metodo que sea incoBdldonalmente estable. con^deraremos un me- 
,odo drd*e..ndas implictes que ^ obtiene al usar .1 oocie„« de d.fere„c..s «g«s,vas 

para (du/dt)(Xi, rp, en la forma 



Ci^HruLp 12 « SeMwLiNi«ir«^piw^4ctwe^ 

inide ntit «d {i^^j, a Al twdliiir«^:#Bd^ (12,8) pad 




-jSi una vez mds driMltHgl^^^^^^ 

M^tarlal prolegiidp ppr <tere^hi^ autpr 



ngura 12.9 



12.2 EcuQciones difBrendaies parciates parabdlicas 
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ALGORITMO 

12.2 



X 

XXX 



o Metodo 

o de diferencias 

° progres^ivas 










Q 1. 
^ y^^^-^^-^— rw-r— ^ — ~ 1. 






1 '^j+i 



IT ^_ivj = 12 ApUcando el hecho de que w^f, - fix^) pa- 

paratoda* = 1,2 m hyj ^' ^' J „ ,- ^ j r , este metodo de di- 

ra toda (-1.2 m-ly w^^^ = fij,^. - 0 para toda j 1. A - - 

ferencias tiene la representaci6n matiicial: 



(1+2X) -X. 0= 



L 



"... 

.■■•0 ''-X (1+2X) 















"'2J-I 


(12.13) 












„„. f > olaTatn/A es definida posMv. y estrtoamcnte dominate en forma diagomJ. 
Lib de .erSgonal rasolve, e,« .is^ma. p<Kicmos emptear la fac»nzac,6n de 

tencidn o paro, que se da una cota para t. 

iwaodo de diferencias regresivas para la ecuacibn de calor 

Para aproximar la soluci6ii a la ecuacibn diferencial parcial parab61ica 

sujeta a las coadiciones de frontcra 



«(0, r) = uil, i) = 0, 0<t<T, 



y a las condiciones iniciales 
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1 

1 



EHfRADlA citCrerno h ticmpo m&jtima consctojife enlcraA ffi ^ 3, ^ 1 . 
SALlDA aprnximjckMics a uU^, (^) |xani Eoda f = . . . , in - I y j ■ 1, . . . 

it = 

Rfl» 2 Para / * I....bJW - 1, tome u\ » ( IIJ^ftj^ jnjt j£i/«. j 

(ifif /MUBLT J- / / iif.¥jjf/i™ jifT sicf^flm {inf^it sridi^fifm! atiiizimio ffAiff^yrifym SZ) 

hso 3 T&rtie - 1 + 2Aj 

ftoio ^ P^ra f ™ 2 pi - 2. tome 7, « 1 + 2A 4 Atfj_^! 



OEMPt02 



Foso lO Pto i - in - 2j . U UJpfl* ^ ^ ~ ''j-'^+i--: 
Piri i ■ tp , . , , m - 1, tMfie X • rt; 

UEilizLunuy cl m^Co^dc direiLVfii^Lim itg^^iv^ C'fil^iLEna 12.2) Mil A « 0. L y lX)n ifc « 0.0 1 
puf? apaiQAiiTuir la !M]ilLi.d.An dc la ecuack^ ealor 



Set. . 3%, . 
of dj" 



0, 0 <x < 1^ 0</^ 

M{npi)=^H(i. = 0, *)<i, trfjt. 0) = sen ITT, O^jr^l, 
^\^c ic cun^Ldcfd en el tfJt^iaipJu ] . Fi^^ deiruiilmr La eyUkbiSidid ific^iciojiii] de esl£ m£- 

lunuias quifiiD. y ei?xIji dc iai I 2.3k ^ue ilu-^Lr^ li ci^Uilniliiijid d^ ChIe iib^ludu. ■ 



Material pfot&gldo por derechos 6e aulor 



aa ^7^11 {)itt)i3Sis^ |,?6»>;i(>^ 



Q> dittiWf^i iQd6HM3i^ iimmo^ 
a J o.C}rrt3'?a]a Q.oftJiqiSB iuuixiio-^ 

0.6 O.DOlS!H<i]8 0.00M.19S9 2.0T? k lO^f 

O.T 0<QCr75fl-?l] Oj00i5a]gM 1.7WK10-* 

0.9 aJJQtftW^ CkO()3Ji224| ^lIMXIA^ 

A^f pan|ue rem net es un V4ilar C^aruclierfHijcD ek A. l^n error en lai dales inif iiJei 

fiKi^ianimtE par 1 y «l mbodo oi e«i«btc^ t i fc| g tiJiaii *i W i <e U elccdii5#|i| 
;i - £fi li l«minnl(i'£»a u^adi en el cipOuto 5, llamamci:; tpctHidkliNHilmcirtA W; 

Jabic Lodu de JLfcr^ nciaK re^uiviH. El error Iwat d( lrvncun^(Dt4 es4«. t^tt^iCR n 
dot wden d« jIXA -i^ k-), sicinprc y ch^uIo li soliiddfl dc li ecuicida difacncial *HtLitfiya 

efln cic 111 ix'u^t'i^pi clifancncisl fs:rfL-La| c^n ]s mi^mj rapkk? (^fn^sc it fTK, p. 5f>Wl) 

tout d« tniEicdnuDfilo ll£ne yjia pjunc coia ondifD la cual jiectuii:rv hiiu^^r miichoi mi% 
pa^fklkm Iw fntervikH liempo^qoe lot ^ txpmdioi^asE dudi CMwndrfa cmtr^xab^ 

prowitfni^fiiriiciiyD fmrr L^^l fte imnciiiiil^^nCr^ fn^sc + El iMimrrpasij cn cs- 

U dirtfx.'^;ic^n cmisifiie en cmpk^ir uni ocjiwi^fl Jit\;fcncFiis qEue itciga un error t>ii^) 
P^i^ u/,^, ij CFi wz que hertuoR ueuIo uilei, o^o enrx^r fuc de 0(ky Eslo {wcbincH 

njombra iii£1ik1o de RIclurtlMirt y csi^ tLido p(V 



yateri^l protepdo por derechos de autor 



; ELmfBolu di£ RitharJiHJii litM im error J-iJcaL dc (mncaniienEo del nnfcn 0(1^ H- /t^). pero 
j^^i^ij ana: In^ it irvncsoiiiqilD 



licDP yn ETTW loco] de trudc^mi^lci del Ofd^n 0(k^ + /c^X sij^pre y cuandjn »c cumplaq 



if.ltt maf^A yJLtai^ tiaOmji^ 



i ■■' * 

Material protegido por detechos cEs autof 



0- 



i ■ h i ■ 



(I -A.) 

i;: 

0 -0 J <J"l), 

Par Luun. A rw> s^inf uluf . pcwqi^ *t nn^ iniUri;. ddlniJ* pmitWa, csEricisirTwnlf dnmi- 
oantr -CD bnra djj^Lma] y llnili^£.vi:iJ. Pnk-nM.Tfi u>^af In f^cmzjckWi etc Cruot nn ^bu-- 
fiH liiKiZtiiSayDnfll Ucl DilpDnlino L7cie| oj^riEm/Q SOU 7 3 [m cjiHWf wW' f partif 4c 

|wa lnda y = CiL t h L > ^ - El ilfnitiTin- 1 U liHiirprm Lt rKtiirkf3L~i6fi CnniE cn cl wi- 
U,T&i Cli^-Nic^]?ifm. Al if^r en rl" di-L fllj^mtmo 12.2. i-l qucnritiiif- [Iclcnmhif 

tu (Ic tKm|u. Rn LIKh rfi. SUK^3 121 p^mM erwoni™ li wnpnihtckda. Uc c\ miHJiiip Oe 

hUbda dc Cfank-NlcDtecm 

ifffiiiiraf td wlUdicVn de 1i coackWl difcrrncial pofcjal ponMlif a 

1 In cnidicwnefl irkiikv 

CNTftAM cjmitcinu h licinp<p iiw T, c wurinnlc a; cnkm m 2: « J , 

SAUDA 4pnttinuiiciAneis ir-,^ 1 ufjr^ l^l pn tod& / - 1. .. . . nr - 1 y/ ~ tr . ^1 , 

/ T^jfttc ft ^ l/trt, 
k t r/.Vi 

ftrjfl 7 P*ia (-1 *n-T. Mirne fl; ■ /V^'r]. f WJinri dwchtfrj.) 

Paso 3 Tbffw • 1 + A; 

few* P^/* m - 2.lDfnr/, - r + A 4 JUi^.,/!t; 

III, - -AA2',). 
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f^sa 7 Tome / - Jft; aciml.j 



flsjtf W Pflia ^ = « - 2 I. iQtm a\ 'Zf- 

11 SAI.IDA tu; I - r^) 

Pflra i = ] rt - I, [lime t - tAi 

fdSfil^ PARAR, {FwCrtt^mifnWtrrmlnado^S It" 

EJEMPLO 3 l/tili7,arciiw^ el mritodu ile Cmnk-NLcuLsun pgni u|>i:iu]i,iiiur la loluckin ul problcma ioa 
^jcniplOH 1 > 2, (|Uif COihtsIC tin 111 eL-uiK-idn 



jiujela B lull rffluJicianta 



A^. I) - bfl, I) - 0, 0<f. 



Las Opcirtncs m = 10, ft = 0.1, V = 5n, Jt = tH,D| y A = I « usiiw cn cJ ill^nntnw 1 2.3, CO- 
iih> hii/.o en Jus c;ji:mpliki juiDeriorrieri. tiin ti;kuIlu!(u dc la taMa 1 2.5 Indlcan el aunKnto 



Thbla 12 J 







uiJr^ 0.5J 
















0.00222241 


B.171 X 10-* 


0* 






1 37 J X ID^ 


0^ 






2,16fl Jt ID-* 








10* 






O.OQ^I^LJIH 


2,*^ X 10 


Hit 






2 ;iJ6 X 10^ 


{).0060}4B.9 


0.005SIBJ6 




0.1 


ll.WH:3lt441 


O.OD42r72S 


1.373 X 10^ 






O.Ofi2I12-(3 


B 271 X |0-» 


1.0 


u 


(1 





T^>i^.tfl^>>t.t<^^ ^ ............... ^ 



PC* Jlft:reiicLile£ pmukH p«nbdltc«4^. 

Ui«|| w M > 4 :f 0,1 f SOaifatK Urt tti|Hi«lu « | ^ 0,3 coa ii iKiLuri^ fed j^j^-. ij - 



Hon, 0 - 0 - OL 0 <:* 

.A(,c>(%pi'^'%'(il - ix O S if se t: 



Ha 



15a 



2, 0<x<h 0<,K 



n(c 0^ - w « + Jt ^i - 
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S^iipfineai que la di&trLbtiddfi Lfudai 3a nrrtipeficLiri tsii jht 

U» ki^ multitdo? dc-] ejKcdcio 9 pam sipmi^trrw Ik dmntnKa6fi dc La IcjnpcfBlura ocm A = Q. 3 5 
yc«iJt= 0.0225. 

1^ y Psyiw |SP1 uul inn ftIjiochic^ dc CHFiKii4>-dd"ormacififi >■ las proptcdadct inalc™- 

Scs dc uiL cilindnc^ snjcto alleiTiML^^imcT^lt aJ cdnimriicnlo y al cfifii&mkDEO, > cofi^kicfan U 
ccaacbAii 

dondc 7 = JKr, 0 >k li^ tcirrpcraturL iT « la di^tiocia radial respect al omra dd dliadra. r ti 
d Ikfn^ y fir » ?] cwfrncrtc dc dtfu^^i vidad. 

L Oblcng^ tfl5 apnoxirrtficioaci a TTf, I(}> para. Da cilin^ coai radio citmu L dukjjii lu coii- 
dkkHH mkiHlci y dc frDatcra: 

Tlr^Oi = 20ftj- - 0L5)i Dl5 ^ r 5 1. 





"in* 

1 

^ ! 

Malarial protegidD par dA^" Cfe autor 









(11 

.Jl;h Put lnLMti^h4k l^d>siHl^d^.%H!M^^ 
jjniandp la inE^if raJ 

f d^ i^: 



1^3 EaJ«doni»4ffe|tticlalei(iuii^^ 

<;|6fiiplK» dc una ccwbti^n [UreKncial parciol hipcrbdiitia. La KUAii^u de ondu ekti diidii 



EE i»»l^LixLo de dir«r«ncia» k <Ati<m^uiMi»W^«(»ti^4lt^^ 

■ft//- ■■ -ng^'^V' 



^i* Iff" 
y f«o|ver paa a sea, in d^roKiniaciitia nm avonzadi del pt&a titn^ pan ohh^ncr 



0 



0-.. J 



Liu ecuaciow^i fl 2-llt) y ( 1^. |4) ImpliCiiti ilin: fl (/ t t)-6siino pjsi> ck Ciempn re- 

atsrtal proteigiido por derechos de autor 




CAflTULO 12 • Soludones mmiricas para las ecuadanes diferendahs pardales 





















< 

i 


r ^ 

^ o 



















Un procedimiento consiste en reemplazar du/dt por una aproximacidn de diferendas 
progresivas, 



(12.22) 



para cierta fij en (0, f,). AI resolver para u(x^, t^) obtenemos 



u(x, t,) = u{x, 0) + k^x, 0) + ^ /i.) 
= 0) + kgix) + — — (x,, A/). 



En consecuencia, '^^ A 



= «';,o + para cada i=\ m - 1. 



(12.23) 



Sin embargo, esto da una aproximacion con un error de si^lo 0(A). Podemos obtener una 
mejor aprox^imaci^n a 0). Considere Ja ecuacion 



para cierta /I, en (0. /,), que proviene de desarrollar f,) con el segundo polinomio de 
Maclaurin ent.Sif existe, entonces 

^{x, ,0) = a^^ix, 0) = a= + ^(x,) = o^A^c,) 



f,) = «(^, 0) + kg{x) + -^r(;c,) + I |^(x, A). 
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12.3 Ecuadones diferendatea pordates hiperbolkas ' ^ * 

lo que produce una aproximacidn con error 0(k^): 

Si/E C*[0, 1] pero no disponemos de/^(j:,), podemos usar la ecuaci6n en diferencias 
dc (4,9) para escribir 

para alguna I en (x^^, x^+i). Esto implica que 

Si A = (ka/hX entonces 

uix, h) = uix, 0) + Mx^ + f Ifix^^i) - 2M) + + + 

Asi, podemos usar la ecuacion eo diferencias 

, = (1 ^ A^A.^ + f /^.i) + f M-i) + feg(^.>^ (12.24) 

para calcular w, para cada i = 1. 2,..., m - 1. , 

El algoritmo 12.4 usa la ecuacion (12.24) para aproxiinar w^ ^, aunque la ecuaci6n 
(12.23) tambien sirve, Se supone que cxiste una cota superior para el valor de t que se usa 
en la t^cnica de paro, y que it = TIS, donde tambiSn N esta dado. 

M^todo de diferencias fm has para la ecuad6n de onda 

Para aproximar la solucibu de la ecuaci6D dc onda 

sujeta a las condiciones de frontera 

w(af)-^«ao = o, o<r<r, 

y a las condiiciones inicialcs 

0) =/(x), 0<jcs/, 
^ix,Q) = g{x\ Q^x^l: 

ENTRADA extremo I; tiempo mdximo T\ constante a; enteros m^2,N^ 2. 
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ftlSfl 1 Tome ft = if mi 

para f = 1 . . * . Bf ^ 1 

lo™ u^^^^ = 2(1 - A*}^;,^ + IJ + h;h^^ + ^jj-r 

WrM p » J *^ 
|Wi / ■ 0, ... p HI 

-^^ Am f PARAR . iProndimmht i^rmimida,) , H 

EJEM PLO 1 ConMJ£mr el prntiknu hj^nMlktP 

IJyU*-* -0; 0<Jr< 1, 0<K 

con Lib c<:Pibjjciufi[^u tk fmnicfli 

u(D. = 4J< k f> ^ 0. par* 0 < I. 
Jr Mi ctirulu-iuncs jnkliJn 

idibJiM lie lit tL|in]^ii3hU4:iiln y;^ (wi i " 0. 1^ , IQ. b» vikMO ijyi: <n b 

Material protegido pof cferochos cte aulor 



Fcvooow tiifefeiKioia pmtioles h'tpetbdlkas 



11% 







QuO 


Cl.txiotmwioiM 


Ql) 










0.80901 &9944 








l.OCKWCKXWM 






OCT 














0.[OW00DG0D 



Lk resullKkK dd «jcmplD fucnin njuy cx^diciSi, m&i dc 3d que «l error [niACiuuiira' 
Id OfJ^ + ft-) rKffi harfa s^upoAer. Lj e^pSit iiL-Edin tic cJlo sc cncucntra cn d hccluxfc que 
la SCluci^a vsid^tj^a tie la Briurinn cs infioiLamenlc dircrCFKiaMc. Cuudo ti a.'iif. ^ uli- 

*^ 



} 



Sin cmhai^o. aJ dtrivar |^ wi^j^ 4s anda. 



I 

Matsrjal protegido dnf^'-h^^ autor 




SrMiwHlojlfl efla femu, todw ted Iteniiv tela daxxte 4lc (iX^jPi^fh if stai 
sMponc un error dt lniiirjUiiLiLn[c> loc.il C». 

B^ii S r (VAuh; [IK, p. 439 1.) Ill m^UKlu expjfcilu ijue !k du <:n el J|[GriLmu 1^.4. can X 
t, ^ d(j! £)(k^ ■*■ k^) cmxafffnle sifyg mud jfuftt^knt^eiU^ kLfePt^iKiiibkji, tuut 

Aun({ui: IKK tuK deu'nbaremEMi BqufiCKliUen mdlmk^^ JiisplkiEo-i JibCt^ndLdunjImenlc a- 



coMiursmo deejercicjos 12.3 



4jJ-u, oi =■ MO 4ffjit. 0 s * i flip 

mmiIuhIo^ con la itolucidn tti.v. r] wn j s"! 4i« tq I « iL5> 

M^tarlal prqiegiidp ppr dere^hi^ autpr 
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a|f(vVtiiK>dc difeiT-iTdis fiiutai rwi = irfJO y 4 = Q.05, ctwi ft - frfm yccn k ^ 
"ij ~ ^^^1^ ™^ J = ^ " - I. 

#fT. = SCO 2irx. 0 ^x ^ I. 
mt iiti; i) = SCO Ziri^ cos 2 jt j + s£(i 2 iri). ^ i - 0.1 



(l<f. 



3lw 

Lsando d Algoffiftioa 12,4 cdd In ^ 0, ] y 1 • Oil . 
1^ Ed un mbg dc ^r^io^. li prtsj6a dd ALnc p(Jt, j) u fi£t Lb sciu^^ ^ ^mdlii 

JtK*4e f li kngrtnd dd Bubo ycc^ lini ixn&iube fa&kjL 5i d labn cncuolfi ttHcito, lai 

C3HldkicW3 dc ffODICfi flrlMin dulu pur 

SupOfif^ i^Mtf-c * f, iT = ] X qw las couticLants inkidcs soq 















Male 

1 


rial protfigidopor't 





1^ -/-^ It- o<x<to<:n 



...... .■- --1^ 




f3ri|i(uldiiediie ieiiik^p«nitflllnnweatBfedJhvficlytL.]^ ^cve|Miii^n»l- 

mar ins sdueioiKk de Ian ecuacicmes d]lidmQ|fiiplj^fijf^^ 
cfrapCwdc )b iHHUid^Lkds ^plj^jhdu. 

[icD CATC lipo dr condJciDDrs qur Lrtriuyen deriv4MlB!i y rtbnuni!; de furtiiH LJtv|;(ilnt. RifsuJ^ 
n diiiKU mancjflr ealm clabe de coDdLciuHe* dC £rtia|erit IcM U^lud^ dc (lilj$IH^il^ 
tttta^ (Mq que f^ad^ CondiCfdn que ««Mlai^ pA dfirivi^ ddK ^^Hmii^^ 
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12.4 Una introducddn al metodo de elementos finitos 
" '^""^IpodokSn considera^nos la ec»aci6n difercncial parcial 



En nuestra ex[ 



(12,26) 



(12.27) 



con {X >) e 2> donde 2) es una regi6n plana con fironteras ^ 
L^s condiciones de f roatera de la forma 

u{x,y) = gihy) 

se taponen e„ pa«c <v, de f«.n.era. E„ el r.s» la frontera. ^„ se rcuie« ,ae 

la soluci6n u{x, y) satisfaga 

P(x. y) ^) cos «, + «fe y) ^) + y^'<'^ = „2.M) 

donde e, y los togulos de direcci6n de la normal hacia afuera respecto a la fronte- 
ra en el punlo (X, y). (V«ase la Fig. 12.11-) 




U,. problems nsico. de 1. .ec...c. de s6.ido. , 

r.)'^r;;>TKr;. < o';?,(r;> 0. E„.onee,;u„a .luc^n de la ecnacian 

(12.26) minimiza en forma unica el funcional 



m 



; sobre lodas las fuiKJonei u'que satisr^n la ccu^iddi { 12.27) eo ^ p que }sm conEinuain^- 
. b! difeftJiciaUc^ dos Vrces^. El irt^todQ di: Ins cirirncficas f]jiiEQi apnjxiina r^la sf^luci^^n al 
n!t]u«:ir a! nlinjji^ c-l furicinnil / cA una ^i\iSAz mAs [Kqusna dc funcii^nc^ eama Ic^ hizo 
m^^odo Rayldgh-RiU w d problem* con ^itor dc fronKf s cnniider^LT en swcWii 
II J. 

E] primer piso niLsiaie en divjdir ]a rega^Ei en una ciLniid^ finHA cte jaeccioACd^ o ele- 
Flgura 12*12 j 




El cofijunto de functones ui^ada^ pru^ lit ipncN:[iiTmi<^ii ^cncrHilmcntc un ciTnjynCo^ 
potLnDmjus secch^naoki!^ de j^iT^^ (jjc^ en j y ^ y; Uk apn>xiihL^l6fl r^ukfe que Jci& podJi- 
D^nniijs uran sei-^iunudiH cuvijuttliiitKiiK, «i lonm tat que la Tyncj^n KSuLtante fij;^ coditmut 
con primcE'-B c licgunda deriv-iMla bic^bie o CMtinuu ed Id rc£i6n enicm. L^s pulinumioi; 
dc lipo lineal cn ;v ^ cn y 

¥C Mtili/an cufnynrncnLr cua c-LcilicnIuK Lriit^ulufciK fulcnuii^ que Ilk pttliilLMIlitKb de lipo bi- 
Imeal en jr y cn jf. 

rofi rtemcnios rcctangulaiics. 
Para cfcctcn dc n'^cHim an^li^iH. supuiHlnnncic!^ que la iie|i^ii $e stubdE^idid tn c1j&- 
meihtM lifjiMgyL^^- EJ cf^njunlci de trJ jnguCm bc cficrnolA can D. y n susi veitkra ]c& da 
«] njQJtibK de sodoA. El m£lodo busca una apno^cimacL^ de It forma 

j-j 
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^lisfafa en d-^^^ y las cans4^te^ restanlu Yv y±« - - - ^ emplcan paja mioimizar el 
De icyefdo €on la ecuaci^ (12.29), el fuDcianal liene li forma 

- ^^y^^ yM'^^ rj]"} +JiJf >3 i Ti*rti=' »] *6 <i< 

P-ira que DCUrn Ult manimd^ cOfi^Hlf randa / conu^ Fmici^fii d£ y^ ^ . . . , FtcccunD 



= Oh pan uula jf = 1* 2i,-«, Ji. 



A] dcm^ (I230>H obterwmos 




Material protegWD por d ■ cjs 



pm tadm.) — 1, 2,.., n. E£lecoqj,uala de.«cuacLout!& pueJe tseribirae tixmo un usiema li- 

elH(.'i^n fiincioncs Kiv fFnpofTBnlE^ ptrquc una rl«:ci6n adecuada a mc- 
DUila hiue idelinida pcKLtLvu y' de boiidB gi ijt QUUriz l^a el pnihleina de Kj^Hiido adcp 

.4ciii)filfe«y*^ ti^i^il^^byt!^ ^ v^inkff Vy jvociviim vr |iqliinmiiq ' 



1 




1 










J 












1 










St. 







■■ •■-■^■^ - : ■ ■ 

■l^imf^u^^i'.'f^ etlquelasi de ]os o^nli^s ijiue m: enwriliw m en fonn de den 
nclia a iiHjtuerda, nrriha ^bajo. Con cftdia nodo F^. gucodQiiiKK un^ funciAn ^ que c!i li- 
neal «ii ca4a tnddgulo. que ticnecL valor I cn£||« ^- qfx^ en d de lost nodoii 0. £mi 

•IS**??.. 

Materiai pr<3teg]i^o iSpr*^^ aiJt)r 
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Hi Ml (0, 0) como en (-1, 2) saiisfacc 

flO> + £»f"(l) + f.f I, 



Figura 12.13 



3:i 




Portanto.aj'>-0,i'<"-=!.*:{"*T.y 



De igual forma, la fun.Wii lineal iV^^K^, y) que asume el valor 1 cn (1. 1) y 0 tanto en 
(0, 0) como en ( 1 . 0) satisface 



^(2) + {>{2)(1) + tf )(0) ^ 0, 
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CAPItULO 12 ■ Sotudom wmrfr^opj pern h% wuflcrfffltj difmit^iDt^ pEurs'uff j 



FIgura 11.14 



.asf que - 0, ^ 0 y ?^[^^ - I . En consccuencU, fjc, y) ■ y. Ntfsese <iiie en h 

Cun^bdeRmoif la Fig, I2.H que puric supi:riar L£4|uicntu b Trgiiin que ^ 
itiue^^lni «i ]j. Fi|. 12.12. GcnrrLLrcnwit Im clrrrienrai tie la inaCrLz. A epic c!EKrTCK[Kindan b 
1^1 ncnius t|uc sc TnyoLrul cs^a A&uriL 




y^^jf^'^ptincaf U i^Kplic^iL^iiS^i, siUpdAdri?mDS nut no una di± 1^ nodu.H dc: 1^ f«- 
lacLdn irnlrc Ids n^us y Im '^'fatiiics dc Il» Lri^gukd pATu ^Ld pun^i^El e» 



PIT "a7 + *V5^ 



+ 
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Pe «uu|i» jMAKikU, en 

■f- 



r 

For mto^ 

lfUH|4ih» 4U»imuJirluk «a d deuuntu tturoclu A, De ifjat (funt^ lu iMcff*' 
M cikuUq en Im IniujjLLild f b^u ic jLumulan en cl rlnneiilu ciJntiJu ^O^-mcfiM-lL 

0»(k wjiifip QHfci^; Eiiio jltprittw liijfMmcohi w4|H0t lod^ 

Materlarprolegkio por derciGl^ 



CAPfTULO 12 • Soiudones numiricas para las ecuadones difsrenddes pordales 



ALCORITMO 

12.5 



triz j4 y del vector b y, una vez efectuadas todas las integraciones enlos tri^ngulos, agrc- 
ga esos vaiores a los elementos correspondientes de A y b. 

M^fodo del elemento flnfto 

Para aproxima]' la soluci6n de la ecuacidn diferencial parcial 
sujeta a las condiciones de frontera 




y) cosSj + y>g^(^. y) coseij + y) = g^(x, y), 

y) e 

donde U es la froTHera de /> y 9, y ^2 son los ingulos de direcci6n de la normal a la 
frontera: 

Paso 0 Divida la regidn D en triingulos 7^ . . , , 7]^^ tales que: 

T] sean los triingulos sin aristas en A^j y A/^; 

(A^(?to; K = 0 implica que ningun tridngulo es interior a D.) 
^i+p * . . 1 sean los tri^gulos con, al menos, una arista en A^jl 
] I * . . , sean los tridngulos restantes. 
(Nota: M = N implica que todos los tridngulos lienen aristas en A^2') 
Etiquete los tres vertices de! tridngulo J^- como 

i^\yfj.{x^Kyf}y{x^\y^^^ 

Marque los nodes (vertices) E^, . . . , donde 

£p , , . , estdn en £) U X ^a+p ■ ■ ■ ' ^^^^ ®^ ^^i- 
(iVara; = tti implica que contiene nodes,) 

ENTRADA enteros JST, A^, m; vertices (jt yf), [xf, yf\ (xf, yf) para cada f = 1 , , . . , 
A/; nodos£y paracada; = 1 m. 

(Nota: Lo iknico que se necesita es un media para establecer la correspondencia entre un 
Venice {j^^, yf) y un node Ej = (Xj, yp,) 

SALIDA constantes . . . , y^; af, bfi), cfi) para cada ; = 1, 2, 3 e / = 1, . . , , M 
PQSO 1 Para l~n + i tome ^ g(x^, y^). (Nota: = (x^, y^,) 

PQSO 2 Parai = 1 n 

tome = 0; 

para y = 1, , . . , n, tome a^^ = 0. 



1^ 



Una mliwiacddi? cJ miUido de elB/ttt!ttf?i /ifiibn 
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Paso 3 Pmr^ii - I M 

lame « 4t\ 



1 4' 



'l A ^ A ' "^l A. 



'I 



Faso < Pjra j = 1, Af Ini^^mlfs m ios paM^s 4 y 5 s€ piA€xi£fr eiYafrar »tff/F-" 

paray = 1.2.3 

lome " ^ C (. J J'l + ^'''■r (. / ^Kjt. j^) (iT dy 

Fasa 5 Para i = K +■ L . . . , ff {Calntff Wiins fas inie^ratcs iinealcs.) 
p^iAj ^ ]^ 2, 3 

pan A ■ lr...,j 

Paid 6 fwii^i M.Tiagalos paMnT-12. Uffcorport his {tttegmUi en vnda 

Pbk 7 Piou k= ]^2,^ hag^ Iuh pQ.ws 
i^jsp 9 Fncucntnc f lal que - (jfi'*, 

^fcr 9 Si > L. ulLuiKm pEira / = I 1 ha^ p»&<t^ \G,M. 

Peso 10 Encucntra iT La] f|ue = j^"), 

y aEGtitil proiegldD pDr dBrehChos di5 aubr 



.si r ^ -enionces lome a 



si Mp tome fi^ - y^j^J 



ftjM J J Pa« i = *C + I, , „ , ^' haga los paw* 14-19. tJmi^tf/pffnf Au.t jn^ej?ra/£jrdf 

J4 k = I, 2, :^h^]u5 pawK 15-19. 

ft™ 15 Encu^ntre f 1^1 qui! ^ « (^^^ j^). 

f MCI J 7 Encucntre / Ul que - (jj^, )jf*J. . 
iPiMO Iff Si f =S ji, ccllontcv 



si nOy iflme ^ - JjJJ" 



El no 



M J S FT, cn.tciftt« tome = /SFj. - y^^^' 



ft " " 'I^' 

Ptafff^J SALIDAiys y„). 

EJEMFLO 2 En un^ r^gJ^P l:»id]incn^iniuJ D 1a l^mpcratura aalj^facM: b ecuackin dc: Laplace 
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FIgutia 12.15 



Vim 





i:a«,o.ij 



ConsidcR la regidii fl 4c la Fig. l2A5y siipoi^a que dan las ^E:uieiiite!; oondicio- 



an 



y> = y 



para U.yi ^ L,y ix, )f} e 



tJoEidc dK/dn dcjiQl^jt 3a dcrivnda dircccionil «n k dlrccciAni ]4 nomuJ a la rronlera li 
regkCfi /) «l punto ^ >). 

cl paan 0<k] sigwitmci. En c^if cjcmplQ. ^ j = U > a , = U /.^ U UL^V Ly 
Uis iMTtaB a eliquttAS de Ids txiMguto^ ^ mue!$ird/i en Fh^ . 12.16. 

Lft [^DOHlici^n dc fiuAlm iiCr, = 4 en £^ y Liri|:ihr:in tfiif = 4 t:uando J = 6^ 

7^ 1 1 _ Si qucrtiiiQS ddcfmmar \os VBkxu^ 6c parz I = 1,2, 5, apEicMBoa Jos pa- 

los icsyy:iiei del atgwimq y ^cfwungi k 



ft 



A = 



2.5 


a 


-1 


D 


0 


D 


1-5 


-1 


-0-5 


n 


1 


-1 


4 


P 


0 


0 




0 


2J 


-OJ 


0 


0 


0 


-OJ 


1 
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autor 




BjGOOO 



LAioiucj(in da la buwAb Ac = b 



1 '''' 
























■ 





que di U tiguiciM f^K^aam^ « tit wJvddp^e l«c.Hin|ckNi dfs.lJplK^:^ liif eo^duw' 

M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



T(fl ! #fp J^l - *.04Mt 10^^ + 4t3 - it - 3;|(> + 4< - 1 + St - 5^^ 

U Mluci^n it^J^jiii^f^^iiMi con v«]arai'||ipiivnL» ^) *i -l- 4. Ed En Labia i2J 
dell Mdl^^ieBtfr pl|piu it^^^Mth^ el VMbx. ^ifiDCn A6o ^sa^fntodi'i w 1,^ . < *t 5» 















AM 










0.00 SR 


0:1: ai 




4jO^ 












m m 




m 





con CMticlenEeiK fun^i^ttci friiowi de O^.h^h ^luibdir A t^] diditieiio tnlxifiKN dc Ior 

CD kn tilefflfnJoi ncti^pliiH deq ks^^ de <3K(Af^. drado A ei 1i kn^lud de 
fool m^K^i^fcui ^Ic cwR ekfunlUtti FodcmoA utf otfu cla^ dt^ fuifu:io^ ba-^c (sum olslxiKr 

resultadoj^ \k f.X^\\ pcm ftinsinicci6n miACcmplpJa. Eadirtcll fwrntlitry tplkaf lot 

lipi^Dudfifi derpesffe dt lu pfupEedji4e# d« ^bnlifliiMAd da la sclackhi y dp li i^^ulnlr' 
jdad dc ti fionlcr-a. 

.^ieiinletop UQ trabafo dii [Fl]. ^iL e^] loottrtte^ 



CX)KJUItI^^^ ElESCICIOS 1Z4 



^piireidfipAiM^ .^ ---V . . .... •.■^•..v . . 

^mW:^^ ft«ii:&as. iif|^>^" UJ^ytflv- 

Material prote^da por derechos de autor 




Sen if - iknc luH vdrtkcs iOt OJ), iO^OJ5jti{.(X i)iy /, ticm km vfenkcitQ^ 
«a J« vAiiisia. menora ytukti alhum (a 11^ Ori (OJ ^25}. (0.2S. a L23^ y 




M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 



lZ-5 Ate™ de mif^xf^ y stJ^wofB 



741 



Li. u^Jocidci red! dc crIc prmblcina c% 

5ir Sir 
Mil. y} = ms -^xcos -^y- 

En una p3aca dc pliU en rwm* i*c trsiicdfl^ <intii5c h fif lira anemia) ^nc cj3ar cn 
todos puniQ^ con una rafddez deq ^ 1 .5 c^ctq^-s. Li [i^mper^iira ca ei^i^^u r^- 

3^11 ifiu —g 




lacDCKjiciDn dc fhxilm Jii/Sin = 4. y que m W picrdc trior CCl t^; KdMlf^Stf/Ar = 0. Ust 
cj ilgqritnio 12:5 jwi jfPFCvitirmf la ^empmfura d« la pl^ica en (1^ 0), (4^ 0) y V3yt2>. 



1 2^ ReseHa de mftodos y de software 

En cUf c^'lutocxpUf^jnDS Ins irtclirhdnR ron qgc apfx^^inmi las SOluci^ncs >dc las «cua- 
cicNics difcfcuciilei pajTzialc:^. IJji^iiarm^ nut$in atfffKicifi ^ la WtUCiAn iks Pk^isiMjn txmu 
^jcmplc^ <d£ una ^uacidn [tiff nmcial psircia] dfpcica. a h c^arj^ dc vMxw ^ difu^idTl 
corao cjcmplo dc uois ecuacidn difcpcncial parcial parab^hca. y a la ecuaciiSii ^ iirtda m- 
lUD cjcmpSo de ud4 ecuaciAn parcial hipefMlica. En ££tjO& tn^ cjieinpk?s tjipusimc^ Ieh 
aproumadofMS 4e McKD^ias Hdiiait. 

La ccuacidn dc Pioisson cn un rct^i^nguto ncqLiicre li rcs«luci6t] dc un sdstcnu ILneal 
grwdc y dispmo para e] cual n^co^nd^os usar Iok mfiodos i[fra!li%m. aymi tl SOR. 
Dc^iCrifadiauis cuaTio mfLodosdc difcrcnd^ finite para Ea ccuarion dc caJw, Lw m^lcidns 
dc difcrcDcias prD^mK-ai; y dc RLchard^on prc^jitarnn prcyi>!|cm!t^ Cl^lalrNllddd, df allf 
que tiayunos aplicaiki Umbifn Ids mHodc;; dc^ dlfi^^ncai^^ f¥giil^iv^^ y d^ Criink^XktJ^ 
sofi. Aunque el sistema lineal uidiagoA^ JKol\y!i^ £n cada pa^^ de itemfMj con 
u6ciLLCai inlplid[a^^ f^U^ booi ma^ cs^lablcs qu^ bs, m^lCxlc?! CTtp^iciloii dc difcrcn^ias pn> 
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CAPfTULO 12 • Soludones numiricas para ias ecuadones diferenddes pardotes 



gresivas y de Richardson. El m^todo de difetencias finitas para la ecuacidn de onda es cx- 
plfcito y tambi^n puede presentar proWemas de estabiJidad para ciertas selecciones de ^ 
cretizaciones en el tiempo y el espacio. 

En la Oltima seccidn del capftulo oftecimos una introducci6n al m^todo del elemeiM 
fmito para una ecuacidn diferencial parcial elfptica autoadjunta en un dominio poligottaL 
Aunque nuestros mdtodos dan resultados satisfactorios en los problemas y ejemplos que 
se tratan en este libro, en las aplicaciones coraerciales se requieren generalizaciones y mo- 
dificaciones mds poderosas de ellos. 

Consideramos dos subnitinas de la biblioteca IMSL. La subrutina MOLCH slrve pa- 
ra nesolver la ecuacidn diferencial parcial con las condiciones de frontera 

Bt -^r'''«'abr-ai^^> 

con condiciones fi'ontera 

a{x, t)u(x, t) + J3(x, t)-^x, t) - yix, t). 

El rn^todo se basa en la colocacidn de los puntos gaussianos en el eje x de cada vakir 
de f, y utiliza como funciones base a los trazadores de Hermite, 

La submtina FPS2H se usa para resolver la ecuacidn de Poisson en un rectSngulo B 
mdtodo de resoJuci6n tiene como fundamento una eleccidn de diferencias finitas de segua- 
do o cuarto orden en una red uniforme. 

La biblioteca NAG tiene varias subnitinas para las ecuaciones diferenciales parciales. 
La subrutina D03EAF se usa para la ecuacidn de Laplace en un dominio arbitrario del pbr 
no Ay. U subrutina D03PAF sirve para resolver una sola ecuacidn diferencial parcial tOr 
rabdhca mediante el m^todo de Ifneas. 

Hay programas especializados, como NASTRAN, que contienen cddigos para el 
todo de elementos finitos. y que se utllizan comunmente en aplicaciones de ineenieria. B 
paquete FISHPACK en la biblioteca Netlib sirve para resolver ecuaciones diferendafc* 
parciaies elfpticas separables. Resulta dificil escribir cddigos generales para las ecuacio^ 
nes diferenciales parciales, por el problema que implica especificar los dominios que i» 
son figuras geom^tncas comunes. Hoy en dfa se realiza mucha investigacidn en el ^ 
la resoiucibn de las ecuaciones diferenciales parciales. 

Hemos descrito unicamente una 'pequefia muestra de los muchos mdtodos con que se 
aproximan las soluciones a los problemas que incljyen ecuaciones diferenciales parciaki. 
Informacidn mds completa sobre el tema general se da en Lapidus y Pinder [LP], en TWi- 
zell [TwJ, y en el Lbro reciente de Morton y Mayers [MM], En Rice y Boisvert [RBJ y e» 
Bank [Ban] se encuentra informacidn sobre los programas de cdmputo. 
: ^ ^'^^^^ dedicados al estudio de los m^todos de diferencias finitas citamos In \ 

Stnkwerda fStrik], Thomas [ThJ y Shashkov y Steinbeig [ShS]. Strange y Fix [SF] j 
.t. ; ; Zienkiewicz y Morgan [ZMJ son buenas fuentes de informacidn sobre el m^todo de cIch { 

mentos finitos. Las ecuaciones dependientes del tiempo se estudian en Schiesser fSchil y | 
L ..til en Gustafsson. Kreiss y Oliger [GKO]; Birkhoff y Lynch [BL] y Roache (Rol explican h ' 

-J?''? * solucidn a los problemas elfpticos. 

i'^:^ ti . u j .f.rf, Los m^todos multirredes utilizan las aproximaciones de red y los metodos iteratiw 

4Ai,;k,ict. > para ofrecer aproximaciones en redes mis finas. Entre las obras cn que se expUcan esai 
V jtA- i V >, t^cnicas figuran las de Briggs [Brigg], Mc Cormick [Mc] y Bramble [Braml 



t.',.,f>Jl-.[- -..j vai 31.;. I, 



Bibliografia 



Ait>w, E. It. y F. SKidtirnvsH-ky, Th,- theory W <VV*lb»dw J^^ fiiM, S«Qt 

t^x;] AvcIhhvi, 0., lUrafJ^ Ax^iwiin wifiMt, C«nibrl4ee UniiwHt]^ Ptcui. Nucwa Yofrk. IV44^ 6.^ pp, 

114$] u.iiejv N. T. J.. 7^. k«ifA«iiMii^^^ 1^ H»niK mjiy m^m 

Piai, NiHVb Vurks I T L p|>- Hfii'i i- B 2? d7jL &mO 

(Bind B«nk, JL a. flTMQ, n tn/^unnr /mclaftefiit xiAiSnji MfUbr f^sful J(jfkiK»M.i^iamt ifim'Gk^ 
7.fl, SdASrf IhiliainiloHK PliUiufcrlphlii, PA, 1*4, 1 2? pp. QA3^7.R2h 7*2 

' aaiiU^ H Oh ifkmtiitt rml mttiiasu, i t^gafiiit rdicJdti II Jobn WJIciy ti Soul, Kiiwa York, iiti 

yaleri^l protegto por derechos cte autor 



• J" ■ 

13 1 1 H.'M!^ Q A I J47^ 
IHne] «lmt, (U ^t(tiiriiA»iiJt»f mviliH^'hHi P^tic^Hall, fifiglBWiooi CMi, ^y. IPTS; IW 

(Brtf g1 Bnp$i. W^t^jt Mgwptf ridbfM Sf AHnHctftnta^FHttati^A^ «>l w QAITT.VTS 7*i 

1053;) Bglw^ a. J J- ^Wft l!ihUi^i 1 m ih^^ t m ijtt4 ^itnfoh^ ^ ntnumttti k fiwttateiMM 6d H ^ aW jW . 

IBv-'B^ hunch, J. H. y b. J, ItOM J^nr ineMWf c«4i^tudrjrjAi {I^Mcdifl^ iif K MtutettUMC Jitld Hi At^furtfw 
NBtiMial LaborBiafA |C[!f|BUbie.#ll-,'.)tf5k KlDd«j •: 191^ .tl)^;^^' 

IPn^: Itinilo^i. R. T.^ T. n V-Jims y A. r. It«yi«t)lil^. f il l il iT] j ^1 rtiiliniM- l l ln|i(tlOr 1 1 ^^ Wm'-* 

Materiai pr<3teg]i^o iSpr*^^ aiJEtr 



flEUEpgivfti 745 

PllLJlldel|HlkR^.^«^k^^Jp^(^A^s^T,C'H? -w 

]0EXIK3>) CHiii'. K. W., K. D. (Joililci;, W. M. dciilkniLT, U. Ij. CiTAbfU ^he il^unn i>{ Mapif. A yivnjmct, faflMt, 
iimiikmt^al cammifr algfibn tvsuin. Computer Al^ebti Lxciun N(il« In CDmpuler ^Lcm N«. iti 

^i^tilidtK;''^^ W/ClBitiiMi'f A, W. Robeni, Oftitmm chMtpf^t M f nv^.^pw tfframilar matmaiit 
n dhx-ifif •!^Amens ^uMr^i mftS\r>d, TrdiiiyMlt^lto'AStkQf J^itDMdl otlbnjbNMIiiif J^Ja^^ 

QA23I.C47 .T'*^) 

Niiniertv:ltc HuiiiciiLiSii 3 il^HslfK ]9f7-Z05,yA2H.N<J •' ■ " ■ . 

»W pp. QA^tC»35 4i ■ ■■■■■■ ■ 

ICT] Cofricy, J. W, y Jr W. TuLc); rt^r d^fofi'ibtt Jur !kt nvc^lnf (Mtndiadai t«Kpia ftmritr win, 

Dennis. J. E.. Jr. y J. J. Murt, C »a M»ww^HWi^ 1 
IPtp^ Pt#ri^ J, E,, ;t. r R, & StvhfuibcL MitNfW^r Rurh^ 

iDLj Dicidu. P., Cun^ dhi Jui^ ^InlJi^ htuA Oxfoid UniM^niiy .^^^ V^. 1 Wi. Jlijl 



746 BibLlagrAtli 



baixarri. J. y W. W^lfci^r, .^i^.iwv^ (if^rir.-r fi»- ii^fif afufbra I ililjiijy ViLii;^^^ 

nuca RmMb. FL. 1*96. 3M pi». QAITlfiftl J^.f ■ 
.P3(D(K| Dnnu Q. L y A. B. Buidlek. Om tiu KambmUlitnuS ttntt tMrr at ntmpimenSUficn irhinbiuh/^ ijt H^jj^ 

1^ ^^^.^ i'f^fiffi 4MhOw4fi|V ^ ^'^^^f^ .-^^ 1^.1 Vf!' 

■ OlW*WV*«Sft^*l#%^***3P^ . ......... 

4^ ^OvAKnir aifeii«i« ^miim^Milii. Juki WtM» ^ S«K m 19^ 

■ ni|i(icwmdeimCi^pi^i.'^iT-CAiB4i.o^ 

^QdI GoMbcn, p., IVbN nv-r^^ tficjiJuf jJiomU knew uiMnuJliniuiHifmfit ^ttimfiir-, ACH CVwnpdLn^ SuntqV 

' t0ti>^rm^^ ■■■■ " '-•■■■■■^ 

'WWl MP & ' Mm-mwt iiliiil'-iB ■■■ >-i ■ ■ - M^iMMjM^' iM^^iM^-^lMI1MM iimi I— p VfAl^ feHiMhddl-'dA£ 



BibHogr^flji 



747 



[Hat] t!ji±£wsch. W.. JJrwitdnw ^oiuJfjm ^im^ ^par:^ tj:^[tm^ fl^f^iiflSimy; SfnUfPr-^fertp^ ^"4Kn>J Yprk4 199-1. 
[Hn Hjig HTUiL L. A. ^ D. M. YoiHig. App}rtd kfrjMAkt itkT*AJf_ A4:«5en^ Pr«s_ S!i*f m Ywt. 1961 . pp. 

|H)4WT) llaii:^. 5-. F, N^^wfl y C Wuiner. SfJiiJTjg pffJlyicinif rfiPfinriTjiflf ^^^f icmj. ll^. J; ^I'lJHtFf iff ^^sriT-ifTJ 

aSgthmic piMmi 4^ufkia edsckin K^iikBdaL Spcia£^. Btdirt b L4 QA3T5.H1 h J4j 

[He E I BoMlCl, P., DiitJ^ftt lunoMr me-^htsli m ty/^msTj drffrTmliai ^j^uafionz, Jobn WlIcii' £ 5pfK. K'uciii YptL 
lfle:j] Ifenifi. P.. ^jfiriPf 4>f jtwhm^^ OJfiffJ^fi/jH loftia Wiky A Sms, Nuftj \Mt, 1964, T5l ^ip. 

Nui^ fiumu o(f 5Cmidan±£ 4W i ] 9!i2j. 4W436, Q 1 KU 4^ 

669 ns. QA2^ilSi I2Z 12^, 12^ 

[HM] HilL F. Jr^ Coapsacr gmpkk^ M3irz^ ^^pe■/\GL iifsun^ b^k^). Pmitirf llJill. F,£i^|<-n'4>iJ Cli^ffk N J. 
M01,922pp-Tlii-lli** 

[HfliJ youhrfioldeT. X. S.. TV munrriral (nmnmfiqf ^if fl fPTfi ifci^fwfl^ f^PMH-W. MdjfKW -HtlL Niarva Yfflt 

imti6p|kQAJiaJf6a 

pf^ QA2^.Ui Vfl. iSU_ J2ai JJI. 4^ JfiLf. 5l5J. fiSi 670. 7 J J. 7Jj!. 72 J 

Jwinul on NunKcr-il Aju3>^& X No. 4 ( I970J- 545-556. gA29T_A] S5 JEW 

(Jdh] fodogoiL IL L.^ j^'Wtwrifur M^flhiJj-: if a^i^kim ufrfffBth. John, l^^k)- A SoAi, Nl^^ Vui^ 3^lf2^ 
0A3^J64 Jjff 

4J5-W0,QAI.S2 /7ff 

[Ken«,IIJ Kdle-. H. B.. iVif^ilh^ -ir^vfy Jbr T^-^^n &mmd^>-iu/ijr ^mrnliAoTif. BUotkU. WalUunu MA. 1 96^ 
tS4 P3, QAJIZMJ fi^. rt*^ 6*5^. 6W? 

IKdbrJJ Kdkr. J. B.. P^pHuIh^ esT e i^wwl i# r&c^\t^iba!K SUM Rf^icv 26. Ndl 2 26?-^ 
QAI.S2 

IKlfelky] Ktlky. C. li^/anw meihodifiyr Imearand wemOinTr t^qualifm, SI AM PtiMicHimu, Philadrlphii, PA^ 
l^]ff^QA^.^M3 J??.^32 

OhfMti Uni vwic)- PKS.iH Y^ 1»4. pfx. TA345.K65 J 46 




1 



Bibliograffa 

lUm] Lamtert, I D The mitial value pmblem for ordifunydiffer^nHalequaHo^^ The state of art in numeric^ 
analysis (D. Jacobs, ed.), Academic Pness, Nueva Ywt, 1977. 451^501 pp. QA297.C646 340 

^^^^ ic* ^' ^^'^'''^ "^^"^ ^J-'^^/ii.f m ,ci.nce and engine^ru,^ \ 

John WiJey & Sons, Nueva Yoft, 1982, 677 pp. Ql 72,L36 742 

lUr} Larson H. J fntrvduction to probahiUty theory and smhtical i^ennce (tei^'cficidn). John Wiley * 
Som, Nueva York. 1982, 637 pp. QA273.L352 4m 

^" i''^'^'^'^ maihematics and applied modem algeb^, PWS-Kent Publishing. Boston, MA. 
1984, 583 pp. QA16I.L38 546 

[LH] Lawson, C. L. y Hanson, R. J., Solving least squares probkms. SIAM Publications. Philadelphia PA, 
1995, 337 pp. QA275.L38 549 

ILRJ Lucas, T. R. y G. W. Reddien. Jr.. Some collocation methods for nmlinear boundary value problems, 
SIAM Joumal on Numerical Analysis 9, No. 2 (1 972), 341 -356. QA297.A 1 S2 687 

[LuJ Luenbeiger, David G., Unet^ and nonlinear programming (segunda edici6n>. Addison- Wesley. Readine. 
MA. 1984. 245 pp. T57.7L8 471 ^ 

[Ma] Mano, M. M., Computer system architecture. Prentice-Hall, Enstewood Cliffs, NJ, 1982 531 on 
QA76.9A73M36 22 ' 

[McJ McCormiclc, S. R. Muhigrid methods, SIAM Publications, Philadelphia, PA 1987 282 pp 
OA374.M84 742 

[MiJ Mitchell, A. R., Computation methods in partial differential equations, John Wifcy & Sons, Nueva York, 
J969, 255 pp. QA374.M68 724 

[Mo] Mokr, C. B., Demonstration of a matrix {abomtory. Uctm mtSS in Maihcmks (I P. Hcnnmt, C(J.), 
Springer- Verlag, Btilin, 1982, 84-98 45 

[Mq Mord h I. y M. Y Cosnard. Numerical solution of nonlinear equations, ACM Transactions on 
Mathematical Softwares, No. 1 (1979), 64-85, QA76.6.A8 626 

[MM] Morton, K. W. y D. F. Mayers. Numerical solution of partial differential equations: an introduction, 
Cambndge University Press, Nueva York. 1994, 227 pp. QA377.M69 742 

iMu] MUller, D. E., A method for solving algebraic equations using an automatic computer, Mathematical 
* ' " . '»™es and Other Aids to Computation 10 { 1956); 208-2 15, QA47.M29 95 

[ND] Noble. B. y J. W. Daniel. Applied linear algebra (tercera edicion), Prentice^Hall, Englewood Cliffs NJ 
1988,521 pp. QA184.N6 i70. 554, 55/ 

,,v^I .- H D- ^ ^" ^ ' paraUel and vector solution of linear systems. Plenum Press, Nueva York 

■ 1988, 305 pp. QA218.078 45 ' ' 

-^iti iStt*^^! t Ortega, J. M., Numerical analysis; a second course. Academic Press. Nueva York, 1972, 201 pp. 
* '• QA297.078 424,434,445,449,461,557,601,604 

Xi&^^A^' ^^^^ Ortega, J. y W, G. Poole, Jr., An introduction to numerical methods for differential equations, Ktman 
PubJishing, Marshfield, MA, 1981, 329 pp. 0A371,O65 34d , 

lORl Ortega, J, M. y W. C. Rheinboldt, Iterative solution of nonlinear equations in several variables. Academic 
Press, Koev^ 1970, 572 pp. QA297,8,077 601, 634, 636. 644 



12, No, im IIMk M7-IL^ l^i J4< |M 
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Slip*. V J l"). J h>fitC^ tiTttrmiMtii itVft^M- <^ f WtA-NUfJfd frtaVrr ^ %irM,t wuicr >ifu- {> -.-.inai irw^ 

trill liw. I ibjiji^^yiilhi^ 
' j^iwtyi^ iW***!** jt.tifflk Hit mi, ui'if}* 

ISctwIl $rt»A^M.liH Vn^iM«MlW:*-llAM^j^^ tit, 

■■■■ -oaHuM lisif- ■■ 



SmtltL G. D.. Nuintficul i^Kiivtt {^j^i^jtil^ 

iStiTEtnKin, Danny V., fbraitti numfric^if iilgiinihmji (Dflvjd E. KfffnL AbllKd SamcK J V,' 

eds.>,Klu»crAadsn)kPtaUidiBnD(nli^ 5v9 

LgLewJJ S^vl, Ol W., h^ndkitiiNi w niarrix ctrmptOaAmi, AcadBiDic Ptfu, f:(mvm Yak. ItSli, 441 fp, 
L5F] Smnj. W. & r C. I. Fix. iUt evhiiUftfii cj^ dttJinSrie ^otMU muhinL, T^nMi\«M^ its^mmA Cutlt^ N^h 



FSuf I Sfeik*'*!^ /. c;, ^Mfr4{$M«>«e^i#w pv^ fitfhirt^ ffi^ij^, w^n^ ftMMhbt. 

qA373JlW,. • - • • ■• ^ ^ 

WKrtSi««s.Fjig|»iKl. I W, JT* pptQAJT?.™ 7^1 

l^Kl Vkyp, B, S,, MBtrti mfutinf aaaiytii ^HVuuOiL *l^cltl||}L S^ttoifar, Moew ViJfIs, SOW, JfS pp- 
Wtn^nrff, rVornlrcar ^trmcr^oJ fvmfyru, Aeadenk Pieii, NaevA VwJt. 139 JA^ 

■ ■■ • vif^^^m m ' " .... 

^Fl W^Vertl^. YOid^ 1^ li QA25LW» ^ m 

iS!f.tJ^JlJ*t]M 5*i 



(its Tfti«ni£. P. M.. ffi-nfirJic 



yaleri^l proteigiido por derechos de autor 



Respuestas a ejercicios 
seleccionados 



L r^fj chdi pLLTL^./E CT^p ^] jjutrvaln^ da<l». Pp^eo que f(ii) y/f^) Ekrtcfi si^w c«i4imo, cl tcor^^ df| 

2, Fura coda pin? h / ^ Qai^ h]^ f exinb? cs (a, b} y ji^} — fit) = 0. SegtSo cl <lmmna dc EjcIJCi cjcisUe un DLSmcm c cn 
1^) i:Qn/4>.'| = 0. Pafa «l JudscL IdJ pt:xk-riM»v u^af j^r. A| ^ | - Q] o fid, ^1 " 10, 2]. 
Pjira± < 0. A^J" < *< Ofii<:i™L!ii::rtii du qu( i < - ^ ft, Pe itii^Jo pmcWci, p*m ^ > > 2x + fc > 0. i Wrl- 

dkidq da 4fiMG ^JL CaEifcmne a] Eourcnu 1,13. eiiiitii lui ndciMro e MHiJ^ell ■= 0. Sii^t) = 0 y/(^'"^ * 0 para iH- 
pan; EmJi ^ 

fy.T) = 1 + 3<j - 1) -h i(j - 1]? 

». f.ifl.5)^IJ y 1/W5i.5>-Pi(0.3>l S0.<i533: 
k |/1J> - PJ^) I S 1 JS2l 

a. P-tiaS) = (lLSt2S0O,jtnJ]| OJ4627-l. Una ixMa ccrar es 0.2916, y el anir ccal ta 0.Q34Q74. . 
K l/Uh - /^jd) I [n.^, IS] 

d. Una i-iAa >.\i: vwx ci Q.DSSX y d crnpr lul 4,6^7 1 [T ^. 
(J. P/jr) = ^+*' 
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Material probgicJo 






(te autDr 
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e. ill X id-* 



IS. Putita que 42* = IwfJB ndujnes, UMmas. jr^ = n^J. EnLooHSi 



rA^n + 1)1 ^ (11 + iw ' 



r-um Ifl^ 5 ) I < 10-*. NjneJeriiE uiivai * • 3, Cm 7 (Ujins*, e<« 4*" - G.UMm y iy4rj - f ^ (1=) - 

IT. ^ - ln(ij + 1 l> + - tj* - - IP 

L miji, ^, l/tr) - - - JyO) I - tM3t26«366 

c ^jul - Ib(2J + Jjt* 

P](0) ipraitiin /(O) mcjof que H KptroiLiiu/f l)» . 
IP. P.Vfi - V TT J*"n ^ 7 

21. Uiu ecu tk Tinnr mJnimo n 0,0006, 

PlKHKKpicJtjO) = ii?^ jMiailBuiu fen (D. IJ^enemw lE-fl^tJjl- S ^j>- IJl 

JS, m Set cujitiuicr JiliTiiem en [a^ b\ . C^hi « > dl, £ ~ t^L, Si U-t^I <4y0:Sf5tk ?nil«iccs ^(jc) ~ fUj^ I 

Il AI Bpdkarrl iBumnii del volur medtc, Lckiddi 

-/Uj) I - lri£>l Ijj - j£( I i 

jura oJ^UDB. { eralfc y jc^,. bs| quv 

|/tJ«il-/5(T|)| = iUa-JrJ. 

t. Uft eJe[iflt1tH3./.T) * Jf'^fln [0. 1 h 

L Pu«rQ i(>uf / H MMilinua tapy flp] ¥ CK enialt. una & > d mo 

l/i.)-wl< 

IKUii |.T - /I I <iya<x<k RtmririsinMii B J? Pitidjrv qlh: - fi, ^ + fl] fcni u^^hctipjLiiiirt [ra. ^J. par^i 
jr e - ftp + fi], DerrmoN x E [a, Piiruni^ 

Malerial pfot&gldo por derechos 6e aulor 
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Puesti^ que/es cooftiiuu = 0. tsisa £ > 0 con 

pern <i y a<ji<:ft. 

RiMi1iiirfiETK» jde emdo qnc |/r — a,p -h fi] sea jn siilKxnJuiilD de [d» fr]. AsC, paa.i E - A, + ^1, Iciiciimb 

... t 1^)1 - l/i^> - /;p>l < t. 
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ErrcK ilu^uLo 
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" S(,J36 X 10-' 


IJIQX lO-" 






zmi y. lOL 


1^ X jo-a 
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i I.JMxlO^ 
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1.0*2 X IQ-^ 
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9J213 X 




J. Los tn(l?r\'BtD& ni^ gnuidea son a, i W).i5. 150.15J b <S99.1h W 
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Efmr jtHxiluIn 


Emir rclaifva 
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O.IW 
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1.W X 10'-* 


't. 
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2.66 X lO-i 
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0J0215 


1-Db 



-V. 
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Error nbfM^liilD 


Error icIbAivo 
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IJOO 
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0.4Q2 






o.m> 


t.75 X tO-3 




3J5 




0.SI7 
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004.14 


O.O0J<W 


1- 
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0.00171-^ 


0.00600 


kL 
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Ertutf dlnujlLllO 


Ei:^ir fdaiiva 
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3-14557613 




l;2fiS K ]0-^ 


Ik 


J. 14 1«; 103 


2.m K icr^ 
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lini ~^ " lEnl — uun 
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RFff?f .ifctollUft 






fikiSt-felMehAiE' 


MHIBf HninnD 
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0.DIS42 








1.157 >i Id-^ 
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2.33 J X 10 * 
















COO]] 49 


7J66 X iOr* 
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-4.003 U9 








iir^ 


^sirK JO?'. 
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JT, h. Ul pctnun tdratuli At -flU0063K y la iepinilii tttrmuh da -0.l!k1(ll}. S l^jlut wrdBctero 4k InA dfi|Hft<Et^^^QeBltjSL 

h, 'lit tM^teoMs litnmAiiiHit KM IJA ]/ 1,H mipcaKaineM, Bl wlorniilflf I Bnk pftiitir m^Mdu m pAiwUi. 
ilO error nt^fltJcLva dc [Bdrandciu. 

13. Si j - #1 /dAfl « jr. mum I o^^ - ai* K i iJ^^I^ilArfi pofflpitMf ^ J*tf*M^ 1*^ - «J/d/q^ 
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Respuestas a ejerddos setecdonados 757 

Siiponga que para una I x \ suficientemente pequefia, tenemos constantes positivas fc, y fcj independientes de x, para la que 

\F^ix) - Li I < i:, Uh y IfjW ~ L^l ^ ^TjUl^ 

Sea c = I Cj !, I L 1), ^ = la^iKy, K2)y & = max(a, j9). 
a. Tenemos 

I Fix) - c^L- c^l^\ = \ c,(Fi(;c) - + c^iFp:) - \ 
^ \c^\k^\x\<'+ \c^\K^\x\^ 

^cK\x\yii +\x\^-y] 
isiclxh 

para una \x\ suficientemente pequefia y alguna constante R. Asf, F(x) = c^Ly + + 0(x'^). 
h. Tenemos -JflVac., i Xl*Ub 

para una ! x \ suficientemente pequefia y alguna constante R. Asf, Cf(x) ^ JL^ Hh- + 0(jrT^. _^ 
IX a- 354224848179261915075 
k 0.3542248538 X lO^^ 

c El resulcado del inciso (a) sc calcula usando la aritmetica de enteros exactos; el resultado del inciso (b) se calcula 
usando la aritmetica con redondeo a 10 dfgitos. , 

d* El resultado del inciso (a) requierc cnizar un ciclo 98 veces. 

e. El resultado es el mismo que el del inciso (a). 

Cm^nto de ejerddos 2J 

L P3 = 0.625 

3L El m^todo dc bisecci6ti da: u.p^ = 0.5859 - 3.002 c*pj = 3.419 
5- El metodo de bisecci6n da — 4.4932. 

1* El -metodo de biseccidn da: . 
p^^- 0.641182 
h. = 0.257530 

c Para el intervalo [ -3, -2] tenemos p^j = -2.191307 y para el intervalo [-1, 0] tenemos p^^ = "0.798164. 

«L l^a el intervalo [0,2, 0.3] tenemos p^^ = 0.297528 y para el intervalo [1,2, 1 J] lencmos p^^ - L256622. 
*L*2 t,.-2 C.-1 d. l . 
IL La tercera raiz de 25 es aproximadamente p,4 — 2.92401, usando [2, 3]. 
IJL Una cota es n 2= 14 y p^^ = 1.32477, 



ftvf^tfsjm f,^^iitt(Km jtti yf wy*^ 



^ Ccin jC'> " (.^Jt^ -I- y * " L. 04332 lieiiA una ujcillLd dAOJOl. 

?, (jUP J cot 5. J es fOficLjnu y c\L«t jj' c/i ffl. 2ii. Mis ariiu s'frj - ll $o1«fflC[tic cuttnib ^ " ir, H*f4|ile 

Fptqih! Lb 4:oca sea laaiM i^uc 0,1 ncccijiamoi ^ 4, Puro jij, Jj62bW6 (liiap hqa exaccLlitd dc OKI, 

*. Cofl [0.1. Q.^l y = 0.:?. tcfifinmjp„ = U.44iU^55^,, 
1 aw [ft, 11 yp^ = U, teatma. p^^(i T04K12. 
U, Ptura jfi^; i^jc^ ^ 10«w jVl(]a> knc^niKS let )ii)(iiieitier 

"^^^fe^^ Jp^^^^. ^^^^^'^^^^^ ^^^^^^^^^^ 

IS, <L:ae.g[»} - ^ iiKfutni f] * 2, liineillMjPj *■ 




5. I. Pirn jtfl ^ 2, tciKHKH f , = 2. woes. 
Ih Para /jp = —3, tewrws Fi = — 2.87939. 

V. P^^° I, IvncFixKfi^ = (>.US7^. EI |W4D^^^ 

E 0 y RucJ^ pan x = 

Tampg LHKirmpj 1.T4475SL 
31, ^ ruifttcfiis *cm apwihiiari^fflefne &.m2s4*j y ij.jyTli i . 



(to r- r - J' 



c. Paru /tjj " 0.54 Icrwnwit - 0 fr4 1 I Mu 

:am m - ^^^^^ 

^ Q.2Si^6«s4 0.W7ES9 QJ'iiiJO] 0,7313(15 

^, 0.2jS76l3 n.904ttS C.S4?^]j C)L7i«QB7 

0.ayt*SS 4tlj^ 

thVSnn a4QM«9 0^9633 a7384e^ 

Pj 0.2S7S3tl iJ.PSfKW {].5'nS]4 y.71ir798 

fywm Mimi 0^73^ 
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n n P I rji WjT. d^^fr ■ ii* ird n 4 

tJutijfiirJID DII^IJpBrOaaS 

I. iL l^m^ = tcrximoip^i ~ 2.69065. 



c Pmif^ * i«tKTm«j]^ 1.32472. 

= 0, Leraciocre^^ = — 0_47006^ ihtb = - In bcrcmcra = -0.55533, y parafj-^ = -3. Icnemc^Pj, = 
-2J64561- 

Si. La iMk adjuDtfi ^ofiticn^ La ^pnoxim^^n ]iiiciaJ y 3^ nfc^ 


Mm 


-L 
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1 
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p^ = 2.&m5 


-0.3iS32+ i.31S73f 


h. 


0 

V 

-2 


J 




p^ = 0-S32JC» 
/fg = -0-65270 
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-2 


-] 
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^ - -0_662J* - 0.5ti22ft/ 


-0.6*236 0.-1622SP 




Q 
2 
-2 


3 
3 
0 




= l-t2412 
>,j - -0-L2403 + L74Wftl 
Pa = -0.ft7AM 


-Q.I24iQ3 - 1.740^^ 
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-1 


J 
0 

-2 


2 

-as 

-3 


p^ = -2-6456 L 






a 

-1 
1 


1 

-I 
0 


'mi 


p^ = l-4^L9 
Pap - ]m%i 
= 0-26454- L.32B37r 


-O.J 1363 + imi^ 

0.26454 -h l.-12337i 



iSL L Loi roiccs son L-244, S.347 y -]-D91, y ]qg punlQE cntLco^ 0 y 

K. U* raice* (l.S7*?«, 1.321, 2 y -1.^^33; y Icm puin^wi ^rfticcw sgn 1. 2jnOl y - 1.3- 
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Itu lot Ai^lNta-ivdltf iijw^^ 

IS. ■. Kfjil - 1 1 .Jim^iifilr' + l.ainS<i!y)iSk + U<f w,\ vmu ik «njr aiDViS^. 

Il /-.fji) - -0.1 W6WJ«** + 0.6^6W7««f - 0.*3 1-196 W. y una crta errarf* y.-t?T*.3 m |(S * 
t i'^j - U, 1*700*6667,' - l.rtftaSMSlfi + i.JJSJJJJSSlj - ].fi<*S6B34>3. j una c«a *mir tk JO 

17. El iM(ywlw]4#.j^^ (MU Hib.Ai* thvii^ mliwS^ 

Material protegiidp ppr dere^hi?^ (ie autpr 



7«3 



0.190349. -0.513355, -Oj0668J73 j 0.44J33J. Pwii£P4|«/£] + V 10) ^ &^37l6, Ja siuecii&a m>p*tnMa«i^f.. 

= fi-ftT - 42-6434* + l6.H37jf^ - 2.0*164*^ + 0-12^9024^ - 0.00367 ] + O^OOOOIOq-iSaA*: MucHlra 2: 
P^ix} = -6,67 - 5.67g21jr + 2.9] 38 1 - ■D.4]379y.^^ + 0.025^4 1 ^Jt" - ■CI.00O752S4Clt^ O.OOCKKBJfilHh* 
bL Munln 1: 42.7] mgi MuNtm. 2r ]9.42 ing 

cmw Ids polLnMiki^ di^ T^y krf. 
29. L (E) 5,(x) - jc (hi) Jf - I 

L B. f = 4 3.l04t ix - E-l)i P,(S.-I^ = L7.E7533: Ppt = P^M + 0-06fjF - SJ-Kj - S.3S- 

/^l,ttk4) - J?JlT7]3i iPjtJi) = P^x> -D.iXJC0eJ33i;r - S.IK^ - BJ)U- B.6>i Pj(S.4> = L7.S77I4 

. i. « -ai7«444« t L90fi*6ft7l^ - O.ftji /^jtO^.^J 0.39fi|4*L PJjti = P^fj) + 0.959224(.jr - O.&Xj - 0-7)i 

PjfO.fl) = D-4J2*«5: " Pp) - l-7eS74Har - n.fiK;r - 0-7^ - 0,g>; /^^{flLfl} * (M4t4KM 

3. En las si^uicjiici ccuariofici tz-ntmoi j — ^j- — jtji. 

B. P,fjJ = l.iOl + 0-76M6Z5f;/l£-i j " P,i -3) = 0.07955333 

^jW - f'pt.O 0.40e375rtj 11/2; /(-'>- P^-Jj = O-IWm^f 

, f jCiJ = Pp> + 0.[»37SjiJ -HHJ + 2>ft^/C-^) - PjC- jj - 0. 17*5 J 85 

P,fj) - 0.2-1S4244 + O.2J]8235ji/l-0.25>^ P,l-I.J) = -0.T14310B™ ^'jtJl = P,CJ? - 0.04S7&4l9fl.j! -i- lyZi 
it0.25> - Pi^-I J) = -0-1325973: Pj^J) = P^jI - 0j002a3a9] j( j -h IM^ 2yfi:/S0-2S] - P^i-i.^i = 
.-0-132774S 

IL /(0.a5>« L05I26 lk/[0.ft5>- l-9liH c./(0-431 - 1.53725 
1 P(-2J = Q{-2J = - Ih Pl-i) = Gt-1) = 3. Pym = tf{D> = hPil) = Q([) = -]- = (3^21 = 3 

tc (k pick> ETKHDr o i£U[Ll qLK ki^ miftFO pom h>s dEri^. Pcra pucdc CA|wc^Hrs« dc yms^ nuncw, d^ptndj^ndD dc 
Et -apbcacijdiL 

Et cttritkfiip ^7 4^ t« 3.5. 

ft. U ^fTCf^Um^lCl^fl a JVO-J) dcherfa muiKfliafie 3^^375, 

E£tD 3C flimplifica y &e ccicmcrtc cn/Tv J| n J^]- " 

Ibomio ft.ji> iiiiarpybjtjf) ei nodds ,.r. j:^^ Comoiirtlxj* a^jufih^s Jd? aiidfts s^w Ict^i iiLisrthA j^d pcJirhirnio Itv- 
lapolanie w dnko^ Icswrncra P^x) = P(j). El cixfkknlc dc j" en Pifj> b/^j^i . . . h j^] y cL AicrKit-file dc cfi JIj:) « 
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ji.iiaDesSfi 

1.1 69 1 75 J 



3.SSSD3D8' 



5s ii» 2{*} PenttflDE Mia CnU iht nA^^fe:^^ j4 I0~*, La CM 4e «nw «b 3 {fi>M 0 poitltn*/*^ (»■ Ap«j| > 1. 



1^, Ite crirail V la priimn que la npUci ntuH lot J S [W|''i"'ii9^|i^ 1lji^lfiBi|;]^«ii^t^ 





Material pr<3teg]i^0iS9r5^^ mj^r 



^^fiobss lefecQo nodes 
cfi /^£> iJ simpUficar, o^4£Himn 

Piiif Etna, Hii^ *'Ji>^ y 

Htfji^ftJt^^fii^ - i^* Iflv -f^J^ -fW^\ ^ VI 
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Material Droteoido par darectios da. 
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5 1.0- " -o"7^7W« 0.0 -«.6274L7 

0,33 0.707 lObK - J.U ^^.^ilUfSfA 6.627417 
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IL Sea ^) = d -H £u H- c^jc^ + dx^. £f cbio qat/salhfa£^ Eaji prupbcdadjci (cJh (d) y -(c) dc la dcfmiddn y que/ 

■(i) dc (f> en Li dcBnid^ 3. 10 no pLKde EVQ^enerK «i d(» vifonc^ jr^ y jt,. Ftv nmsigyicDtCK/lwnpwo pwic kt ur tnk^ 
zador ctibLo? iiad]ijjd. 



IT. Lt i|nt[]diiudj6i] tifvul K^gnKmlaiij dc / «4£ dtKla pw 



IL Efl [0. 0.051 teneinM K*) - I.OOOOOO + l.m^x + l.^flSS&li* + I.40I3I€U^ y n |0.(»S, OlI] lewnw* - 
1.103170 + 2:21Dl340fjr - O.OS) -I- iZOMWOr - 0.05)- + 1.54S75BtT - 0.05)*. 

Ik j|!^'^4)«^*o.naToi 

A Bn La 0.03) lEiKDHS SU) ^ 1 t 2.D48LLji + 32.]2]S4u^ y «i 10.03. 0. 1 ] IcncimH = L.l{]517[ -i^ 2.2]402gCJC 
- COS) + 5.3I8ZT7 (* - - 32.]2]S4C« - CI.Ofl>'. 51002) - 1.04] 133 y SllO.02) = 1 .040BI t, 



^1) = 



1 + us 



0 X jtX i 



25f El 1ru»lDr Woo: la ecuaciidn 
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£1 trazHdor predn luui posjcidn dc j{IO) = 774.9^ picfi y imj rapidc-i djr J^dCT] = 74. 1 6 E>HFi/^k. Pira aiJinc^3[r hJ mJ- 
ItliQO la lapklcL^ cakylHiDO^ Iqe |hiiud& cddcos df it^} y dcapu^e CDmi]>firajnos las vilctnrsdc six) cn csros puntos y en 
}0t«i^uno5. EocQi^trBJiiQ^ que Jiiix j|.r> = .fl5.74^£)i = B0.7 pLes/s - 55.02 mi^ Lb r^idcz dc 55 mi/h fue rc^- 
£iila [idEnem cd aproxiDudHnxnlc 5,5 e. 
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M^tarlal protegiidp ppr dere^hi^ autpr 
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L jrt.i) - - lOf^ + ]4f* + y(0 * - + ^ + 1 

J, A. jrtO - - M J;' + I5j2 4 1, ^) ■ - J.3Ji^ + 4 J-J + 0 TJr -k I 

Ik JKtn = -S25i^ + I0.5i^ -H 0.75r +1, 3^13 = -3^1^ + IJm- I 

4f) • -5-5f^ -i- 6*1 + 1:51 + 4. ^0 " - 6(3 - 3i( + & 

fHui J eamv (2 J > > {4^ 0] LcrKiDos 
^ pflm ; Wirt (4, 0) y (6, --1) Imcrms* 



I. ConfomK A Ltf^nDjLi dc dj}^micLa£ prD^sifva&-i^FCiLV£>i {4.1>, I^dcidds ]u pi^icQlcs ipni:>][i[iiBC3aoc^ 
A. /^O.S} fiem/^O^) 0.8320. /I.0.7> a?^ 
Ik /ICQ) « 3-TD70,/tH:21 » 3.]52[},>10.4> - 3_t52J0 

la 

i /tl ■ I ) * n JeSTflS, 1 .2) * 11. 193*35, /I IJ) ^ 27. imSO, /I ] -4) ^ 32. 130850 
t /l;S-l> 3.09»50./lg.3j - 3.M-6I50,/1BJ3 - 3.J JS»97?, ft^.7\ 3-t6352J 
* 5. 10 1 375, /^a^) 6.6547BS,/t3.1) S.l]&330. /t3- 2) - ^7lJ6UL0 
d /t2.0>- 0-1353 Jl5C3L/?2.]>- -0-0™i9530,/l:22> ~ ~0329»Wa /K2.3)i - -0JM670O 

■. J12. ] > ™ 3.S9y 344 de (4.7) /12^J ™ 2.B76S7G dc (4.7? 2.3 ? ™ i.24^ T04 (fc f4.6> 
yXJrJ) - t.fi3775fi dc C4.fij - iJlJ^lfl d? ii,7& /KJ.ftii - L355496 <fc (4.7| 

h. /l;- 3M " - J-S7735» dc (4-7^ f\ -2_B) - -5.4*5933 dr ^4.7 f Jl -2 j5> » -5-(] 59584 df ^4.6ji 
■ /t-a.4j - -4-fi»223 dc £4-e) /t-2l2) - -4.23WI I di |4.7h -2.0s ^ -3.S;P5J ^4.7) 
7*/ir3l > - W3 + -ft5}i - 0.21061, ^i^H 1119 ccii:i ife nirordndi* 

9^ Ccknfomic a la ffinnuEi pd^£i«ivi-REKgiva (4.1]^ icfi£[ii£H Lai sigukiiud apnufjnhaj^jofle^ 
1. /^0.3) 0.652. /10.6) Hi 0.831/10.7) - 0.7960 
bL /tO.O) " 3.71]7h/10:2) «^ 3.L'i3./tO.-l) - 3.153 




Material pro&^gido por cfer^cl ■ autor 



!l F-l t». 

k /I -10) -.VKU A-i-S) » -5.467 yi -2«j ^ - vosfl /t 1 *j - /t^2^j - a* 

CtiflLhjqeiMhK'llk'iAlitJnKf ik t - U.S. 

iT./lQ^>- -a-t^wMff y^as5w^^t^^ 

IS 
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Hi Lii Jpi\i)iiiti*i'iviic4 firtilmcrte ie iM3iivi«lni -en ceni, paii|i£ cl numenikir k \nm*htmu <» \itn,i, 

U. undo tM ' * -f^ * KiMnoi ^ti>» «* » ^ 4* A - 'C^S^S^. fwMuvif^ #'Ctf < 0 i) < ^^14a; 



1^ -p ]JQ(»0K)» kiiDO» * ^m&t|0, s^m-^ 2J7j]4i^ 

i(.jL.ir(i>^" h^mrvi^ tij^j^^^. 
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1 jllipft^ ^ 















3,IV2»»7» 



1»4V447 



J-'^j^ 
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3l La rcf^ SimpHia pnKkizv ii£idatl£s iprQitrwH^ a. D.i94CilO<i II -0.267063^ c OL 5.1 l].l£24CiL^ 
d.Q.151^27 b-Q.6753247 L ~a i7M2flO t f>.l ] 80(^3 1. Lg[}39l4a 

lie =1^3=!^. =1 

L OJ 0.102459^ DLl024m 0. ID2439a, a 1024695- 0„1024»3- ^1024598 y 0. 1 f}2^59^ 

K ^T^im^oimm, OM^mi nmmi, G,mm2,<^.mm2. i}.mmi y o 7153982 

t I.WI7I, L47T536, 1.477523^ 1.467719. I-4709S1, 1.477512 j 1-477515 

± 4 KQ00Ck 2 56339 J, 2.3S57O0. 1 1 1*7«5?. 2.074S95 y 2-116379 

3.393 a 82, 1407901, i.35977i 13 1415 1 ^ I -965260- 2-DIB634, 2.23325 1 y 2-2^9003 
t O-5OO00OO. l>-**JflO(>4. 0.71 iW31, 0.73M341, Cl.79370g5. 0.7BJ47W. t)L761 1 137 y 0.7593572 
IT. Los ETTDres dc] cjcnkio 16bo31 I j6 .h. 10"^ 5.3 X 10"*. X 10"^. -7-2 X |0"^y -1-3 X ^ rtspcL-iiramprtic. 

19. £i E|>:*> -= 0 pm loda 4 = 0. 1 , ji y jEf ^ * Ol fmoiAf vm p^+jW - X"'^ Ecrm^ un iwdioomio dc ^ida 

ill + I pnn d twd £Hp, ^ |(x)> * 0. Sci = u,!^ +■ — h- fTj^^ + nukiiiKr pQlLfKHnto dc prado mrnor o ipjaJ qut ft. 
EaUmccs ^^1) ~ dj,£^> -f ^-^ 4 a.,£i(.T) 4- ^^^1) = 0. £a rnoibio, li E(^r)) — 0 paiR lodos IchS polErMniich^ lie 
£netQ luiur d ifuil que a, k£ dedut* 4|Li« Rj^] - dp^ua Imbi t - M, , . . .pfl. Sc5ip,,^|(x> = + -- h- a^jUH 

polinofflffl d« gndo it -H 1 pvrld cviJ f^Pp^^^ir)) # Ol I>idci que # Oil ^ 



= :r~£w^,{*)>- -^Ev ^£11 » 

^+1 ^f*^! ".+1 



hi 

For iKDfla, 1a f^lkmili dt cTuadndim ticjK iir gi^ado dc prediida- 



I. ifvv3Liinick;gtcii (lUniidis Cdn ll ft^i tnnporsU dd Irapern son: a. 0.63990D k 3 1 J653 1 a.7&4i24 J 
^ -«.-i2S72 1 - l3J7fiO t U.47W77 1 0-605«S L 0.970926 

Lbs qiTD^dmacboncs dbicmdss €oii b srr^ conifne&li dri punfia locdlD um: a. 0.633096 1l 1 1 -156^ ^ O.T^TOQ 
d. -6.1 1274 c -I4.99S5 L 0.477751 t 1. 0.947A6S 

T. A. Ll itfkcmipiKtiJ del inpcdomiiiieTr mxrk <^ 0.090^22295 y^tf^ 216S. 
bu Ll re^b ccmpnicEti dc ^uiqtkvi rrqiiifre qoc h < 0-fil3765S y que n ^ 54. 

Ll iqU cofopucsti del puiilEi mdua nqiuw quf A < 0lD0O6S216 y que a ^ 30tiG. 



UrejIicmpiitiiiiJWpantlflmedbQii^^ < a03O94 }^ i|M it 2 U ipiOJlJlUKJdlL fii 0403460, 



12. 



W^ilettpill|P'Q.3Cl2W eon una iMMa At error ife 1.4 K tQ'*, 
r. IktHRUi 0.3DI4U y t\ <t^ioi da la iciH|$rjJ red es d laisimv- 

W-'^^lf'f*!- mi- 
lt &fl}fltfv^ii'lathi i wiiilfii<fill i t i f rtiihiili ii'ittiiiiiii i 



iilti: tL Lt««LllUCi6fi (UHtltatC la Kf^l* CPmn)<ic5,1» del irapedaea - {-A- Iji 2 = -6.296 X HI-^-. 
t;4. <!ri[i.in*c!dn nudlurtic \» n:|^b canqHUiU d» Stiiifuiiu ~-j[„^r = - J.7J X IjDlf^ 
C Lb cstLnuctdn modunlc^ ii pif L^.ilcL ptuih}- mnHf) » ^A- in. 2 ' b.VJJ K |,0 

L U 'Megf^v^ R«J«|b« pndva JIu«a<; h 0 1922»9^ h. ajfiUiqjc, -(UinfiKaCO 4.0,011375^77 1 3 

d. ojoitit7»iM cwi If - 5 4v jt$9«tf3«« op^jir'^fi^i; H)y?39^ ^pQjtmimM i* * * 

h. UMiftftktt cm n - J. ' 

•Watarial prolcgidti por derochos ds autor 



9. Jf,,=5 



I- 



^1 " Vi.l 



I r 1 



4-1 J-J * 



13, La ecuoL'iwi (4.35) pmvlene dc 



2 



^-1 



jf— L J— 1 ^ 



JKK 3-5) - a l*224^?gr -S(3. l-M) * 0.ft343724>4, 5{l 1.5) = CP.E52fWi^2 y cl valor red 0.19235^ JJ, 
c. SICK 0.55)= -O.I7^SB2:t5<V,SlO.(].a75>= ^Q.^WLTT^-im mPJi. 0.35) - - CH^1J£W5736 y cL velor real es 



«. -X!-) ^ V.ii^llVJy, £13, yi^} = 0 J25f»7[Ky). S^S.U. " 0.3 JLJ644L2 y d valor ml tb0.6il£UJH. 
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-iu cwuh^mm «iu»*ii4i>l pnhJucii: «. ol i<t2:tm ft^Ht^ 

t-0.7?07:;jO 1 0.6.16] 96ti k. 0.64-23 J 72 
J,UcuHl)fW9Hn«»iuil4up«(jiic« 4i,ai42;i5^ h,fi,[f£i6a^i c-(!Li76g2DQ a«81L7S?29 i^Uai»6927 

CofiiviftQ fie ^sficfchM Afl 

1. ii^jununi* «gii B - «i 4 pflodiKo: J|. 0 Jl lSM3 Ik [>.2j5152Ci LtiJiGbU d. i^47HU 
*, ltSim73,JUim33.d5Ur723 

d. 0.7S:i<8M2, OJK^^b.t^. CVT^^iac^ 
I, -l.«!IS6lli, -t.S^tU -1.9973^3 

.k ^2l^H«4 rlSisHip -*i|*jt*' 



yaleri^l proteijgiido por derechos de autor 



^^s^iipidtnttAitfitw^mmit^^ iki^M^M tiiJ^Mi^ 

I. O.J] n.fll tW*S. O.J] n.»1ll4^/2J N JO"*. L3 X lt>-^ it X 10 *. 1 J K 10^' 
h 1 .7 1 I . 1 .7 i rtM(2, 1 7 ] S I W. 1 .7 1 M W"''. 3Jf X^lft'*!. M >t Jtt^i JO"' 

L .LH>rH iM. L Jil IOUOOl I JWttKH], I .Ui)iJOb(]i, tt, 0, 0, 0 
4. a.-imm. O.TS^JWJ, OL'JSaSSi^. <i.Tlt3J,153, fl,0.0. u 

1 ] , La ajjfox imHElrtci nt otntra dc miiau i v. i|p|i4jf i.^.QH3fS^^ J (JJjKfatol, 

1$. 03 nlBDTilniD 4^ tmiM ^jn^^'^dEc] jmrn^r volar UJuili. 1^ kc^dJu ^ d nsuhailq eiwU, 

t. 7.iflj43a.a4.iw* 

r L*2»f]f7:5, 1 r^*^ + I) - r 

t h.4i4'>Ll.6,'^M^ifll 

t 1.-17421)7, L,47U46 
S., La vclxifM aiiWMftaapKA\nmimili^ 



yaleri^l proteijgiido por derechos de autor 



/tf. cwilinuu En P. y. pur i^tiM, fxiiic ti^u uriucldii Anica, que- a \it) = i + 
X t. AL difemclff/j ^ - 2 se obliene 3j#^>'j -t- / + j;} ■+ ;r AE nsoLwr^'K DiNKlie )tL wuiitii)*! ULfcttnctal 

b, AJ difonnrMF? UA r * A' * ?y - I * 0 « ofailea(b j 'laji r + > cu f + 3l«^ -1^ i=*^' + - 4. Al iuodvcry 'f^ 
H - A)« s: n - Vv, s (I 'i^jgisimm^^ A^, * A*. %!S*iijpiiPft€ - U - J^^^^^ Ajf, + Aj^ * 



"jLjjJj fa*—:—! f " • jM'A^fci'^^ aJ{^° ^.--J-ja ^ J Ji^JIpfc I 



1 LOW IJ 204223 3.3 190993 3 3.000 3.6150000 2.S0O0OO0 
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1. £] rtCkdo dc Eulcf ]b& apiDxiinajdofiR en las iifuicuSes taEilas. 
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if»-r nft*666fi7. -<*fttif)6*yi? -tniiMsa^ 

* *i - iUJU7.^7l4, UL*H71i37l. -QLjm4!U^H -OJHftMT*' 
*|tl^T3«l3JH n}T4jT% Alf99gi AL331Mflr 

■■■■ 



ri. |^'^-6-^l}7^U7^ 



1'"^ = f1.7l)3:]S, - r L'|ti5<i. -3 1147??/ 

i'-'^ ' w ( t . Oil 1 7Ji:)6i . Q. 1 1 n L'^ T. n.4 wv2ja<r 



± .= 7-0861 3a, 



= (0.6247845. 0-7204271- 0.30 104«)^ 
= (0.3J2i95», aM7LM2, -0.75MIOS. -0.4918246)^ 
5:i3W^ i^i - 0.4B 15996. 0.092 142 14, 0.33970 l^Y 

t ^""^ = 9j00W™l iC*i" - t-0.-l999592. O.50P<>*O6k -0„.™CM I &/ 



lU ^ I.CHHHHHI. 

i ^^"'^^ = i.4S5ft6lH 
^^'^-^ J,«IBOH 



iiiii = (-O.?af7l06S, 0.499^3*4, 0_5O0OJ06/ 
1^^^ - (-0.4«I34«. 0.05 0.87*0444)^ 

= (-0.6096695^0.645]^!, -0-2779216, aJG7i26ft]f 
x^ '^a * 10.3938550. -O.W047%, O.W(MS86. -OJ J 1 1924^ 
= (-0.4999915, -0.50000 E5, -0.4999985. -0.300001 5)^ ■ 



t = UXXJOOO. 



4 



/tir-^J = 4.96IW9, 
^'/^-3.SI80J4, 



ti 



i^^l = Cai542JT3. -aT7L5Jt23. 0.ti 17(474)' 
b, ii'L'J « I IHHHUMJ, i^l^l - (0.00007412. -0.7070723. 0.7071413)' 
iii4, ^ -inji 14-172. {}-(«] S0173. 0-ft?^9l2S^ 
K'l^i - ifl.? 39423^1, 0.4231908. 0.1 1^3?3^. 0-53M4Wy 
f - (0.3456 1 gS, -0.6406251?. D.64W62, - 0 15 ] 37 ]] / 
t m m^Efi^i FK^™Tmliii Piv 25 iiernciCTfUH^. jwrn^^'i" = 5.0000000^ ° (0.4999091, -0.5002392, 0.4WP6O7, 
-0.50009009?'. 

13L iL Tcfii^rui^^ ] a| :i 6pan iixliiHi IcHi valorc9 caiacicrLsckiiPfi 

Ik Bl eflrttlCT^s^K^ flpn>Ki™ili? ^ = OM766B54h am cl vccUor rarKtcristico upfc^sinwdD 

yiss = O.0.7Jti£i7:7. 0.256fi099. 0-04601217)'. 
iL El porintwiPiP rarittemticn = — ^ A — y los vjilora camclcrfLtiaii sen = 0.69766S4972. 

A, = -OJJOl 775942 -h 0.569^5SB4i', Aj ^ -0.2303775^42 0-S«9658S4J y - -0.2373 1 3J0e. 

15. Al a|}1k2f th^chJo ik pi>1e^ijiii ir^Tr$asc-«i sC^' = [3. 0, OL 1, 0. 0, 1,0^ ]yy€wi ^ = 0. ol>dcncfi Ids si^tcs- 

b. M^*' = l.04i04:5fi!S. asfjrfA-fj= l^iH^""^ = 0.96 L 1 163 ■ 
t ^'-^i = l«Cto06974, aji plA-f)- 1^^1^^^ = 0-9427760- 
Ell iptHlcHin parEoe M!r c^iUihlc' [loru UkdiA iv-n ( }r jl- 
17i Al kwmmr A ' > ^phmr ni^cKlu dc piAuKiita 1'^ ( 1 . 0, 0, 1 , Ol 0, 1, 0, 0, I}^ec obticncQ lus EcguiniAjn le^ 

iL FA #aJI«i* H^trjJ jpfaj(lnfciid.ifiiL»fli[i " D-9fi00023- 
k LI radwi tf^gwclral ciiipnusirnHJuinenti; ^i^^"" = 0.y603543. 
Cm Et r^^diMS ±s^!^i:tniJ aitf^x'itikada^iiEE: 0-94LO754- 



I. E\l inc^Lr^o l-iiyii>c[vf:ildkT pioducc ta^f ^jgykstci? matrices tjid^goralcs. 

12.0000!a -10-77033 0-0 I 1 2.0000000 l.4]4214 
10-771«33 3.Hiti2(»9 5-34482^1 U 1. 4] 4214 I.CXKWOO 
OjO 7 Amu 1 1 0-0 0-0 



[- 
[- 



L.OOOOOOCf 
L4[41N 
0.0 



1.414214 

1.000000 
0-0 



0.0 1 r 

0,0 d. - 
IDDOOOJ L 



:1 

0.0 1 



Ja4 



o^tiidD de Hi mil ti ittj. mmiiiuii ijljuiMi iHib 
OJOWOOOO 2.0000000 



ri l.4l«tl6T r 
10 3jOOQ0Q0oJ I. 



-IjOWBOOO -3.0flSi5lS O.OWifftrt 
fiLDOUnoa O.L5Jfl4bl^ 22»T6«£.i 



S.OOfUJiitt) -I.(1.12a7»n -l.JMfJTW 

-t.4l42li« - £.0000000 -2.4«j3i^lJ 1422(444 

■■■pN^ ii»39itf :.M*ar^»ii 



4.iiijoi]Ouu nmm u.WHjoAbo Q'.ukkkhio 

OLHJOMXXf O.tKKJOOOO I^.IJOfJOO^ jjCiOOOlYtO 



] 



'I- 



L>.4J2.122fi 



-05*69009 



61j 



] 



D.Q 

0.0 

3.iifi3ux ur* 

l.SHOKWx (it 



y}.\*5-lh7\ y.-tSJJTn (J.lOaKJSSfi 0.0 

' :ib,0 ^««XlOr* 059*M41 



1. J.4i41N. l.OOOOW.OSD.ITSQW 
b. -0.06B7Q742, 2346462, 2 J^2-16 

e. i.4.:«ttini,n.s;7wi7. -i.«»oes. -?.778za7 



HespuestQs a ejerddos selecdonados 



815 



& a. Sea 



cos^ — sen0 
send cosd 



yy = P\. Demuestre que llxllj = llyllj. Use la relaci6n x, + ix^ = re'", en la que r - llxllj y 

b. Seax = (1.0yyfl^ir/4, 
11. a. Con una exactitud de lO"*, los valores canicteristicos son 2.618034, 3.618034, 1.381966 y 0.3819660. 

b. En funcidn dep y p. los valores caracterfsticos Mn -65.45085p/p, -90.45085/>/p. -34.549l5/-/p y 
-9.349150/7/p . 

13. Los valores caracterfsticos reales son: 

a. Cuando a = IM, tenemos 0.97974649,0.92062677, 0.82743037, 0.70770751, 0.57115742. 0.42884258, 
0 29229249, 0.17256963, 07937323 y 0.02025351. 

b Cuando a = 1/2. tenemos 0.95949297. 0.84125353, 0.65486073. 0.41541501, 0.14231484, -0.14231484, 

-0 41541501, -0.65486073. -0.84125353 y -0.95949297. 
c Cuando a = 3/4. tenemos 0.93923946. 0.76188030, 0.48229110. 0.12312252. -0.28652774, -0.71347226. 

-1.13212252, -1.48229110, -1,76188030 y -1.93923946. El m^todo paiece serestable para a ^ ^. 

ConJuntoOe ejerddos 10.1 

I. Use el teorema 10.5. 

3. Use el teorema 10.5 con cada una de las derivadas parciales. 

5. b. Con xff" = {0, 0)' y tolerancia lO"', tenemos x< i^) = (0.9999973, 0.9999973)'. 

c. Con x«>'> = (0. OY y tolerancia lO"', tenemos x<ii> - (0.9999984, 0.9999991)'. 
7, a. Con x^O) = (1.1,1)' tenemos xi*> = (5.0000000. 0.0000000, -0.5235988)^. 

b. Con x(") = {1,1, D' tenemos x(" = ( 1 .036401 1 , 1 .0857072, 0.93 1 19113)'. 

c. Con xW = (0, 0. 0.5)' tenemos x<5> = (O.OOOOOOOO, 0.09999999, 1,0000000)'. 

d. Con xt<» = (0, 0, 0)' tenemos x«5' = (0.49814471. -0.19960600, -0.52882595)'. 

9. a. Con G{x) = (V^. V]^)' y ^ = (0.7. 0.4)'. tenemos x<») = (0.77 184647. 0.4196513 1)'. 

b. Con G(x) - (W3, VoT^w)' y = fO-^' O-'^i'' •'^"^"^^^ = (0.4999980. 0,8660221)'. 

c. Con G(x) = (V37^. V^^, 3 - x, - x,)' y x«» = (5. 1, - 1)', tenemos 
x<i« = (6.0000002. l.OOOOOOO, -3.9999971/. 

d. Con G(x) = + X, - 2x1, ^00x, + x\Vi, y x^ = (0.5. 0.5. 0)', tenemos 

x(60) = (0.529 1548. 0.40000 1 8, 0.09999853)'. 

II. Sf, ocurre una solucidn estable cuando x, = 8000 y xj = 4000, 



Conjunto de ejenklos 10.2 

1. a. x<^5 = (0,4958936, 1.983423)' 

b. x(2> = (-0.5131616, -0;Oi837622)' 

c. x(2> = (0.5001667. 0,2508036, -0.5173874)' 
*d. x«> = (4.350877. 18.49123,-19.8421 1)' 

3. a. x<'> = (0.50O0000. 0.8660254)' 
h. x»» = (1.772454, 1.772454)' 



il6 



T. rbamlii td dimrriM^ Hal. Itil c*. mu fundAn ik ucm^MWfiu fit) ''/|4tt, j ti whir i ti«w «rtlL>uii c rnq pun ti iif 
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4 {t)T3iio,-JJAzn»jr 

4 jOOslUS^JM^ liLAUaM, -2\JiilB0tif 

Ci«*fttJ-<J].]l,0.2Ti^(*»fO l2l2419^n,!'?llOSlft/. 



Material pralegido por cljerecnos autor 
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M I.I 




4 






T 






ii,!i:'in27i4 


1 
















1 























3t( tffiflljp'f^ ^ tfirfdilpgti ItkHlt-fi^ls^ 
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-«jO406#TTv 
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1-4^ M.' 



El dgariLmo'dcl dLsfHTG lineal con A 



3 0.3 

.5- M 0.{)074t57i 

7h iM El iHWfldal iiJTOJuraEicb« h{3> ~ 36.66702 ran h = [J-t. 

9r L sc>9uciDocs ii 6- « un rndttipED oifterD dc it y £ 0. 

h. ExiiEc una BoLuci^n tSntca sitmpre qut fc riw S« un munipto cntcrnlc 

& Ej^i^it i^n TiibltjH^ ite eI ca un fnaLlipL-D cnt£:rn dc ir y sL II = Q. 

1. El fl]gDntrm del dispan no pftodiue aj:^, ^ O,4£>J50!S Irl » [^■4^.^455. 

JL E] ajgaritmo df] dbif^ ni^ pTOdutc hi: rei^ jlladw qw^ »d irKluycii cn Lis ^ab1as uksub. 









« iA 




0.<l47?i2(i 
[>.344a27G 










i 13 

6 1.6 
9 l.» 


2.069249 
2-2Z50L3 


^.1.06923 L 


c Se nequicmi 3 ilendiOiiai 








3 23 
9 2-9 


1.2676412 
l.34QI2^ 
1.40953^9 


]-54fll2^ 



Fan apLicAr r] aJgaritina Qci?CKi1mjCffi rcdcfLiup quD d\ i^lnr |:n.icili1 2. 



f rfV _ 

5 1.25 0.«532M (JA^5S272 

15 1.75 ISff^lO 
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Material protegfttepor ctertahos de auEor 



Respuestas a ejerddos selecdonados 
5. a algoritmo lineal de difcrencias finitas produce los resultados que se tncluyen en las tablas anexas. 



821 



i 


^. 


u>Ji,h = 0.1) 




^( 


= 0.05) 


3 


0.3 


0.05572807 


6 


0.3 


0.05132396 


6 


0.6 


0.00310518 


12 


0.6 


0.00263406 


9 


0.9 


0.000165)6 


18 


0.9 


0.00013340 



7. a. Las deflexiones aproximadas se incluyen en la tabb anexa. 



5 30 0.0102808 
10 60 0.0144277 
15 90 0.0102808 



h. Sf. 



c. Sr; la denexi6n ocune en x = 60. U soluddtt exacta se cncuentra dentro de la tolerancia, no as( U aproximaci6n. 



Confijiito de ^erddos 1 1.4 

1, El algoritmo no lineal de diferencias finitas produce los siguientes rcsultados. 



1 X: 



1 1.5 0.4067967 0-4054651 



3. El algoritmo no lineal de diferencias finitas produtx los resuJtados que se incluyen en las tabias anexas. 



a. i 








3 


1.3 


0.4347972 


0.4347826 


6 


1.6 


0.3846286 


0.3846154 


9 


1.9 


0.3448316 


0.3448276 




c. ; 








3 


2.3 


1 .2677078 


1.2676917 


6 


2.6 


1.3401418 


1.3401268 


9 


2.9 


1.4095432 


1.4095383 







I 




"'if 




3 


1.3 


2,069408! 
2.2250937 
2.4263387 


2.0692308 
2.2250O0O 
2.4263158 


6 
9 


1.6 
1.9 




/ 








5 
10 
15 


1.25 
1.50 
1.75 


0.4345979 
1.3662119 
2.9969339 


0.4358273 
1.3684447 
2.9991909 



Conlunioae^erddosltS 

1. El algoritmo lineal segmentmo produce ^x) - 0.077 !3274<^,(x) - 0.07442678<^,W. Los valoi^s reales son M) - 
-0.07988545 y y{x^) = -0.07712903. xA v^s.rv.-Tq ao«i^^ odhwKi*.- ' "^^^^^^ U a 

3. B algoritmo segmentario lineal produce los resultados que se incluyen en las tablas ancxas. 



a. i 






y<^,) 


3. 


0.3 


-0.212333 


-0.21 


6 


0.6 


-0.241333 


-0.24 


9 


09 


-0.090333 


-0.09 



b. j 



3 
6 
9 



0.3 
0.6 
0.9 



0.1815138 
0.1805502 
0.05936468 



0.1814273 
0,1804753 
0.05934303 



Z22 fejiiftf^^ 

10 -UJ.MIU«3 -&33476(a WO -QJT3TO99 -CL1755K? 
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-0.21 




OJi 








m 















13 -0^45091499^ ^0J3O»14 
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itiSy^i^^^ flL Bugmi |ioaiAiio« odbtfiii 
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Malerial protegido por detechos da autof 
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Material pralegido por cljerecnos autor 
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Material proti^lcfo por derechas 6b autor 



Respuestas a ejercidos seleccionados 



A. Para ft - O.I y A = 6.04: 



I 


J 








uiXf, tp 


3 


10 


0.3 


0.4 


0.5397009 


0.5423OO3 


6 


10 


0.6 


0.4 


0.6344565 


0.6375122 


9 


10 


0.9 


0.4 


0.2061474 


0.2071403 



El algoritroo de Crank-Nicolson produce los siguientes resultados. 
a. Para A = 0.4yjt- 0.1: 



2 "1 08 05 8.2 X 10-' 0 

3 5 1.2 0.5 -8.2 X JO-' 0 

4 5 1.6 0.5 5.1 X 10-' 0 



Para A = 0.4 y A = 0.05 



2 10 08 05 -2.6 X lO"* 0 

3 10 1.2 0.5 2.6 X 10^'* 0 

4 10 1.6 0.5 -1.6X10-'* 0 



b. ParaA=-|^yifc = 0.05: 



3 10 0.94247780 0.5 0.4926589 0.4906936 

6 10 1.88495559 0.5 0.5791553 0.576S449 

9 10 2.82743339 0.5 0.1881790 0.1874283 



c. Para A = 0.2 y A = 0.04: 



i 


j 










4 


10 


0.8 


0.4 


1.171532 


1.169362 


8 


10 


1.6 


0.4 


1.256005 


1.254556 



12 10 2.4 0.4 0.4654499 0.4665473 — -r 

16 10 3.2 0.4 -0.1076139 - 0.1056622 



d. Para A 0.1 y it = 0.04: . . H 
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0.4 


. 0.5440532 


0.5423003 
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0.6 • 


0.4 


0.6395728 


0.6375322 
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10 


0.9 


0.4 


0.2078098 


0.2071403 



Respuestas a ejerddos selecdonados 



*. Ptoa modificar el algorttmo 12.2, cambie lo siguicnte: 
Abo 7 Tome 

Zi = (tf, + kFih))/ty 

Paso 8 Para I = 2 m - 1, tome 

Para modificar el algoritmo 12,3, cambie io siguiente: 
PatS0 7 Tome 

t=Jk; 

z, = [( I -\)w^ +~w^ + itf (ft)]//,. 

Paso 8 Para i = 2 m-l, tome 

13. a. La tcmperatura aproximada en algunos puntos tfpicos se incluyen en la tabla anexa. 
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I 








1 


20 


0.6 


10 


J 37.6753 


2 


20 


0.7 


10 


245.9678 


3 


20 


0.8 


10 


340.2862 


4 


20 


0.9 


to 


424.1537 



b. La deformacidn es aproximadamente / = 1242.537. 

Conjunto de ejerddos 123 

h EI algoritmo de diferencias finitas para la ecuacifin de onda produce los siguientes rcsuJtados. 
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} 






'/ 




2 


4 


0.25 


1.0 


-0,7071068 


-0.7071068 


3 


4 


0.50 


1.0 


-1.0000000 


-1.0000000 


4 


4 


0.75 


1.0 


-0.707 106S 


-0.7071068 



3. El algoritmo de diferencias finitas para la ecuaci6ri de onda con A = ^ y Jfc = 0.05 produce los siguientes resultados. 



J 




h 






to 


5 


0.5 


0.5163933 


0.515830! 


to 


w 

2 


0.5 


0.8785407 


0.8775826 


10 


4w 


0.5 


0.5163933 


0.5158301 



Respuestas a ejefcidos seiecdonodos 
El algoritmo de diferencias fmitas para la ecuaci6n de onda con A 



827 

= 0.1 produce los siguientes resultados. 



4 5 f 0,5 0.5159163 

10 5 f 0.5 0.8777292 

16 5 — ^ 0,5 0.5159163 



El algoritmo de diferencias finitas para la ecuacMn de onda con A = ^ y it = 0.05 produce los siguientes resultados. 
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IT 
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0.5159602 


10 


10 


TT 
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0.8778039 


16 


10 


4w 
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0.5 


0.5159602 

i' 



5. El algoritmo de diferencias finitas para la ecuacidn de onda produce los siguientes resultados. 
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0.2 
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0.6729902 


0.61061587 
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3 
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0.3 


0 


0 


8 


3 


0.8 


0.3 


-0.6729902 


-0.61061587 


a. 


La presidn de 


aire 


ftri el tubo abierto es ;K0.5, 0.5) 


«0.9y/K0.5, 1.0) 



h. La presidn de aire en el tubo cerrado es /K0.5, 0.5) « 0.9 y /j(0.5, 1 .0) «* 0.9187927. 

Conjunfy de ^erdclos 12.4 

1. Con £, = (0.25, 0.75), = (0, l),E^ = (0.5. OJ) y ^ (0, 0J>. las fnnciones base s< 

[-2 + 4y enr,. 

y yi = 0.323825. = 0,y^= 1.0000 y = 0. 




1 - 2jr + 2y en Ji 



[ 0 en T^ 

I 1 + 2r - 2y en T^, 

{2-2x-2y en Jj 

2-'2x-2;y en r^, 



I *\| 2l\ 



: — '3- 3 
3*1 \ J I 




u 

17 — 4— S 

J*; 7 



2.1 




.SI 



t9^ 



XI 

J I \17 



— 9— ?» 



Tj. - lJ0ia*l5 
* IQ $i / £ ;Z3 
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, , , ^.^ ^ - n M — 10 Kf ='32 n = 20 m — tl yNL — 14 produce los siguieatcs re- 

5. El algoritino de dementos finitos QonK-U,N - VI, m - n ^v,m y f 

sultados. ( Vfiase el diagrama,) 



.21- 



■22- 



-23- 



-24^ 



■25- 



-26- 



13/ 



127 



t2S 



^29 




I 30 



'31 



132 



■1!/ 



10 



11 



12- 



-13' 



.14. 



15- 



■16- 



■I9> 



'■Wj, 



-17- 



18- 



■19- 



122 



-20 



Yis = 


20.23334 


T22 = 


15 




20.50056 


T23^ 


15 


Tl7 = 


21.35070 


V24 = 


15 


Tis = 


22.84663 


T25 = 


15 


7l9 = 


24.98178 


726 = 


15 




27.41907 


T37 = 


15 




15 







M(l, 0) « 22.92824 
u(4, 0) *= 22.84663 
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t/ai*dt> en fMfi^a d£ CAnq]|n||^^^ 
tf audLK B. fill 

j»i.e{icr||Cfieiicl probl^jm^e 
vatoF picinwdia de un^ fii^iiSfi. 4 
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